
数字图像处理

第四讲
频率域滤波



提纲

 背景
 基本知识
 连续傅里叶变换（一维）
 采样
 离散傅里叶变换（一维）
 连续傅里叶变换（二维）
 离散傅里叶变换（二维）
 频率域滤波
 实现



图像变换

空间域（spatial domain）
 直接对图像的像素进行操作

变换域（transform domain）
 将图像从空间域变换到新的域
 在变换域对图像进行操作
 利用反变换返回空间域

频率域（frequency domain）
 一种特殊的变换域
 以傅里叶变换为基础



图像是连续信号的量化采样

信号通常包括丰富的频域信息
图例：受噪声干扰的多频率成分信号



怎么把信号投影到频域空间？

傅里叶，法国数学家、
物理学家（1768-1830）

《热分析理论》

任何周期函数都可以表示为不同频率的
正弦函数和/或余弦函数加权之和

傅里叶级数



示例

四个波形
的叠加



怎么把信号投影到频域空间？

傅里叶，法国数学家、
物理学家（1768-1830）

《热分析理论》

非周期函数也可以表示为不同频率的正
弦函数和/或余弦函数加权之后的积分

傅里叶变换



傅里叶变换的意义

解决了频域信息如何表示
 没有信息损失

最早用于热扩散领域
 推广到整个工业界和学术界

带来了“信号处理领域”的一场革命
 1960计算机、快速傅里叶变换



提纲

 背景
 基本知识
 连续傅里叶变换（一维）
 采样
 离散傅里叶变换（一维）
 连续傅里叶变换（二维）
 离散傅里叶变换（二维）
 频率域滤波
 实现



复数

复数

 和 是实数、 是虚数

ൌ



复数

复数

 和 是实数、 是虚数

极坐标表示

 ଶ ଶ为长度
 为夹角



复数

欧拉公式

极坐标表示

 ఏ，

 的共轭 ∗

https://en.wikipedia.org/wiki/Euler%27s_formula



复函数

复函数

 幅值 ଶ ଶ

 角度 , 

复共轭函数



连续冲激与采样

在 处的连续单位冲激

 并且满足

• 长度为0
• 高度为∞
• 面积为1



连续冲激与采样

在 处的连续单位冲激

 并且满足

采样性质



连续冲激与采样

在 处的连续单位冲激

 并且满足

采样性质








ஶ

ିஶ 



离散冲激与采样

在 处的离散单位冲激

 并且满足

采样性质



离散冲激与采样

在 处的离散单位冲激

 并且满足








ஶ

௫ୀିஶ



离散冲激与采样

在 处的离散单位冲激

 并且满足

采样性质








ஶ

௫ୀିஶ



冲激串

无穷个以 为间距的冲激之和
 连续
 离散



提纲

 背景
 基本知识
 连续傅里叶变换（一维）
 采样
 离散傅里叶变换（一维）
 连续傅里叶变换（二维）
 离散傅里叶变换（二维）
 频率域滤波
 实现



连续傅里叶变换

连续函数 的傅里叶变换

 其中 是连续变量
表示成 的函数

 欧拉公式



连续傅里叶变换

傅里叶变换

 通常是复数
 出现在三角函数内，代表频率
 是秒、 是周/秒（赫兹）
 是米、 是周/米



傅里叶变换对

傅里叶变换

傅里叶反变换

对比：傅里叶级数



举例

盒状函数的傅里叶变换

 ఏ ିఏ

 函数
 实数



举例

盒状函数的傅里叶变换



傅里叶谱/频谱
傅里叶变换的幅值

 零的位置与 成反比、逐渐降低、无限延伸



举例

连续单位冲激的
傅里叶变换

 处连续单位冲
激的傅里叶变换



对称性

 的傅里叶变换为

 的傅里叶变换为？



对称性

 的傅里叶变换为

 的傅里叶变换为

ିଶగఓ௧
ஶ

ିஶ

ଶగ௨௧
ஶ

ିஶ



对称性

 的傅里叶变换为

 的傅里叶变换为

ିଶగఓ௧
ஶ

ିஶ

傅里叶变换

 ିଶగఓ௧బ ିଶగ௧బ௧ 傅里叶变换




对称性

 的傅里叶变换为

 的傅里叶变换为

ିଶగఓ௧
ஶ

ିஶ

傅里叶变换

 ିଶగఓ௧బ ଶగ௧ 傅里叶变换



举例

冲激串

 周期函数



举例

冲激串

傅里叶级数

 其中



举例

冲激串

傅里叶级数

 其中



举例

冲激串

傅里叶级数

傅里叶变换

冲激串的傅
里叶变换还
是冲激串



离散卷积

旋转、补零、计算、滑动、裁剪



连续卷积

连续函数的卷积

 是位移、负号表示反转
傅里叶变换



连续卷积

平移性质

化简



卷积定理

空间域卷积的傅里叶变换 傅里叶变换
在频率域的乘积

空间域乘积的傅里叶变换 傅里叶变换
在频率域的卷积



提纲

 背景
 基本知识
 连续傅里叶变换（一维）
 采样
 离散傅里叶变换（一维）
 连续傅里叶变换（二维）
 离散傅里叶变换（二维）
 频率域滤波
 实现



连续函数采样

连续函数

 为间隔的冲激串



连续函数采样

函数相乘



连续函数采样

采样值

思考：能否通过离散的采样点，恢复连续函数？



采样后函数的傅里叶变换

采样后函数

卷积定理

 其中



采样后函数的傅里叶变换

化简
 无限、周期
性拷贝

 间隔

 连续



示例

过采样

欠采样

临界采样

能否恢复原
函数𝑓ሺ𝑡ሻ？



采样定理

带限函数
 傅里叶变换后非零频率属于 ୫ୟ୶ ୫ୟ୶

如果可以从
𝐹෨ሺ𝜇ሻ中分离
出𝐹ሺ𝜇ሻ，那
么就可以恢
复𝑓ሺ𝑡ሻ！



采样定理

如果

就可以从 中分离出
 注意等号不可以！

奈奎斯特频率(Nyquist Frequency)

୫ୟ୶ ୫ୟ୶

୫ୟ୶

采样定理
如果以超过函数最高频率的两倍采样率来获得样本，
连续的带限函数可以完美地从它的样本集来恢复。



示例

略高于奈奎斯特频率采样

定义函数

 理想低通滤波器
相乘

恢复



混淆

欠采样
 带限函数以低于奈奎斯特频率采样

无法分离

无法补救



混淆

在实际中，可以避免吗？

即使原函数是带限的，仍然难以避免！
 采样是有限的

有限长度采样
 引入无限频率分量

采样定理
如果以超过函数最高频率的两倍采样率来获得样本，
连续的带限函数可以完美地从它的样本集来恢复。



有限长度采样

采样时间限制在

函数已经发生变换

 通常是无限带宽

 有无限频率（？）



举例

盒状函数的傅里叶变换



抗混淆

没有有限持续时间的函数是带限的。
一个带限函数一定是从 扩展到 。
有限长度的采样，混淆是不可避免的。

抗混淆
 事先防止或减轻混淆
 平滑输入函数，减少高频分量
 图像散焦



示例

带限函数——正弦波
 周期是2 ，频率为 赫兹
 欠采样

 以1赫兹的频率采样




示例

略高于奈奎斯特频率采样

定义函数

 理想低通滤波器
相乘

恢复



由样本恢复原函数

频率域操作

空间域操作



由样本恢复原函数

化简

函数内插



 无限个样本的内插（实际中只能近似，如灰
度内插）



扩展：超越采样定理

压缩感知
 稀疏
 维
 个非零项
 个测量

Emmanuel CandèsDavid Donoho Terence Tao



扩展：超越采样定理

矩阵补全
 低秩
 秩为
 ଶ 个观测

𝑀 ൌ ∈ ℝൈ

Emmanuel Candès



提纲

 背景
 基本知识
 连续傅里叶变换（一维）
 采样
 离散傅里叶变换（一维）
 连续傅里叶变换（二维）
 离散傅里叶变换（二维）
 频率域滤波
 实现



采样后函数的傅里叶变换

采样后函数

卷积定理

 周期函数、连续函数



采样后函数的傅里叶变换

采样后函数

傅里叶变换

𝑓 ൌ 𝑓 𝑛Δ𝑇



离散傅里叶变换（DFT）
考虑 个样本构造的

对 的一个周期 采样


ିଶగఓ்

ெିଵ

ୀ

周期并不是

െ ଵ
ଶ்

, ଵ
ଶ்



离散傅里叶变换（DFT）
考虑 个样本构造的

对 的一个周期 采样

离散傅里叶变换（DFT）


ିଶగఓ்

ெିଵ

ୀ

周期并不是

െ ଵ
ଶ்

, ଵ
ଶ்



离散傅里叶变换对

离散傅里叶变换（DFT）

离散傅里叶反变换（IDFT）

 表达式不依赖采样间隔、频率间隔
 适用于任何均匀取样的有限离散样本集



离散傅里叶变换对（新符号）

离散傅里叶变换（DFT）

 是整数
离散傅里叶反变换（IDFT）

 是整数



离散傅里叶变换

无限周期、周期为

离散卷积



 周期函数，也被称为循环卷积
 与之前的卷积不一样，主要区别是
 卷积定理依然成立



卷积定理

空间域卷积的傅里叶变换 傅里叶变换
在频率域的乘积

空间域乘积的傅里叶变换 傅里叶变换
在频率域的卷积



采样间隔和频率间隔

对连续函数 采样
 以 为间隔采 个样本

 总时间长度为

 离散频域中的间隔 反转关系



采样间隔和频率间隔

对连续函数 采样
 以 为间隔采 个样本

 总时间长度为

 离散频域中的间隔

 离散频域范围

反转关系



举例

离散傅里叶变换

对连续函数采样 离散集合



举例

离散傅里叶变换



举例

离散傅里叶反变换



提纲

 背景
 基本知识
 连续傅里叶变换（一维）
 采样
 离散傅里叶变换（一维）
 连续傅里叶变换（二维）
 离散傅里叶变换（二维）
 频率域滤波
 实现



二维连续冲激与采样

两个连续变量的冲激

 并且满足

采样性质



二维连续冲激与采样

在   处的连续冲激

 并且满足

采样性质

 

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ 

 
 



二维离散冲激与采样

两个离散变量的冲激

 并且满足

采样性质

ஶ

௬ୀିஶ

ஶ

௫ୀିஶ



二维离散冲激与采样

在   处的离散冲激

 
 



二维离散冲激与采样

在   处的离散冲激

 并且满足

采样性质

 

ஶ

௬ୀିஶ

ஶ

௫ୀିஶ

 
 



二维冲激串

沿 轴以 为间隔，沿 轴以 为间隔

 连续
 离散



二维连续傅里叶变换对

二维傅里叶变换

二维傅里叶反变换

对比：一维傅里叶变换



举例

二维盒状函数的傅里叶变换



举例

幅值

 零的位置与 成反比、逐渐降低、无限延伸



二维采样

二维冲激串

通过相乘，对连续函数 采样

்

ஶ

ୀିஶ

ஶ

ୀିஶ



二维采样定理

带限函数
 区间ሾെ𝜇୫ୟ୶, 𝜇୫ୟ୶ሿ和ሾെ𝑣୫ୟ୶, 𝑣୫ୟ୶ሿ之外频率分量为0

 如果采样间隔满足

 或采样频率满足

 则连续带限函数可以由一组样本完美恢复。

or  



二维采样定理

带限函数
 区间ሾെ𝜇୫ୟ୶, 𝜇୫ୟ୶ሿ和ሾെ𝑣୫ୟ୶, 𝑣୫ୟ୶ሿ之外频率分量为0

二维采样定理
如果一个二维带限连续函数在两个方向上均以大于
最高频率的两倍采样率来获得样本，则该函数可以
完美地从它的样本集来恢复。

or  



举例

采样后函数的傅里叶变换

过采样 欠采样



图像中的混淆

有限长度的采样，混淆是不可避免的
 一维、二维……

空间混淆
 欠采样
 锯齿、伪高光、虚假模式

时间混淆
 图像系列中的时间间隔有关
 例如电影中车轮倒转



举例

用 的成像系统去数字化棋盘模式
 像素

棋盘模式



举例

用 的成像系统去数字化棋盘模式
 像素

实际边长为16个像素 实际边长为6个像素



举例

用 的成像系统去数字化棋盘模式
 像素

实际边长为0.9174个像素 实际边长为0.4798个像素

看起来像是边长为12
像素的棋盘！



图像内插

用已知数据来估计未知位置的数值
 放大、缩小、旋转、几何校正



图像内插

用已知数据来估计未知位置的数值
 放大、缩小、旋转、几何校正



图像内插

用已知数据来估计未知位置的数值
 放大、缩小、旋转、几何校正



由样本恢复原函数

化简

函数内插



 无限个样本的内插（实际中只能近似，如灰
度内插）



图像采样

图像放大
 可以理解为过采样
 整数倍放大：水平和垂直方向像素复制
 一般情况：图像缩小 灰度内插

图像缩小
 可以理解为欠采样
 整数倍缩小：水平和垂直方向行列删除
 一般情况：图像放大 灰度内插



图像缩小后的混淆

原图 通过行列删除缩小一半
再通过像素复制放大

先用均值滤波器平滑
通过行列删除缩小一半
再通过像素复制放大



图像缩小后的混淆

原图 通过行列删除缩小一半
再通过像素复制放大

先用均值滤波器平滑
通过行列删除缩小一半
再通过像素复制放大

略微模糊、减
轻混淆



图像缩小后的锯齿

原图 通过双线性内插缩小到25%
再通过像素复制放大

先用均值滤波器平滑
通过双线性内插缩小到25%
再通过像素复制放大



图像放大后的锯齿

通过像素复制放大4倍 通过双线性内插放大4倍



莫尔模式

两个近似等间隔的光栅产生的差拍模式



报纸印刷

半色调
 通过调整黑点的大小和连接方式模拟色调



莫尔模式

扫描报纸
 报纸上的模式
（ 45度）

 扫描模式（水
平和垂直）



提纲

 背景
 基本知识
 连续傅里叶变换（一维）
 采样
 离散傅里叶变换（一维）
 连续傅里叶变换（二维）
 离散傅里叶变换（二维）
 频率域滤波
 实现



离散傅里叶变换（二维）

定义

基本性质

傅里叶谱和相角

二维卷积定理



离散傅里叶变换对（新符号）

离散傅里叶变换（DFT）

 是整数
离散傅里叶反变换（IDFT）

 是整数



二维离散傅里叶变换对

二维离散傅里叶变换（DFT）

 , 
 是大小为 的数字图像

二维离散傅里叶反变换（IDFT）

 , 



离散傅里叶变换（二维）

定义

基本性质

傅里叶谱和相角

二维卷积定理



采样间隔和频率间隔

对连续函数 采样
 方向上以 为间隔采 个样本
 方向上以 为间隔采 个样本
 两个方向上的总时间

 离散频域中的间隔

 离散频域范围



平移和旋转

平移性

 平移不影响幅值
旋转性
 极坐标：

 旋转 ，则 旋转相同的角度



周期性

在两个方向上是无限周期的

 其中 ଵ ଶ为整数
频域内的采样不
是一个连续周期



平移傅里叶变换

平移性

 令 



平移傅里叶变换

平移性



平移傅里叶变换

平移性



对称性

任意函数

 偶数部分

 奇数部分



傅里叶变换中的对称性

 DFT和IDFT中的索引都是正的
该情况下，对称性是相对于序列中心而言

对称性



对称性

偶函数之积是偶函数
奇函数之积是偶函数
偶函数和奇函数之积是奇函数
离散奇函数的样本之和为零



举例

考虑一维序列
 其中

偶函数还是
奇函数？



举例

考虑一维序列
 其中

 检验偶性

 可以忽略、偶序列

任意4个点的偶序列



举例

考虑一维序列
 其中

偶函数还是
奇函数？



举例

考虑一维序列
 其中

 检验奇性

 可以忽略、 、奇序列



举例

考虑一维序列
 其中

 检验奇性

 可以忽略、 、奇序列

任意4个点的奇序列



序列的奇偶性

受序列的长度影响
 奇序列

 非奇非偶

 奇序列



对称性

实函数 的傅里叶变换是共轭对称



对称性

实函数 的傅里叶变换是共轭对称

虚函数 的傅里叶变换是共轭反对称



更多的性质



离散傅里叶变换（二维）

定义

基本性质

傅里叶谱和相角

二维卷积定理



傅里叶谱和相角

二维DFT的极坐标

幅度（傅里叶谱）

相角

功率谱

𝐹 𝑢, 𝑣 , 𝜙 𝑢, 𝑣 , 𝑃 𝑢, 𝑣
是大小为𝑀 ൈ𝑁的矩阵



傅里叶谱和相角

实函数 的傅里叶变换是共轭对称

 傅里叶谱是关于原点偶对称

 相角是关于原点奇对称



傅里叶谱和相角

二维离散傅里叶变换（DFT）

 因此

 通常为谱的最大分量

 被称为直流分量（频率为0）



举例

原图 傅里叶谱

为什么谱图四个角都亮？



举例

中心化后谱图 中心化后再对数变换



举例

中心化后谱图 中心化后再对数变换

观察零交叉的
紧凑程度

logሺ1  𝐹ሺ𝑢, 𝑣ሻ ሻ



举例

二维盒状函数的
傅里叶变换

 零的位置与 成反比、逐渐降低、无限延伸



图像平移不改变傅里叶谱

举例

平移后图像 傅里叶谱



举例

图像旋转 ，谱图旋转同样的角度

旋转后图像 傅里叶谱



举例

相角差异巨大，可视信息少

旋转后图像相角原图相角 平移后图像相角



举例

傅里叶谱决定了正弦波的幅度，表示灰度
相角表示正弦波的位移，携带了定位信息



举例

傅里叶谱决定了正弦波的幅度，表示灰度
相角表示正弦波的位移，携带了定位信息

原图 相角 仅用相角信息重构



举例

傅里叶谱决定了正弦波的幅度，表示灰度
相角表示正弦波的位移，携带了定位信息

仅用傅里叶谱重构 妇女谱+矩形相角妇女相角+矩形谱



离散傅里叶变换（二维）

定义

基本性质

傅里叶谱和相角

二维卷积定理



二维卷积定理

二维离散卷积

 , 
 周期函数，也被称为循环卷积

二维卷积定理
频域滤波的
理论依据



离散卷积

旋转、补零、计算、滑动、裁剪



举例

直接计算二维离散卷积





举例

直接计算二维离散卷积



举例

依据卷积定理，计算二维循环卷积



举例

依据卷积定理，计算二维循环卷积



举例

依据卷积定理，计算二维循环卷积

缠绕错误！



0填充
 有 个样本、 有 个样本
对样本后面补0，使其长度为
缠绕错误可以避免，如果

前面的例子，补399个0

要让卷积定理和直接卷积一致，需要0填充。



二维0填充
 是 大小的图像
 是 大小的图像
缠绕错误可以避免，如果

 其中
 选择偶数会让计算更快



提纲

 背景
 基本知识
 连续傅里叶变换（一维）
 采样
 离散傅里叶变换（一维）
 连续傅里叶变换（二维）
 离散傅里叶变换（二维）
 频率域滤波
 实现



频率域滤波

频率域滤波基础

平滑图像

锐化图像

选择性滤波



频率域滤波基础

频域率性质

频率域滤波步骤

空间和频域率对应关系



频率域性质

二维离散傅里叶变换（DFT）

 是大小为 的数字图像
 一般而言，难以将图像内容和频域对应起来

图像空间特征和频率分量的一般性关系
 变化最慢的分量，与平均灰度成正比



频率域性质

二维离散傅里叶变换（DFT）

 是大小为 的数字图像
 一般而言，难以将图像内容和频域对应起来

图像空间特征和频率分量的一般性关系
 变化最慢的分量，与平均灰度成正比
 低频对应于图像中缓慢变化的灰度（墙）
 高频对应于图像中剧烈变化的灰度（边缘）



频率域性质

频域率滤波

傅里叶变换

 幅度（傅里叶谱） 、相角
 视觉分析难以利用相角
 傅里叶谱可以大致刻画图像

空间
域

频率
域

频率
域

空间
域

傅里叶傅里叶

变换 反变换

滤波



举例

േ45度的边缘
白色突出物

േ45度方向的分量
垂直略靠左的分量
垂直靠左分量中的0

集成电路的电子扫描图像



举例

盒状函数的傅里叶变换



举例

േ45度的边缘 േ45度方向的分量

集成电路的电子扫描图像



频率域滤波基础

频域率性质

频率域滤波步骤

空间和频域率对应关系



频域率滤波基础

基本公式

 是图像 的DFT
 是滤波函数（滤波器）
 实对称， 是实数 是实数
 但存在计算误差，忽略 中虚数

 假设 已经中心化

 只需要考虑中心对称的



举例

 ，其他位置 =1
平均灰度
为0

显示时将负数设为0



低通滤波器

衰减高频而通过低频，模糊图像

低频对应于图像中缓慢变化的灰度



高通滤波器

衰减低频而通过高频，强化细节

高频对应于图像中剧烈变化的灰度

对比度降
低！



高通滤波器

衰减低频而通过高频，强化细节

高频对应于图像中剧烈变化的灰度

略微平移
滤波器



二维0填充
 是 大小的图像
 是 大小的图像
缠绕错误可以避免，如果

 其中
 选择偶数会让计算更快



不进行0填充
低通滤波器



不进行0填充
低通滤波器



进行0填充
低通滤波器



原因分析

离散傅里叶变换的固有周期性



原因分析

离散傅里叶变换的固有周期性



原因分析

离散傅里叶变换的固有周期性



原因分析

离散傅里叶变换的固有周期性



如何对频域滤波器0填充？
基本公式

 通常直接指定频域滤波器

第一种方案

频域滤
波器

图像 图像
频域滤
波器

傅里叶傅里叶

反变换 变换

0填充



举例

 1维低通滤波器

频率域 空间域



举例

 1维低通滤波器

空间域0填充



举例

 1维低通滤波器

频域率

频率域出
现波动！



举例

盒状函数的傅里叶变换



第二种方案（更常用）

1. 对图像进行0填充，并计算傅里叶变换

2. 设计与填充后图像一样大的频域滤波器

 并不能完全避免缠绕错误

 实际效果很好，比第一种方案更佳



频域滤波器一般流程

1. 给定一副大小为 的输入图像
，选择填充参数 和 。典型

地，我们选择 和 。
2. 对 添加必要数量的 ，形成大
小为 的填充后图像 。

3. 用 乘以 移到其变换
的中心。

4. 计算来自步骤3的图像的DFT，得到
。



频域滤波器一般流程

5. 生成一个实的、对称的滤波函数
，其大小为 ，中心在
处。用阵列相乘形成乘积

。
6. 得到处理后的图像：

7. 通过 的左上象限提取
区域，得到最终处理结果 。



举例

0填充 乘 െ1 ௫ା௬



举例

傅里叶谱 高斯低通滤波器



举例

滤波 IDFT，乘 െ1 ௫ା௬ 裁剪

黑边框



零相移滤波器

假设滤波器为实数

其中

相角保持不变！



相角的敏感性

相角乘0.5 相角乘0.25



频率域滤波基础

频域率性质

频率域滤波步骤

空间和频域率对应关系



空间滤波 v.s. 频域滤波
令
频率域滤波

得到对应的空间滤波器

傅里叶变换对

ିଵ



频率域滤波器 空间滤波器

构造各种频率域滤波器做实验
 频率域滤波器更加直观

选择合适的频率域滤波器

构造空间滤波器来近似频率域滤波器
 通常构造“较小”的空间滤波器
 空间滤波器更易实现，更高效



频率域滤波器 空间滤波器

一维频率域高斯滤波器

空间域对应的滤波器

标准差的
反向关系！



平滑线性滤波器

均值滤波器/低通滤波器
 优点：降低噪声
 比如去除伪轮廓

 缺点：边缘模糊

 先求和，再归一化

𝑅 ൌ
1
9𝑧

ଽ

ୀଵ



平滑线性滤波器

加权线性滤波器
 非均匀权重
 降低模糊



频率域滤波器 空间滤波器

利用高斯函数构造高通滤波器

空间域对应的滤波器



拉普拉斯算子

标准形式

对角线形式

𝛻ଶ𝑓 𝑥, 𝑦 ൌ 𝑓 𝑥  1, 𝑦  𝑓ሺ𝑥 െ 1, 𝑦ሻ

𝑓 𝑥, 𝑦  1  𝑓ሺ𝑥, 𝑦 െ 1ሻ

െ4𝑓 𝑥, 𝑦

90度增量
各向同性

45度增量
各向同性



空间滤波器 频率域滤波器

 Sobel算子



空间滤波器 频率域滤波器

待处理图像



空间滤波器 频率域滤波器

滤波结果（空间和频率一致）



平滑图像

理想低通滤波器

巴特沃斯低通滤波器

高斯低通滤波器



理想低通滤波器

数学定义

 为某常数
 为 到中心的距离

理想
 低频完全保留
 高频完全抑制



理想低通滤波器

透视图



理想低通滤波器

图形显示

 硬件无法实现 截面

截止
频率



傅里叶变换的功率分布

总功率

 其中

半径为 的圆包含的功率百分比

 属于圆内



举例

87.0%、93.1%、95.7%、97.8%、
99.2%的能量

10、30、60、160、460像素宽



举例

利用半径构造低通滤波器

去掉的13%功率
包含了形状细节

截止频率为10



举例

观测到振铃（ ringing ）现象

截止频率为60截止频率为30



举例

观测到振铃，越来越清晰

截止频率为460截止频率为160



振铃的原因

半径为5的低通滤波器对应的空间表示

通过中心的剖面图

半径越大，
sinc约窄！



平滑图像

理想低通滤波器

巴特沃斯低通滤波器

高斯低通滤波器



巴特沃斯低通滤波器

 阶巴特沃斯（Butterworth）低通滤波器

 为 到中心的距离

 为截止频率



巴特沃斯低通滤波器

透视图



巴特沃斯低通滤波器

图形显示

截止频率： 下降到某个百分比



举例

87.0%、93.1%、95.7%、97.8%、
99.2%的能量

10、30、60、160、460像素宽



举例

利用半径构造巴特沃斯滤波器（ ）

截止频率为10



举例

没有振铃（ ringing ）现象

截止频率为60截止频率为30



举例

没有振铃，越来越清晰

截止频率为460截止频率为160



巴特沃斯滤波器的空间表示

截止频率为

𝑛 ൌ 1 𝑛 ൌ 2

𝑛 ൌ 2，
是比较好
的折中！



巴特沃斯滤波器的空间表示

截止频率为

𝑛 ൌ 5 𝑛 ൌ 20



平滑图像

理想低通滤波器

巴特沃斯低通滤波器

高斯低通滤波器



高斯低通滤波器

数学定义

 为 到中心的距离

令 

 为截止频率
 当 , 



高斯低通滤波器

透视图



高斯低通滤波器

图形显示

 高斯函数的傅里叶变换依然是高斯

0.607



举例

利用半径构造高斯低通波器

截止频率为10



举例

没有振铃（ ringing ）现象

截止频率为60截止频率为30



举例

没有振铃，越来越清晰

截止频率为460截止频率为160



对比

巴特沃斯低通滤波器更模糊

巴特沃斯低通滤波器（𝑛 ൌ 2） 高斯低通滤波器



低通滤波器对比

理想低通滤波器

巴特沃斯低通滤波器

高斯低通滤波器



举例——字符识别
字符不清晰、断裂，低通滤波器修复

高斯低通滤波器(𝐷 ൌ 80)



举例——印刷
图片美容

高斯低通滤波器(𝐷 ൌ 80)

高斯低通滤波器(𝐷 ൌ 100)



举例——卫星图片
去掉横线、去掉细节

高斯低通滤波器(𝐷 ൌ 50) 高斯低通滤波器(𝐷 ൌ 20)



锐化图像

理想高通、巴特沃斯、高斯高通滤波器

频率域拉普拉斯算子

频率域非锐化掩蔽

同态滤波



锐化图像

傅里叶变换的低频部分
 灰度缓慢变化的地方
 墙、地板、天空

傅里叶变换的高频成分
 灰度剧烈变化的地方
 边缘、噪声

高通滤波器
 通过高频
 衰减低频



锐化图像

理想高通、巴特沃斯、高斯高通滤波器

频率域拉普拉斯算子

频率域非锐化掩蔽

同态滤波



高通滤波器

衰减低频而通过高频，强化细节

高频对应于图像中剧烈变化的灰度



高通滤波器

从低通滤波器构造高通滤波器

  是低通滤波器

理想高通滤波器
巴特沃斯高通滤波器
高斯高通滤波器



理想高通滤波器

数学定义

 为某常数
 为 到中心的距离

理想
 低频完全抑制
 高频完全保留



理想高通滤波器

透视图



理想高通滤波器

图形显示

 硬件无法实现 截面

截止
频率



理想高通滤波器

空间表示
多峰导致振
铃现象！



举例

𝐷 ൌ 30的高通滤波

产生了振铃现象



举例

𝐷 ൌ 30的高通滤波

产生了振铃现象
三个圆圈的边
缘不明显

扭曲、加
粗的边界

小物体丢失



举例

振铃有所缓解

𝐷 ൌ 160的高通滤波𝐷 ൌ 60的高通滤波



举例

振铃有所缓解

𝐷 ൌ 160的高通滤波𝐷 ൌ 60的高通滤波

细节更
加明显

小物体更
加清晰



巴特沃斯高通滤波器

 阶巴特沃斯（Butterworth）高通滤波器

 为 到中心的距离

 为截止频率



巴特沃斯高通滤波器

透视图



巴特沃斯高通滤波器

图形显示



巴特沃斯高通滤波器

空间表示



轻微振铃现象

举例

巴特沃斯高通滤波器𝑛 ൌ 2, 𝐷 ൌ 30



举例

轻微振铃现象

巴特沃斯高通滤波器𝑛 ൌ 2, 𝐷 ൌ 160巴特沃斯高通滤波器𝑛 ൌ 2, 𝐷 ൌ 60



对比

 更清晰、失真小

理想高通滤波器 巴特沃斯高通滤波器𝑛 ൌ 2



对比



理想高通滤波器 巴特沃斯高通滤波器𝑛 ൌ 2

对小物体的识别
能力相当！



对比

空间表示

理想高通滤波器 巴特沃斯高通滤波器𝑛 ൌ 2



高斯高通滤波器

数学定义

 为 到中心的距离

 为截止频率



高斯高通滤波器

透视图



高斯高通滤波器

图形显示



高斯高通滤波器

空间表示



举例

𝐷 ൌ 30的高通滤波



举例

𝐷 ൌ 160的高通滤波𝐷 ൌ 60的高通滤波



对比



巴特沃斯高通滤波器𝑛 ൌ 2 高斯高通滤波器

高斯滤波的结
果更清晰一些



对比



巴特沃斯高通滤波器𝑛 ൌ 2 高斯高通滤波器



高通滤波器对比

理想高通滤波器

巴特沃斯高通滤波器

高斯高通滤波器



高通滤波器对比

频率域



高通滤波器对比

空间域



指纹增强

去掉斑点、增强纹路

巴特沃斯高通滤波器𝑛 ൌ 4, 𝐷 ൌ 50



指纹增强

去掉斑点、增强纹路

阈值法



锐化图像

理想高通、巴特沃斯、高斯高通滤波器

频率域拉普拉斯算子

频率域非锐化掩蔽

同态滤波



使用二阶导数对图像锐化

各向同性滤波器
 旋转图像 滤波 滤波 旋转结果

拉普拉斯算子

 线性算子
离散拉普拉斯算子



拉普拉斯算子

标准形式

对角线形式

𝛻ଶ𝑓 𝑥, 𝑦 ൌ 𝑓 𝑥  1, 𝑦  𝑓ሺ𝑥 െ 1, 𝑦ሻ

𝑓 𝑥, 𝑦  1  𝑓ሺ𝑥, 𝑦 െ 1ሻ

െ4𝑓 𝑥, 𝑦

90度增量
各向同性

45度增量
各向同性



使用二阶导数对图像锐化

拉普拉斯算子结果叠加到图像中

 采用负的中心系数，
 采用正的中心系数，



频率域的拉普拉斯算子

拉普拉斯算子

傅里叶变换

频域滤波器

频域滤波器（中心化）



频率域的拉普拉斯算子

拉普拉斯图像

 频率域滤波、傅里叶反变换
 是原图像的DFT

图像锐化



 归一化到 ，再计算DFT
 ଶ 归一化到

𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ和
𝛻ଶ𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ不在
一个数量级！



频率域的拉普拉斯算子

图像锐化



频域率写法

 简洁、但同样存在量纲的问题



举例

月球图像

原图 频率域拉普拉斯增强



对比

月球图像

空间域拉普拉斯增强 频率域拉普拉斯增强



锐化图像

理想高通、巴特沃斯、高斯高通滤波器

频率域拉普拉斯算子

频率域非锐化掩蔽

同态滤波



非锐化掩蔽

从原图像减去一幅非锐化版本
1. 模糊原图像
2. 从原图像减去模糊图像，得到模板
3. 将模板加到原图像

具体公式

 模糊图像
 非锐化掩蔽 ；高提升滤波



示例

非锐化模板
二阶导数



频率域非锐化掩蔽

基于低通滤波器的非锐化模板

 其中

  为低通滤波器
 是原图像的DFT

增强后的图像

 非锐化掩蔽 ；高提升滤波



频率域非锐化掩蔽

增强后的图像

频域率写法

 其中

高频强调滤波



频率域非锐化掩蔽

增强后的图像

频域率写法

 其中

高频强调滤波（更一般形式）

比高通滤波
的优势？



高通滤波器

衰减低频而通过高频，强化细节

高频对应于图像中剧烈变化的灰度

对比度降
低！



举例

胸部X射线

原图 高斯高通滤波器𝐷 ൌ 40

高斯滤波无振
铃现象！



举例

胸部X射线

高频强调滤波𝑘ଵ ൌ 0.5, 𝑘ଶ ൌ 0.75 直方图均衡



锐化图像

理想高通、巴特沃斯、高斯高通滤波器

频率域拉普拉斯算子

频率域非锐化掩蔽

同态滤波



照射—反射模型

 照射
 反射

注意

取对数

同态滤波（1）



对 傅里叶变换

换言之

 其中
 其中

对 滤波

同态滤波（2）



同态滤波（3）
空间域图像

定义

空间域图像



同态滤波（4）
取指数

 其中

整体流程

 注意避免



讨论

照明和反射分量的分离是关键

进而实现了分别滤波

照射分量较为稳定
反射分量差异较大
 尤其在连接处



讨论

照明和反射分量的分离是关键

进而实现了分别滤波

 中的低频成分对应于照射分量
 中的高频成分对应于反射分量



同态滤波

频域滤波器设计


 衰减低频
（照明）


 放大高频
（反射）

 压缩灰度范围、增强对比度



同态滤波

频域滤波器设计


 衰减低频
（照明）


 放大高频
（反射）

实现（基于高斯滤波器）

与“高频强调
滤波”相似！



举例

两个亮点（肿瘤）导致其他地方较暗



举例

两个亮点（肿瘤）导致其他地方较暗








 更加清晰
 更多细节



选择性滤波

带阻滤波器
 处理特定频段

带通滤波器
 处理特定频段

陷波滤波器（notch filters）
 处理特定区域



带阻滤波器

理想带阻滤波器

 为截止频率
 是带宽
 为 到中心的距离



带阻滤波器

理想带阻滤波器

巴特沃斯带阻滤波器

高斯带阻滤波器



选择性滤波

带阻滤波器
 处理特定频段

带通滤波器
 处理特定频段

陷波滤波器（notch filters）
 处理特定区域



带通滤波器

从带阻滤波器构造带通滤波器

高斯带阻滤波器 高斯带通滤波器



选择性滤波

带阻滤波器
 处理特定频段

带通滤波器
 处理特定频段

陷波滤波器（notch filters）
 处理特定区域



陷波滤波器

1. 处理特定区域
2. 保持对称性
 在 存在陷波， 也存在一个

陷波带阻滤波器

 是中心在 的高通滤波器
 是中心在 的高通滤波器
 中心是相对于 而言



陷波滤波器

 阶巴特沃斯陷波带阻滤波器

 其中

陷波带通滤波器

交互式地改变DFT的局部区域
 不进行补0填充



举例

莫尔模式

共轭对称的
频率，对应
于原图中的
周期性莫尔
模式



举例

应用陷波带阻滤波器

与巴特沃斯陷波带阻滤波器相乘 滤波后的图像



举例

土星环照片

垂直的正弦模式，是由加在摄
像机视频信号的AC信号造成

垂直轴上的能量爆发
对应于噪声



举例

应用陷波带阻滤波器

陷波带阻滤波器（黑色为0） 滤波后的图像



举例

应用陷波带阻滤波器

陷波带通滤波器（黑色为0） 噪声



提纲

 背景
 基本知识
 连续傅里叶变换（一维）
 采样
 离散傅里叶变换（一维）
 连续傅里叶变换（二维）
 离散傅里叶变换（二维）
 频率域滤波
 实现



二维离散傅里叶变换对

二维离散傅里叶变换（DFT）

 , 
 是大小为 的数字图像

二维离散傅里叶反变换（IDFT）

 , 



二维DFT的可分离性
二维离散傅里叶变换（DFT）

 其中

 是 的第 1行的1维DFT
 是 组成的列的1维DFT

通过1维DFT算
法计算2维DFT！



通过DFT计算IDFT
二维离散傅里叶反变换（IDFT）

 求共轭

1. 计算 ∗ 的DFT
2. 对结果求共轭，除



二维离散傅里叶变换对

二维离散傅里叶变换（DFT）

 , 
 是大小为 的数字图像

二维离散傅里叶反变换（IDFT）

 , 

计算复杂度?



二维离散傅里叶变换对

二维离散傅里叶变换（DFT）

 , 
 是大小为 的数字图像

二维离散傅里叶反变换（IDFT）

 , 

计算复杂度
𝑂ሺ𝑀ଶ𝑁ଶሻ

之前的理论
无法应用



快速傅里叶变换（FFT）
 1维离散傅里叶变换（DFT）

 是整数
改写

 其中

 并且假设



逐次加倍方法（1）
令 ，其中 为正整数

可以证明

因此



逐次加倍方法（2）
定义

得到

注意

𝑊ଶ
௨ା ൌ 𝑒ିగ/ ௨ା ൌ 𝑒ିగ/ ௨𝑒ିగ ൌ െ 𝑒ିగ/ ௨ ൌ െ𝑊ଶ

௨

𝑊
௨ା ൌ 𝑒ିଶగ/ ௨ା ൌ 𝑒ିଶగ/ ௨𝑒ିଶగ ൌ 𝑒ିଶగ/ ௨ ൌ 𝑊

௨



逐次加倍方法（3）
因此

得到

𝐹 ୴ୣ୬ 𝑢  𝐾 ൌ  𝑓 2𝑥 𝑊
ሺ௨ାሻ௫

ିଵ

௫ୀ

ൌ 𝐹 ୴ୣ୬ 𝑢

𝐹୭ୢୢ 𝑢  𝐾 ൌ  𝑓 2𝑥  1 𝑊
ሺ௨ାሻ௫

ିଵ

௫ୀ

ൌ 𝐹୭ୢୢ 𝑢

ୣ୴ୣ୬ ୭ୢୢ ଶ
௨ା

ୣ୴ୣ୬ ୭ୢୢ ଶ
௨



逐次加倍方法（4）
计算

对于

1. 计算2次 个点的DFT

2. 根据公式得到 个点的DFT

迭代运用
该原理



复杂度

复数乘法

复数加法

优势

令 



复杂度

优势
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