
数字图像处理

第七讲
频率域图像增强（Part II）

离散傅里叶变换



提纲

离散傅里叶变换（一维）
连续傅里叶变换（二维）
 二维采样定理
 图像中的混淆

离散傅里叶变换（二维）
 基本性质
 傅里叶谱和相角
 二维卷积定理



采样后函数的傅里叶变换

采样后函数

卷积定理

 周期函数



采样后函数的傅里叶变换

采样后函数

傅里叶变换

 连续函数
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离散傅里叶变换（DFT）
对 的一个周期 采样

考虑 个样本构造的

离散傅里叶变换（DFT）
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离散傅里叶变换对

离散傅里叶变换（DFT）

离散傅里叶反变换（IDFT）

 表达式不依赖采样间隔、频率间隔
 适用于任何均匀取样的有限离散样本集



离散傅里叶变换对（新符号）

离散傅里叶变换（DFT）

 是整数
离散傅里叶反变换（IDFT）

 是整数



离散傅里叶变换

无限周期、周期为

离散卷积



 周期函数，也被称为循环卷积
 与之前的卷积不一样，主要区别是
 卷积定理依然成立



采样间隔和频率间隔

对连续函数 采样
 以 为间隔采 个样本

 总时间长度为

 离散频域中的间隔 反转关系



采样间隔和频率间隔

对连续函数 采样
 以 为间隔采 个样本

 总时间长度为

 离散频域中的间隔

 离散频域范围

反转关系



举例

离散傅里叶变换

对连续函数采样 离散集合



举例

离散傅里叶变换



举例

离散傅里叶反变换



提纲

离散傅里叶变换（一维）
连续傅里叶变换（二维）
 二维采样定理
 图像中的混淆

离散傅里叶变换（二维）
 基本性质
 傅里叶谱和相角
 二维卷积定理



二维连续冲激与采样

两个连续变量的冲激

 并且满足

采样性质



二维连续冲激与采样

在 ଴ ଴ 处的连续冲激

 并且满足

采样性质
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二维离散冲激与采样

两个离散变量的冲激

 并且满足

采样性质
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二维离散冲激与采样

在 ଴ ଴ 处的离散冲激

଴ ଴
଴ ଴



二维离散冲激与采样

在 ଴ ଴ 处的离散冲激

 并且满足

采样性质
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二维冲激串

沿 轴以 为间隔，沿 轴以 为间隔

 连续
 离散



二维连续傅里叶变换对

二维傅里叶变换

二维傅里叶反变换

对比：一维傅里叶变换



举例

二维盒状函数的傅里叶变换



举例

幅值

 零的位置与 成反比、逐渐降低、无限延伸



提纲

离散傅里叶变换（一维）
连续傅里叶变换（二维）
 二维采样定理
 图像中的混淆

离散傅里叶变换（二维）
 基本性质
 傅里叶谱和相角
 二维卷积定理



二维采样

二维冲激串

通过相乘，对连续函数 采样
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二维采样定理

带限函数
 区间ሾെ𝜇୫ୟ୶, 𝜇୫ୟ୶ሿ和ሾെ𝑣୫ୟ୶, 𝑣୫ୟ୶ሿ之外频率分量为0

 如果采样间隔满足

 或采样频率满足

 则连续带限函数可以由一组样本完美恢复。



二维采样定理

带限函数
 区间ሾെ𝜇୫ୟ୶, 𝜇୫ୟ୶ሿ和ሾെ𝑣୫ୟ୶, 𝑣୫ୟ୶ሿ之外频率分量为0

二维采样定理
如果一个二维带限连续函数在两个方向上均以大于
最高频率的两倍采样率来获得样本，则该函数可以
完美地从它的样本集来恢复。



举例

采样后函数的傅里叶变换

过采样 欠采样



提纲

离散傅里叶变换（一维）
连续傅里叶变换（二维）
 二维采样定理
 图像中的混淆

离散傅里叶变换（二维）
 基本性质
 傅里叶谱和相角
 二维卷积定理



图像中的混淆

有限长度的采样，混淆是不可避免的
 一维、二维……

空间混淆
 欠采样
 锯齿、伪高光、虚假模式

时间混淆
 图像系列中的时间间隔有关
 例如电影中车轮倒转



举例

用 的成像系统去数字化棋盘模式
 像素

棋盘模式



举例

用 的成像系统去数字化棋盘模式
 像素

实际边长为16个像素 实际边长为6个像素



举例

用 的成像系统去数字化棋盘模式
 像素

实际边长为0.9174个像素 实际边长为0.4798个像素

看起来像是边长为12
像素的棋盘！



图像采样

图像放大
 可以理解为过采样
 整数倍放大：水平和垂直方向像素复制
 一般情况：图像缩小 灰度内插

图像缩小
 可以理解为欠采样
 整数倍缩小：水平和垂直方向行列删除
 一般情况：图像放大 灰度内插



图像缩小后的混淆

原图 通过行列删除缩小一半
再通过像素复制放大

先用均值滤波器平滑
通过行列删除缩小一半
再通过像素复制放大



图像缩小后的混淆

原图 通过行列删除缩小一半
再通过像素复制放大

先用均值滤波器平滑
通过行列删除缩小一半
再通过像素复制放大

略微模糊、减
轻混淆



图像缩小后的锯齿

原图 通过双线性内插缩小到25%
再通过像素复制放大

先用均值滤波器平滑
通过双线性内插缩小到25%
再通过像素复制放大



图像放大后的锯齿

通过像素复制放大4倍 通过双线性内插放大4倍



莫尔模式

两个近似等间隔的光栅产生的差拍模式



报纸印刷

半色调
 通过调整黑点的大小和连接方式模拟色调



莫尔模式

扫描报纸
 报纸上的模式
（ 45度）

 扫描模式（水
平和垂直）



提纲

离散傅里叶变换（一维）
连续傅里叶变换（二维）
 二维采样定理
 图像中的混淆

离散傅里叶变换（二维）
 基本性质
 傅里叶谱和相角
 二维卷积定理



二维离散傅里叶变换对

二维离散傅里叶变换（DFT）

 , 
 是大小为 的数字图像

二维离散傅里叶反变换（IDFT）

 , 



提纲

离散傅里叶变换（一维）
连续傅里叶变换（二维）
 二维采样定理
 图像中的混淆

离散傅里叶变换（二维）
 基本性质
 傅里叶谱和相角
 二维卷积定理



采样间隔和频率间隔

对连续函数 采样
 方向上以 为间隔采 个样本
 方向上以 为间隔采 个样本
 两个方向上的总时间

 离散频域中的间隔

 离散频域范围



平移和旋转

平移性

 平移不影响幅值
旋转性
 极坐标：

 旋转 ଴，则 旋转相同的角度



周期性

在两个方向上是无限周期的

 其中 ଵ ଶ为整数
频域内的采样不
是一个连续周期



平移傅里叶变换

平移性

 令



平移傅里叶变换

平移性



平移傅里叶变换

平移性



对称性

任意函数函数

 偶数部分

 奇数部分



傅里叶变换中的对称性

 DFT和IDFT中的索引都是正的
该情况下，对称性是相对于序列中心而言

对称性



对称性

偶函数之积是偶函数
奇函数之积是偶函数
偶函数和奇函数之积是奇函数
离散奇函数的样本之和为零



举例

考虑一维序列
 其中

偶函数还是
奇函数？



举例

考虑一维序列
 其中

 检验偶性

 可以忽略、偶序列

任意4个点的偶序列



举例

考虑一维序列
 其中

偶函数还是
奇函数？



举例

考虑一维序列
 其中

 检验奇性

 可以忽略、 、奇序列



举例

考虑一维序列
 其中

 检验奇性

 可以忽略、 、奇序列

任意4个点的奇序列



序列的奇偶性

受序列的长度影响
 奇序列

 非奇非偶

 奇序列



对称性

实函数 的傅里叶变换是共轭对称



对称性

实函数 的傅里叶变换是共轭对称

虚函数 的傅里叶变换是共轭反对称



提纲

离散傅里叶变换（一维）
连续傅里叶变换（二维）
 二维采样定理
 图像中的混淆

离散傅里叶变换（二维）
 基本性质
 傅里叶谱和相角
 二维卷积定理



傅里叶谱和相角

二维DFT的极坐标

幅度（傅里叶谱）

相角

功率谱

𝐹 𝑢, 𝑣 , 𝜙 𝑢, 𝑣 , 𝑃 𝑢, 𝑣
是大小为𝑀 ൈ 𝑁的矩阵



傅里叶谱和相角

实函数 的傅里叶变换是共轭对称

 傅里叶谱是关于原点偶对称

 相角是关于原点奇对称



傅里叶谱和相角

二维离散傅里叶变换（DFT）

 因此

 通常为谱的最大分量

 被称为直流分量（频率为0）



举例

原图 傅里叶谱

为什么谱图四个角都亮？



举例

中心化后谱图 中心化后再对数变换



举例

中心化后谱图 中心化后再对数变换

观察零交叉的
紧凑程度

logሺ1 ൅ 𝐹ሺ𝑢, 𝑣ሻ ሻ



图像平移不改变傅里叶谱

举例

平移后图像 傅里叶谱



举例

图像旋转 ଴，谱图旋转同样的角度

旋转后图像 傅里叶谱



举例

相角差异巨大，可视信息少

旋转后图像相角原图相角 平移后图像相角



举例

傅里叶谱决定了正弦波的幅度，表示灰度
相角表示正弦波的位移，携带了定位信息

原图 相角 仅用相角信息重构



举例

傅里叶谱决定了正弦波的幅度，表示灰度
相角表示正弦波的位移，携带了定位信息

仅用傅里叶谱重构 妇女谱+矩形相角妇女相角+矩形谱



提纲

离散傅里叶变换（一维）
连续傅里叶变换（二维）
 二维采样定理
 图像中的混淆

离散傅里叶变换（二维）
 基本性质
 傅里叶谱和相角
 二维卷积定理



二维卷积定理

二维离散卷积

 , 
 周期函数，也被称为循环卷积

二维卷积定理
频域滤波的
理论依据



举例

直接计算二维离散卷积





举例

直接计算二维离散卷积



举例

依据卷积定理，计算二维循环卷积



举例

依据卷积定理，计算二维循环卷积



举例

依据卷积定理，计算二维循环卷积

缠绕错误！



0填充
 有 个样本、 有 个样本
对样本后面补0，使其长度为
缠绕错误可以避免，如果

前面的例子，补399个0

要让卷积定理和直接卷积一致，需要0填充。



二维0填充
 是 大小的图像
 是 大小的图像
缠绕错误可以避免，如果

 其中
 选择偶数会让计算更快



下一讲


