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任务：送信

目标：住在Boston地区的人A

规则：

如果：认识Ａ，就寄给他。

否则：每个人寄给自己的朋友

社会学发现
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从寄信人开始平均只需要6次传递

社会学中的6度分割

six degrees of separation
小世界现象。

六度分割
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小世界网络

称短路径和高聚集的网络称为小世界网
络

许多真实网络符合这一特性。

南京大学 机器学习研讨会 5

研究目标

直觉：复杂系统一定存在一些在某
种层次上，与其结构相联系的组织
规律。

开发出能够定量地度量这种深层组
织规律的工具。

发现机理
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网络的度量指标

聚集系数C
路径长度L
度数分布P(k)
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聚集系数C

度量了网络中连接的平均局部密度。

在朋友网络中，C大意味着某人的多个朋
友之间往往也相互是朋友。
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平均路径长度L

网络中所有连通节点之间路径长度的平
均值。

路径长度：从某点要最少经过几个连接
跳转到另一点。
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度数分布

一个节点的度数指与之相连的边数。

度数分布就是具有度数k的节点的个数
（或比例）随k的分布。
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WS（Watts-Strogatz ）模型
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三种结构的比较

不涉及/其
他分布

Possion分
布

常数度数分布

较高低高聚集性

小小大路径长度

小世界随机图规则图
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Scale-free分布 γ−kkP ~)(

WWW 页面/超级链接
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The Topology of Real 
Networks:Empirical Result

普遍存在大C、小L和类scale-free分布

生物学：

细胞、组织等的新陈代谢及相关化学反
映；

蛋白质分子网络

神经网络结构（C线形虫）

生态系统、食物链
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The Topology of Real 
Networks:Empirical Result
社会学

六度分割朋友网络

演员合作网络

科学家合作网络

引文网络网络

性接触网络

语言学（单词在句子中的共现）

电话呼叫网
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The Topology of Real 
Networks:Empirical Result

人造网络——电网、机场/航线

物理学——力偶共振网络、集成电路

计算机科学——地图着色问题、囚徒困

境问题、元胞自动机

传染病的研究——模型及传播的动态性

能；谣言、信息传播等

WWW及Internet的研究
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SF模型

增长(growth)和优先粘贴(preferential 
attachment)是导致SF分布的两要素。

增长：从少量节点（m0）开始，每个时间步
增加一个新节点，并从该节点向系统中的其
他m（m<=m0）个节点引边。

优先粘贴：引边时，假设节点吸引边的概率
与其度数成正比
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分类器网络

复杂网络上的每一个节点是一个分类器

怎样使得分类器性能更好？
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分类器网络

集中式的分类器学习

假设：样本独立同分布
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Network Boosting 算法

输入

样本集

训练次数 T
采样比例

加权因子

初始化

训练循环
有放回的加权采样，为每个节点生成训练集

( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , ,..., ,l lZ x y x y x y=

ρ
β

( ),1 1k iw x = 1,...,i l= 1,...,k K=

,k tT
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Network Boosting 算法（续1）
使用采样生成的训练集 训练每个节点的
分类算法 ，得到分类器

更新每个节点的样本权重分布

输出

,k tT
{ }, : 1, 1k th x − +
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算法收敛性

定理1：对于分类器网络上的任意节
点 ，其样本集（环境）在 次博弈
中的累计损失为：
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算法收敛性证明

对于 ，由 我们
有
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算法收敛性证明（续1）

如果将上式不断沿时间 展开，那么我
们可以得到：

t

( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )( )

,

,
1

min ,

, 1 , ,
1 1 1

min ,

, ,
1

1 1 ,

1 1 ,

k ti
n

T

k tit n

T Tl M i Q

k t k t k t
i t t

TM i Q

k t k t
t

w i l M P Q

l M P Q

β β

β β=

+
= = =

=

∑
≤ − −

∑ ∑
= − −

∑ ∏ ∏

∏



5

南京大学 机器学习研讨会 25

算法收敛性证明（续2）
下面，考虑到对于任何样本 有j
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算法收敛性证明（续3）

因为 对于 成立，重
新整理上式，并且注意到该表达式对于
任何样本均成立，那么
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算法收敛性

推论1：在定理1的条件下，设 为

那么当 充分大时，节点 处的样本
集（环境）所遭受的每轮平均损失为

β
1
2ln1 l

T
+

T k
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算法收敛性

推论2：在推论1的条件下, 所有 个节
点，在 轮反复博弈过程中，当 充分
大时，所招致的平均期望损失为：

其中 为博弈值（Game Value）
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比
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结
果
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连接度数变化对于样本权重分
布相关性的影响

定理2：定义节点k在训练轮次t和t+1时的样
本权重分布分别为 和 。那么两分布
之间的KL距离的上界为：

,k tP , 1k tP +
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不同连接概率下的随机图上的对
比实验

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.1

0.15

0.2

0.25

M
ea

n 
E

rro
r R

at
e

Connection Probability p

Labor Dataset

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

M
ea

n 
K

L 
D

iv
er

ge
nc

e 
of

 th
e 

W
ei

gh
t D

is
tri

bu
tio

n

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Connection Probability p

B
ia

s-
V

ar
ia

nc
e-

C
ov

ar
ia

nc
e 

D
ec

om
po

si
tio

n

Labor Dataset

Mean Bias
Mean Variance
Mean Q Statistic

不同连接概率下，基于随机图结构的Network Boosting在
labor数据集上的性能曲线。横轴为随机图的连接概率p。
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加权竞争尺度无关网络上的对
比实验
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分布式环境中的分类器网络

假设：数据独立同分布

如何尽可能少的通讯
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分布式Network Boosting算法

输入
分类器网络N，节点数目K
训练集

权重更新参数

训练轮次T

初始化样本权重

训练循环
有放回的加权采样，为每个节点生成训练集

β

( ),1 1/k i kD x l= 1,...,k K=

,k tT

kS 1, 2,...,k K=

南京大学 机器学习研讨会 35

分布式Network Boosting 算法（续

1）

使用采样生成的训练集 训练每个节点的
分类算法 ，得到分类器

更新每个节点的样本权重分布

输出

,k tT

1,...,k K=

, , , ,( ) ( )

, 1 , ,( ) ( ) /
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假设空间中的协作梯度下降

对于任意节点k，我们定义在训练轮次t
该节点关于样本x的集群输出为：

基于样本间隔的代价函数为
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1 1
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假设空间中的协作梯度下降
（续1）

在t+1轮，我们希望节点k处所学习到的
假设 和代价函数C在 处的负梯度
的内积最大化

, 1k th + ,k tH
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假设空间中的协作梯度下降
（续2）

经简单变换后我们有

如果我们定义节点k处样本 在t+1轮的
权重为
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分类性能分析－训练错误

定理3：在分布式应用环境中，假设训练
轮次t时，节点k处样本的权重更新采用
如下方式：

经过T轮训练后，训练错误的上界为

( ) ( ) ( ) ( ), 1 , , , , , ,exp /k t k t i k t k t i i n s n t i k t
n

D i D i y h x y h x Zα α+
⎧ ⎫
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分类性能分析－泛化错误

定理4：对于分类器网络上的任一节点
k，假定基假设空间的VC维为d。那么在
训练轮次T对于任意 ，节点k及
其近邻节点所学习到的集合假设以概率
对于任意 有：
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1/ 22
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监督学习实验结果
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分布式半监督Network 
Boosting算法

初始标签和初始权重

采用每个节点及其近邻节点所学到的假
设集合的加权，作为未标样本标签近似

更新权重

采样，生成新的假设。
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+

∑
=
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半监督对比实验结果
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Graph model selection using 
maximum likelihood （ICML 
2006）
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Ranking Graph Models

A model    assigns a probability         to 
every graph G.
The quantity          is called the 
likelihood. We score a model by the log-
likelihood
The Maximum Likelihhood Estimate 
prefers the model with the largest 
likelihood.

P ( )p G

( )P G

log( ( ))P G−
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Preliminaries

Directed graph
V: vertex set
E: edge set

is the number of vertices
is the number of edges

For a node v,           is its indegree;         
is its outdegree.

( , )G V E=

| |n V=

| |m E=
( )in V ( )out V
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Graph Models

Erdos-Renyi Random model (ER)

Power-law Random model (PRG)

Preferential Attachment model (PA)

Small-world model (SW)
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Erdos-Renyi Random model 
(ER)

For every pair of vertices u, v and edge 
from u to v appears independently with 
probability [ ]0,1p∈
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Power-law model (PRG)

Power-law exponents:
Cutoffs:

Generate the indegrees and outdegrees
of each of the n vertices independently 
according to the power-law distribution.

Connect the vertices randomly. 

inβ outβ

inc outc
( )p k k β−=
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PRG Sketch Map
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Preferential Attachment model 
(PA)

Start with a single vertex.
In each iteration i=2,…,n a random 
vertex “appears”.
With probability p an edge from the 
new vertex is created and the other 
end-point v is chosen with probability 
proportional to
With probability 1-p-q the process stops 
and new iteration i+1 begins.

( )in v γ+
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PA Sketch Map

p
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Small-world model (SW)

The basic idea is to add random links to 
an underlying well-structured graph, in 
our case the grid.

For every pair of vertices u, v, an edge 
from u to v is added with probability

( ),dist u v βα −×
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ER Algorithm

n: the number of nodes
m: the number of links
n(n-1)-m:    the number of non-edges
The probability that the ER model 
generates G is

( ) ( ) ( 1)Pr 1 n n mmG p p − −= −

( 1)
mp

n n
=

−
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PRG Algorithm

In the PRG model a vertex gets 
assigned an indegree
with probability

{ }0,..., ind c∈

/in
ind Zβ−

1
: in in

c
in d

Z d β−
=

= ∑
( ( )):

in

in v V
in

in vP
Z

β−

∈
=∏

1Pr( ) ( )! ( )!
!in out v V

G P P in v out v
m ∈

= ∏
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PA Algorithm
( )

2 : :
( , ) ( , )

( ) ( )
Pr | ( )!

j i j i

n
i j i j

i j i j ii i
E E

in out
G d i r p q

m m

π π

π π π

π π π π

π γ π γ
π

= < <
∈ ∈

+ +
=∏ ∏ ∏

{ }( ) : ( , )i jin v j j i v Eπ π= < ∧ ∈

{ }( ) : ( , )i jout v j j i v Eπ π= < ∧ ∈

1 1

1 1
( ( ) ) ( ( ) )

i i

i i k i k
k k

m in outπ π ππ γ π γ
− −

= =

= + = +∑ ∑

1 1( ) ( ) ( )i id i in v out vπ π
π + += + 1r p q= − −
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PA Algorithm
Pr( , ) Pr( | ) Pr( )Pr( | )
Pr( ) Pr( )

G GG
G G
π π ππ = =

1 2 1
1

Pr( | ) Pr( ) Pr( | )Pr( )
Pr( | ) ! Pr( | , , ,..., )

n

i i
i

G GG
G n G

π π π
π π π π π −

=

= =

∏
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SW Algorithm

If we know the initial grid alignment

( , ) ( , )

Pr( | ) ( , ) [1 ( , ) ]
u v E u v E

G g dist u v dist u vβ βα α− −

∈ ∉

= −∏ ∏

( , ) g g g g
x x y ydist u v u v u v= − + −

1Pr( ) Pr( | ) max Pr( | )
! gg

G G g G g
n

= ≤∑
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Experiments

Snapshots of the AS-level Internet 
topology

1997: 3,117 vertices 6,024 edges
1999: 6,266 vertices 13,681 edges
2001: 11,080 vertices 25,485 edges
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Log-likelihoods
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Parameters

The optimal 
parameters for 
the power-law 
models have 
not changed 
significantly 
over time.
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The results of the simulated 
annealing on the 2001 Internet 
snapshot
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The results of simulated 
annealing on a grid graph
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Thank you 


