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线性模型

Vapnik的统计学习理论给出了答案：

将训练样本分开的超平面可能有很多, 哪一个更好呢?

0

”正中间”的: 鲁棒性最好, 泛化能力最强



间隔(margin)与支持向量(support vector)

支持向量机 也被称为 “大间隔分类器”

超平面方程:

间隔

0

支持向量



支持向量机-基本型

最大间隔: 寻找参数 和   , 使得 最大

凸二次规划问题，能用优化计算包求解，但可以有更高效的办法



支持向量机-对偶型 拉格朗日乘子法

p第一步：引入拉格朗日乘子       得到拉格朗日函数

p第二步：令          对   和   的偏导为零可得

p 第三步：回代可得



基本型和对偶型的比较

• 基本型和对偶型都是二次凸规划问题，根据凸优化理论，都
可以利用成熟数值优化软件包得到全局最优解。

• 基本型和对偶型各有千秋，主要取决于效率和效果的需要

• 一般来说，基本型比较善于处理 1）低维数据；2）高维稀疏
数据（所谓‘稀疏’指样本大部分属性的值为零）

• 对偶型比较善于处理高维稠密数据，此外对偶型容易吸收核
函数处理非线性分类



特征空间映射

若不存在一个能正确划分两类样本的超平面, 怎么办?

将样本从原始空间映射到一个更高维的特征空间, 使样本在这个
特征空间内线性可分

如果原始空间是有限维(属性数有限)，那么一定存在一个
高维特征空间使样本可分



在特征空间中

预测

设样本   映射后的向量为      , 划分超平面为                        

原始问题

对偶问题

只以内积
形式出现



核函数 (kernel function)

基本思路：设计核函数

绕过显式考虑特征映射、以及计算高维内积的困难

Mercer 定理：若一个对称函数所对应的核矩阵半正定, 则它
就能作为核函数来使用

任何一个核函数，都隐式地定义了一个RKHS(Reproducing Kernel Hilbert 
Space, 再生核希尔伯特空间)

“核函数选择”成为决定支持向量机性能的关键！



核函数 (kernel function)
常用核函数

可通过函数组合得到：

若   和   是核函数，则对任意正数        和任意函数     , 

均为核函数

基本经验：文本数据常用线性核，
   情况不明时可先尝试高斯核



软间隔支持向量机

现实中很难确定合适的核函数，使训练样本在特征空间中线性可分

引入软间隔 (soft margin), 允许在一些样本上不满足约束

即便貌似线性可分，也很难断定是否是因过拟合造成的

0

不满足约束的样本



软间隔支持向量机

基本思路：最大化间隔的同时, 

让不满足约束               的样本尽可能少

障碍：0/1损失函数非凸、非连续, 不易优化！

其中        是 0/1损失函数：



替代损失(surrogate loss)

替代损失函数性质较好, 
一般是0/1损失函数的上界软间隔SVM

• 采用替代损失函数，是在解决困难问题时的常见技巧

• 求解替代函数得到的解是否仍是原问题的解？理论上称为替代损失的
“一致性” (consistency)问题



软间隔支持向量机-基本型和对偶型

原始问题

引入“松弛变量”(slack variables)

对偶问题
与“硬间隔SVM”
的区别



正则化（regularization）

统计学习模型（例如SVM）的更一般形式

结构风险
(structural risk)

描述模型本身
的某些性质

经验风险
(empirical risk)

描述模型与训练
数据的契合程度

正则化项

p正则化可理解为“罚函数法”
通过对不希望的结果施以惩罚，使得优化过程趋向于希望目标

p从贝叶斯估计的角度，则可认为是提供了模型的先验概率

归纳
偏好



现实应用中…

如何使用SVM？

• 入门级—— 实现并使用各种版本SVM

• 专业级—— 尝试、组合核函数

• 专家级—— 根据问题而设计目标函数、替代损失、
进而……

根据当前任务“量身定制”是关键



现实应用中…
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决策树模型

决策树基于“树”结构进行决策

p 每个“内部结点”对应于某个属性上的“测试”(test)

p 每个分支对应于该测试的一种可能结果（即该属性的某个取值）

p 每个“叶结点”对应于一个“预测结果”

学习过程：通过对训练样本的分析来
确定“划分属性”（即内部结点所对
应的属性）

预测过程：将测试示例从根结点开始，
沿着划分属性所构成的“判定测试序
列”下行，直到叶结点



基本流程

策略：“分而治之”(divide-and-conquer)

自根至叶的递归过程

在每个中间结点寻找一个“划分”(split or test)属性

三种停止条件：

(1) 当前结点包含的样本全属于同一类别，无需划分;

(2) 当前属性集为空, 或是所有样本在所有属性上取值相同，无法划分;

(3) 当前结点包含的样本集合为空，不能划分.



划分选择

决策树学习的关键在于选择最优划分标准

• 直觉上，决策树的分支结点所包含的样本尽可能属于同
一类别，即结点的“纯度”(purity) 越高越好

• 经典划分方法：

–信息增益（information gain）

–增益率（gain ratio）

–基尼指数（gini index)



信息增益

信息熵 (entropy) 是度量样本集合“纯度”最常用的一种指标

假定当前样本集合 D 中第 k 类样本所占的比例为   ，则 D 的

信息熵定义为

的值越小，则   的纯度越高

信息增益直接以信息熵为基础，计算当前划分对信息熵所造成的变化



信息增益

离散属性 a 的取值：

Dv: D 中在 a 上取值 = av 的样本集合

以属性 a 对 数据集 D 进行划分所获得的信息增益为：

划分前的信息熵 划分后的信息熵

第 v 个分支的权重, 
样本越多越重要



增益率

信息增益：对可取值数目较多的属性有所偏好

有明显弱点，例如：考虑将“编号”作为一个属性

增益率：

其中

属性 a 的可能取值数目越多 (即 V 越大)，则 IV(a) 的值通常就越大

启发式： 先从候选划分属性中找出信息增益高于平均水平的，
再从中选取增益率最高的



基尼指数

反映了从 D 中随机抽取两个样例，
其类别标记不一致的概率

Gini(D) 越小，数据集 D 的纯度越高

属性 a 的基尼指数：

在候选属性集合中，选取那个使划分后基尼指数最小的属性



过拟合和剪枝

• 决策树的不足，过拟合

–决策树决策分支过多，以致于把训练集自身的一些特
点当做所有数据都具有的一般性质而导致的过拟合

• 剪枝的基本策略

–预剪枝：边建树，边剪枝

–后剪枝：先建树，后剪枝

• 判断决策树泛化性能是否提升的方法

–留出法：预留一部分数据用作“验证集”以进行性能
评估



连续值

基本思路：连续属性离散化

常见做法：二分法 (bi-partition)

• n 个属性值可形成 n-1 个候选划分
• 然后即可将它们当做 n-1 个离散属性值处理

硬滑



从树到规则

l 一棵决策树对应于一个“规则集”

l 每个从根结点到叶结点的分支路径对应于一条规则

例如
• IF (纹理=清晰) Ù (密度£0.381) 

THEN 坏瓜

• IF (纹理=清晰) Ù (密度>0.381) 
THEN 好瓜

• IF (纹理=稍糊) Ù (触感=硬滑) 
THEN 坏瓜

• IF (纹理=稍糊) Ù (触感=软粘) 
THEN 好瓜

• IF (纹理=模糊) THEN 坏瓜

好处：

p改善可理解性

p进一步提升泛化能力



大纲

p支持向量机

p决策树

p贝叶斯分类器

p聚类

p降维与度量学习



贝叶斯决策论 (Bayesian decision theory)

概率框架下实施决策的基本理论

给定 N 个类别，令 λij 代表将第 j 类样本误分类为第 i 类所产生的

损失，则基于后验概率将样本 x 分到第 i 类的条件风险为：

贝叶斯判定准则 (Bayes decision rule)：

• h* 称为贝叶斯最优分类器(Bayes optimal classifier)，其总体风险称为贝叶斯
风险 (Bayes risk)

• 反映了学习性能的理论上限



判别式 vs. 生成式

在现实中通常难以直接获得

从这个角度来看，机器学习所要实现的是基于有限的训练样本

尽可能准确地估计出后验概率

判别式 (discriminative) 模型 生成式 (generative) 模型

思路：直接对            建模

代表：
• 决策树
• 神经网络
• SVM

代表：贝叶斯分类器

思路：先对联合概率分布           
建模，再由此获得

两种基本策略：

注意：贝叶斯分类器  ≠  贝叶斯学习 (Bayesian learning)



贝叶斯定理

Thomas Bayes 
(1701?-1761)

根据贝叶斯定理，有

先验概率（prior）
样本空间中各类样本所占的
比例，可通过各类样本出现
的频率估计（大数定律） 证据 (evidence) 

因子，与类别无关

样本相对于类标记的类条
件概率 (class-conditional 
probability), 亦称 似然
(likelihood)

主要困难在于估计似然



朴素贝叶斯分类器 (naïve Bayes classifier)

主要障碍：所有属性上的联合概率
难以从有限训练样本估计获得

组合爆炸；样本稀疏

基本思路：假定属性相互独立？

d 为属性数，xi 为 x 在第 i 个属性上的取值

对所有类别相同，于是



朴素贝叶斯分类器 (naïve Bayes classifier)

p 估计 P(c): 

p 估计 P(x|c): 

• 对离散属性，令        表示 Dc 中在第 i 个属性上取值为 
xi 的样本组成的集合，则

• 对连续属性，考虑概率密度函数，假定



大纲

p支持向量机

p决策树

p贝叶斯分类器

p聚类

p降维与度量学习



聚类 (Clustering)

在“无监督学习”任务中研究最多、应用最广

目标：将数据样本划分为若干个通常不相交的“簇”(cluster)

既可以作为一个单独过程（用于找寻数据内在的分布结构）

也可作为分类等其他学习任务的前驱过程



聚类 (Clustering)

聚类性能度量，亦称聚类“有效性指标”(validity index)

p外部指标 (external index)

将聚类结果与某个“参考模型”(reference model) 进行比较

如 Jaccard 系数，FM 指数，Rand 指数

p内部指标 (internal index)

直接考察聚类结果而不用任何参考模型

如 DB 指数，Dunn 指数等

基本想法： 
• “簇内相似度”（intra-cluster similarity）高，且

• “簇间相似度”（inter-cluster similarity）低



距离计算

距离度量 (distance metric) 需满足的基本性质：

常用距离形式：

闵可夫斯基距离 (Minkowski distance)

p = 2: 欧氏距离(Euclidean distance)

p = 1: 曼哈顿距离(Manhattan distance)



必须记住

聚类的“好坏”不存在绝对标准

the goodness of clustering depends on 
the opinion of the user



常见聚类方法

p  原型聚类
• 亦称“基于原型的聚类”(prototype-based clustering)
• 假设：聚类结构能通过一组原型刻画
• 过程：先对原型初始化，然后对原型进行迭代更新求解
• 代表：k均值聚类，学习向量量化(LVQ)，高斯混合聚类

p  密度聚类
• 亦称“基于密度的聚类”(density-based clustering)
• 假设：聚类结构能通过样本分布的紧密程度确定
• 过程：从样本密度的角度来考察样本之间的可连接性，并基于可连接样本

不断扩展聚类簇
• 代表：DBSCAN, OPTICS, DENCLUE

p  层次聚类 (hierarchical clustering)
• 假设：能够产生不同粒度的聚类结果
• 过程：在不同层次对数据集进行划分，从而形成树形的聚类结构
• 代表：AGNES (自底向上)，DIANA (自顶向下) 



K-Means

每个簇以该簇中所有样本点的“均值”表示

Step1: 随机选取k个样本点作为簇中心

Step2: 将其他样本点根据其与簇中心的距离，划分给最近的簇

Step3: 更新各簇的均值向量，将其作为新的簇中心

Step4: 若所有簇中心未发生改变，则停止；否则执行 Step 2



DBSCAN
关键概念：



AGNES (AGglomerative NESting)

Step1: 将每个样本点作为一个簇

Step2: 合并最近的两个簇

Step3: 若所有样本点都存在与一个簇中，则停止；否则转到 Step2



AGNES 
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k 近邻学习器

k 近邻 (k-Nearest Neighbor, kNN)

懒惰学习 (lazy learning) 的代表

which class?

k = 5

k = 7

基本思路：
近朱者赤，近墨者黑

关键： k 值选取；距离计算

(投票法；平均法)

课外知识：
懒惰学习 = 事先没有分
类器，见到测试样本再
开始准备分类器



最近邻学习器重要性质

给定测试样本    , 若其最近邻样本为   ,则最近邻分类器出错的概率就是
   和 类别标记不同的概率,

kNN如此完美；但是在真实的应用中，我们是否能够准确的找到k近邻呢？

最近邻分离器的泛化错误率

不会超过

贝叶斯最优分类器错误率的两倍！



维数灾难

但是在真实的应用中，我们是否能够准确的找到k近邻呢？

密采样(dense sampling)假设：样本的每个𝜖-邻域都有近邻

假定维度为20，如果样本需要满足密采样条件
需要的样本数量近1060

想象一下：一张并不是很清晰的图像：70余万维
我们为了找到恰当的近邻，需要多少样本？

如果近邻的距离阈值设为10-3



维数灾难

高维空间给距离计算带来很大的麻烦

当维数很高时，甚至连计算内积都不再容易

更严重的是：样本变得稀疏，近邻容易不准

降维（将高维样本降到低维）

为什么能进行降维？

数据样本虽是高维的，但与学
习任务密切相关的也许仅是某
个低维空间，即高维空间中的
一个低维“嵌入” (embedding)



多维缩放方法（MDS, Multiple Dimensional Scaling ）

特征谱

MDS旨在寻找一个低维子空间，使得距离和样本原有距离近似不变

寻找低维子空间尽量保持样本内积不变
思路：特征值分解（常用技巧）

设样本之间的内积矩阵均为B
对B进行特征值分解：

由谱分解的数学性质，我们知道：

谱分布长尾：存在
相当数量的小特征值

令原始空间的距离矩阵𝐷，降维后样本的表示为
𝑍，||z! − z"|| = dist#$,令𝐵 = 𝑍%𝑍 ∈ ℝ&×&, 𝑏#$ =
𝑧#𝑧$，假设降维后的样本𝑍被中心化，即∑𝑧# = 0

主要思路：内积保距



主成分分析（PCA, Principal Component Analysis）

正交属性空间中的样本点，如何使用一个超平面对所有样本进
行恰当的表达？

若存在这样的超平面，那么它大概应具有这样的性质：

• 最近重构性：样本点到这个超平面的距离都足够近

• 最大可分性：样本点在这个超平面上的投影能尽可能分开

主成分分析的两种等价推导



PCA-最近重构性

对样本进行中心化：
X

i

xi = 0

假定投影变换后得到的新坐标系为                      ， 其中

    是标准正交基向量

{w1,w2, . . . ,wd}
wi

||wi||2 = 1,wT
i wj = 0(i 6= j).

若丢弃新坐标系中的部分坐标，即将维度降低到 d’ < d，则样本

点在低维坐标系中的投影是 zi = (zi1; zi2; . . . ; zid0) zij = wT
j xi

若基于    来重构    ，则会得到zi xi x̂i =
d0X

j=1

zijwj .



PCA-最近重构性

原样本点    与基于投影重构的样本点    之间的距离为xi x̂i

mX

i=1

������

d0X

j=1

zijwj � xi

������
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i=1
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i zi � 2
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Txi + const

/ �tr
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xix
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!
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!
.

wj
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i

xix
T
i是正交基，        是协方差矩阵，于是由最近重构性，有：

这就是主成分分析的优化目标

min
W

� tr(WTXXTW)

s.t. WTW = I.

主要思路：重构误差



PCA-最大可分性

样本点    在新空间中超平面上的投影是         ，若所有样本点的
投影能尽可能分开，则应该使得投影后样本点的方差最大化

xi WTxi

投影后样本点的方差是
X

i

WTxix
T
i W

于是： max
W

tr(WTXXTW)

s.t. WTW = I.

等价于：                               
min
W

� tr(WTXXTW)

s.t. WTW = I.



PCA求解

max
W

tr(WTXXTW)

s.t. WTW = I.

使用拉格朗日乘子法可得

XXTW = �W.

只需对协方差矩阵        进行特征值分解，并将求得的特征值排
序：                           ，再取前 d’ 个特征值对应的特征向量
构成                              ，这就是主成分分析的解

XXT

�1 � �2 � · · · � �d

W = (w1,w2, . . . ,wd0)

关键变量：子空间方差



PCA的应用

d’ 的设置：
p 用户指定

p 在低维空间中对k近邻或其他分类器进行交叉验证

p 设置重构阈值，例如 t =95%，然后选取最小的 d’ 使得

Pd0

i=1 �iPd
i=1 �i

� t.

PCA 是最常用的降维方法，在不同领域有不同的称谓

例如在人脸识别中该技术被称为“特征脸”(eigenface)

因为若将前 d’ 个特征值对应的特征向量还原为图像，则得到



流形学习 - ISOMAP

基本步骤：
• 构造近邻图
• 基于最短路径算法近似任意两点之间的测地线(geodesic)距离
• 基于距离矩阵通过MDS获得低维嵌入

关键思路：测地线距离（近似）、保距



流形学习 - LLE

关键思路：重构权值

基本步骤：
• 为每个样本构造近邻

集合Qi
• 为每个样本计算基于

Qi的线性重构系数

• 在低维空间中保持wij
不变，求解下式



距离度量的种类

p欧式距离

p曼哈顿距离

p测地距离（ Geodesic Distance ）

选哪个距离度量呢？能否学出
来一个最好的距离度量？——
距离度量学习



距离度量学习 (distance metric learning)

降维希望找到一个“合适”低维空间下的距离度量

能否直接“学出”合适的距离？

首先，要能够通过 “参数化”来学习距离度量

马氏距离 (Mahalanobis distance) 是一个很好的选择：

其中 M 称为“度量矩阵”，数学上它是一个半正定对称矩阵

距离度量学习就是要对 M 进行学习



距离度量学习 (distance metric learning)

为什么是马氏距离？

“什么是距离？

欧氏距离的缺陷——各个方向同等重要

但是：
l 有缘千里来相会
（表面欧氏距离大但实际距离小）

l 无缘对面手难牵
（表面欧式距离小但实际距离大）

l 马氏距离应运而生

A

B
C

A
B

C
咫尺天涯

天涯咫尺



距离度量学习 (distance metric learning)

M怎么学习？要有个合适的目标函数

p目标1：结合具体分类器的性能

例如，以近邻分类器的性能为目标，则得到经典的NCA算法

p目标2：结合领域知识

例如，若已知“必连”(must-link) 约束集合    与“勿连”(cannot-
link) 约束集合   ，则可通过求解下述凸优化问题得到 M: C



距离度量学习 – NCA：Neighborhood Component Analysis

近邻分类器在进行判别时通常使用多数投票法, 替换为概率投票法. 对于任意样本

xj, 它对xi分类结果影响的概率为

xi 样本的LOO正确率：

训练集上的LOO正确率：

NCA的优化目标：



小结

• 掌握支持向量机、决策树、贝叶斯分类器、KNN等学
习算法

• 掌握聚类的基本思想和常见聚类算法

• 掌握降维的基本思想和常见降维算法
• 深入理解：
–间隔（margin）

–样本簇和原型的应用


