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向量和矩阵的范数

� 为了研究线性方程组近似解的误差估计和迭
代法的收敛性，需要对 ௡中向量（或 ௡ൈ௡

中矩阵）的“大小”引进某种度量——向量
（或矩阵）范数的概念

� 向量范数概念是三维Euclid空间中向量长度概
念的推广，在数值分析中起着重要作用

� 首先将向量长度概念推广到 ௡

� 注意到本节的内容同样可以拓展到 维复向量空
间 ௡



数量积与Euclid范数

� 定义7.1 设

向量 ， 的数量积（内积）定义为：

向量 的Euclid范数定义为：

𝒙 ൌ 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡
୘, 𝒚 ൌ 𝑦ଵ, 𝑦ଶ, … , 𝑦௡

୘ ∈ 𝐑௡

ሺ𝒙, 𝒚ሻ ൌ 𝒚୘𝒙 ൌ ෍ 𝑥௜𝑦௜

௡

௜ୀଵ

𝒙 ଶ ൌ ሺ𝒙, 𝒙ሻ
ଵ
ଶ ൌ ෍ 𝑥௜

ଶ
௡

௜ୀଵ

ଵ
ଶ

൒ 0



数量积与Euclid范数（续）

� 下述定理可在线性代数书中找到

� 定理7.10 设 ௡ ，则

，当且仅当 时成立

， 为实数

ଵ ଶ ଵ ଶ

5. （Cauchy−Schwarz不等式） ଶ
ଶ，等式当且仅当 与 线性相关时成立

6. （三角不等式） ଶ ଶ ଶ



向量范数

� 除了Euclid范数之外，还可以用其他办法来
度量 ௡中向量的“大小”

� 例如对于 ଵ ଶ
୘ ௡ ，用一个 的函数

௜ୀଵ,ଶ ௜ 来度量 的“大小”，而且这种

度量方法计算起来比Euclid范数更方便

� 在许多应用中，对度量 的“大小”的函数
都要求是正定的、齐次的且满足三角不等式

� 下面给出向量范数的一般定义



向量范数（续）

� 定义7.2（向量的范数）如果向量 ௡的
某个实值函数 ，满足条件：

， 当且仅当 （正定性）

， （齐次性）

（三角不等式）

则称 是 ௡上的一个向量范数（或模）

� 由条件3可以推出不等式

𝒙 െ 𝒚 ൑ 𝒙 െ 𝒚



常用的向量范数

� 向量的 -范数（最大范数）

� 向量的 -范数

� 向量的 -范数

� 向量的 -范数，其中

� 上述三种范数是 -范数的特殊情况

  𝑥 ௣ ൌ 𝑥ଵ
௣ ൅ 𝑥ଶ

௣ ൅ ⋯ ൅ 𝑥௡
௣

ଵ
௣

  𝒙 ଶ ൌ ሺ𝒙, 𝒙ሻ
ଵ
ଶ ൌ 𝑥ଵ

ଶ ൅ 𝑥ଶ
ଶ ൅ ⋯ ൅ 𝑥௡

ଶ  
ଵ
ଶ

  𝒙 ஶ ൌ max
ଵஸ௜ஸ௡

  𝑥௜

  𝒙 ଵ ൌ   𝑥ଵ ൅ 𝑥ଶ ൅ ⋯ ൅ 𝑥௡



范数的连续性

� 定义7.3 设 ሺ௞ሻ 为 ௡中一向量序列， ∗

௡，记 ሺ௞ሻ
ଵ

௞
ଶ

௞
௡
ሺ௞ሻ ୘ ， ∗

ଵ
∗

ଶ
∗

௡
∗ ୘ 。如果

௞→ஶ ௜
ሺ௞ሻ

௜
∗，

，则称 ሺ௞ሻ收敛于向量 ∗，记作

� 定理7.11（ 的连续性） 设非负函数
为 ௡上任一向量范数，则

是 分量 ଵ ଶ ௡的连续函数

௞→ஶ
ሺ௞ሻ ∗



范数的等价性

� 定理7.12（向量范数的等价性）设 ௦ ௧
为 ௡上向量的任意两种范数，则存在常数

ଵ ଶ ，使得

� 注意，定理7.12不能推广到无穷维空间

� 从上述定理可知：如果在一种范数意义下向量序列
收敛，则在任何一种范数意义下该向量序列亦收敛

� 定理7.13 
௞→ஶ

ሺ௞ሻ ∗当且仅当 时，

ሺ௞ሻ ∗ ，其中 为向量的任一种范数

ଵ ௦ ௧ ଶ ௦
௡



矩阵范数

� 将向量范数的概念推广到矩阵上

� 由向量的的 -范数可以得到 ௡ൈ௡中矩阵的一种
范数

称为 的Frobenius范数

� ி显然满足正定性、齐次性及三角不等式

ி ௜௝
ଶ

௡

௜,௝ୀଵ

ଵ
ଶ



矩阵范数（续）

� 定义7.4（矩阵范数）如果矩阵 ௡ൈ௡的某
个实值函数 ，满足条件：

， 当且仅当 （正定性）

， 为实数 （齐次性）

（三角不等式）

则称 是 ௡ൈ௡上的一个矩阵范数（或模）

� 最后的条件未必需要

� 上一页定义的 ி就是 ௡ൈ௡上的一个矩
阵范数



矩阵的算子范数

� 在大多数与估计有关的问题中，矩阵和向量
会同时参与讨论，所以希望引进一种矩阵的
范数，它是和向量范数相联系而且相容，即

对于任意向量 ௡及 ௡ൈ௡都成立

� 定义7.5（矩阵的算子范数）设 ௡及
௡ൈ௡，给出一种向量范数 𝒗（如

或 ），定义 ௡ൈ௡上的矩阵范数

௩ 𝒙ஷ𝟎
௩

௩



矩阵的算子范数（续）

� 可验证 ௩满足定义7.4，所以 ௩是
௡ൈ௡

上的一个矩阵范数，具体而言有如下定理

� 定理7.14 设 ௩是
௡上一个向量范数，则

௩是
௡ൈ௡上的矩阵范数，且满足相容条件

� 显然这种矩阵范数 ௩依赖于向量范数 ௩
的具体含义

𝒗 ௩ 𝒗



常用的矩阵范数

� 定理7.15 设 ௡， ௡ൈ௡，则

其中 ୫ୟ୶
୘ 表示 ୘ 的最大特征值

� 矩阵的 范数 ଶ在计算上不方便，但是矩阵的
范数具有许多好的性质，它在理论上是有用的

ஶ ଵஸ௜ஸ௡ ௜௝

௡

௝ୀଵ
（行范数）

ଵ ଵஸ௝ஸ௡ ௜௝

௡

௜ୀଵ

（列范数）

ଶ ୫ୟ୶
୘ （ -范数）



特征值与范数

� 定义7.6 设 ௡ൈ௡的特征值为 ௜
，称

ଵஸ௜ஸ௡ ௜ 为 的谱半径

� 定理7.16（特征值上界） 设 ௡ൈ௡，则
，即 的谱半径不超过 的任何一

种算子范数（对于 ி亦成立）

� 定理7.17 如果 ௡ൈ௡为对称矩阵，则

ଶ

� 定理7.18 如果 ，则 为非奇异矩

阵，且 ିଵ ଵ
ଵି 𝑩

， 为算子范数



定理7.18证明

� 用反证法， 若 是奇异矩阵，则行线性相关
，则 有非零解，即存在 ଴ 使

� 注意到

与假设矛盾，因此 为非奇异矩阵

� 由 ିଵ ，有

𝑩𝒙଴ ൌ 𝒙଴

𝑩 ൌ max
𝒙ஷ𝟎

𝑩𝒙
𝒙

൒
𝑩𝒙଴

𝒙଴
ൌ 1

𝑰 േ 𝑩 ିଵ ൌ 𝑰 ∓ 𝑩 𝑰 േ 𝑩 ିଵ

⇒ 𝑰 േ 𝑩 ିଵ ൑ 1 ൅ 𝑩 𝑰 േ 𝑩 ିଵ ⇒ 𝑰 േ 𝑩 ିଵ ൑
1

1 െ 𝑩
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微小误差对解的影响

� 考虑线性方程组 ，其中 为非奇异矩
阵， 为方程组的精确解

� 由于 （或 ）中的元素是测量得到的，或者是
计算的结果，所以 （或 ）常带有某些观测误
差或者包含有舍入误差

� 在处理实际问题 时，通
常要考虑 （或 ）的微小误差对解的影响

� 考虑估计 ，其中

𝑨 ൅ 𝛿𝑨 𝒚 ൌ 𝒃 ൅ 𝛿𝒃
𝑨𝒙 ൌ 𝒃



例7.8 

� 设有方程组 ，其精确解为 ୘

� 现在考虑常数项的微小变化对方程组解的影响，
即考察

� 可描述为 ， ୘

，易得

� 可以看到，常数项 的第二个分量只有 的
微小变化，方程组的解却变化很大，这样的方程
组称为病态方程组

1 1
1 1.0001

𝑥ଵ
𝑥ଶ

ൌ 2
2

1 1
1 1.0001

𝑦ଵ
𝑦ଶ

ൌ 2
2.0001

୘



病态方程组

� 定义7.7 设如果矩阵 或常数项 的微小变
化，引起方程组 解的巨大变化，则称
此方程组为病态方程组，矩阵 称为病态矩
阵（相对于方程组而言），否则称方程组为
良态方程组， 称为良态矩阵

� 应该注意，矩阵的病态性质是矩阵本身的特
性，我们希望可以定量地刻画矩阵的病态程
度，且无需通过解具体的方程组



微小误差影响的定量分析

� 设方程组 ，其中 为非奇异阵， 为方
程组的精确解

1. 设 是精确的， 有微小误差 ，解为

� 首先

� 其次

其中假设

𝑨 𝒙 ൅ 𝛿𝒙 ൌ 𝒃 ൅ 𝛿𝒃 ⇒ 𝑨𝛿𝒙 ൌ 𝛿𝒃 ⇒ 𝛿𝒙 ൌ 𝑨ିଵ𝛿𝒃

⇒ 𝛿𝒙 ൑ 𝑨ିଵ𝛿𝒃 ൑ 𝑨ିଵ 𝛿𝒃

𝑨𝒙 ൌ 𝒃 ⇒ 𝒃 ൌ 𝑨𝒙 ൑ 𝑨 𝒙 ⇒
1

‖𝒙‖
൑

𝑨
𝒃



微小误差影响的定量分析（续）

� 设方程组 ，其中 为非奇异阵， 为方
程组的精确解

1. 设 是精确的， 有微小误差 ，解为

� 结合

� 定理7.19 设 为非奇异阵， ，且
，则

� 常数项 的相对误差在解中可能放大 ିଵ 倍

𝛿𝒙 ൑ 𝑨ିଵ 𝛿𝒃
1

‖𝒙‖
൑

𝑨
𝒃

‖𝛿𝒙‖
‖𝒙‖

൑ 𝑨ିଵ 𝑨
𝛿𝒃
𝒃



微小误差影响的定量分析（续）

� 设方程组 ，其中 为非奇异阵， 为方程
组的精确解

2. 设 是精确的， 有微小误差 ，解为

� 首先

� 如果 不受限制， 可能奇异，注意到

� 由定理7.18知，当 ିଵ 时，
ିଵ ିଵ存在

𝑨 ൅ 𝛿𝑨 𝒙 ൅ 𝛿𝒙 ൌ 𝒃

⇒ 𝑨𝒙 ൅ 𝛿𝑨 𝒙 ൅ 𝑨 ൅ 𝛿𝑨 𝛿𝒙 ൌ 𝒃 ⇒ 𝑨 ൅ 𝛿𝑨 𝛿𝒙 ൌ െ 𝛿𝑨 𝒙

𝑨 ൅ 𝛿𝑨 ൌ 𝑨 𝑰 ൅ 𝑨ିଵ𝛿𝑨



微小误差影响的定量分析（续）

� 可得

其中假设 ିଵ

� 定理7.20 设 为非奇异阵， ，且
，如果 ିଵ

𝛿𝒙 ൌ െ 𝑰 ൅ 𝑨ିଵ𝛿𝑨 ିଵ𝑨ିଵ 𝛿𝑨 𝒙

⇒ 𝛿𝒙 ൑ 𝑰 ൅ 𝑨ିଵ𝛿𝑨 ିଵ 𝑨ିଵ 𝛿𝑨 𝒙

൑
𝑨ିଵ 𝛿𝑨 𝒙
1 െ 𝑨ିଵ𝛿𝑨

𝛿𝒙
𝒙

൑
𝑨ିଵ 𝛿𝑨

1 െ 𝑨ିଵ 𝛿𝑨
ൌ

𝑨ିଵ  𝑨  𝛿𝑨
𝑨

1 െ 𝑨ିଵ  𝑨  𝛿𝑨
𝑨

൑
𝑨ିଵ 𝛿𝑨 𝒙

1 െ 𝑨ିଵ 𝛿𝑨



微小误差影响的定量分析（续）

� 若 充分小，且 ିଵ ，则矩阵 的相

对误差
ఋ𝑨
𝑨

在解中可能放大 ିଵ 倍

� 从上面的讨论可知，量 ିଵ 愈小，由

（或 ）的相对误差引起的解的相对误差就
愈小；量 ିଵ 愈大，该解的相对误差

就可能愈大

� 量 ିଵ 实际上刻画了解对原始数据变化的

灵敏度，即刻画了方程组的病态程度



条件数

� 定义7.8 设 为非奇异矩阵，称 ௩
ିଵ

௩ ௩（ 或 ）为矩阵 的条件数

� 矩阵的条件数与范数有关

� 当 的条件数相对地大时，即 时，式
是病态的（即 是病态矩阵，或者说 是坏

条件的）

� 当 的条件数相对地小时，式 是良态的（或
者说 是好条件的）

� 的条件数愈大，方程组的病态程度愈严重，也就
愈难得到方程组的比较准确的解



常用的条件数

ஶ
ିଵ

ஶ ஶ

的谱条件数

� 当 为对称阵时， ଶ
|ఒభ|
ఒ೙

，其中 ଵ和 ௡

为 的绝对值最大和绝对值最小的特征值

� 这是最常见的条件数

cond 𝑨 ଶ ൌ 𝑨ିଵ
ଶ 𝑨 ଶ ൌ

𝝀୫ୟ୶ሺ𝑨୘𝑨ሻ
𝝀୫୧୬ሺ𝑨୘𝑨ሻ



条件数的性质

1. 任何非奇异矩阵 ，都有 ௩

为非奇异矩阵， 为不等于零的常数，则

如果 为正交矩阵，则 ଶ ；如果
为非奇异矩阵， 为正交矩阵，则

cond 𝑨 ௩ ൌ 𝑨ିଵ
௩ 𝑨 ௩ ൒ 𝑨ିଵ𝑨 ௩ ൌ 𝑰 ௩ ൌ 1

cond 𝑐𝑨 ௩ ൌ cond 𝑨 ௩

cond 𝑹𝑨 ଶ ൌ cond 𝑨𝑹 ଶ ൌ cond 𝑨 ଶ



例7.9

� 已知Hilbert矩阵 ௡，计算 ଷ的条件数

� 解

𝑯௡ ൌ

1
1
2

⋯
1
𝑛

1
2

1
3

⋯
1

𝑛 ൅ 1
⋮ ⋮  ⋮
1
𝑛

1
𝑛 ൅ 1

⋯
1

2𝑛 െ 1

𝑯ଷ ൌ

1    
1
2

   
1
3

1
2

   
1
3

   
1
4

1
3

   
1
4

   
1
5

, 𝑯ଷ
ିଵ ൌ

9 െ36 30
െ36 192 െ180
30 െ180 180



例7.9（续）

� 计算 ଷ条件数 ଷ ஶ

所以 ଷ ஶ

� 同样可计算 ଺ ஶ
଺

� 一般当 愈大时， ௡的病态愈严重

� 考虑方程组

� 精确解为 ୘

𝑯ଷ ஶ ൌ
11
6

,  𝑯ଷ
ିଵ

ஶ ൌ 408

𝑯ଷ𝒙 ൌ
11
6

,
13
12

,
47
60

୘

ൌ 𝒃



例7.9（续）

� 设 ଷ及 有微小误差（取三位有效数字），

简记作 ଷ ଷ

� 式 的解为

� 可得

1.00 0.500 0.333
0.500 0.333 0.250
0.333 0.250 0.200

𝑥ଵ ൅ 𝛿𝑥ଵ
𝑥ଶ ൅ 𝛿𝑥ଶ
𝑥ଷ ൅ 𝛿𝑥ଷ

ൌ
1.83
1.08

0.783
ሺ7.6.8ሻ

𝒙 ൅ 𝛿𝒙 ൌ 1.089512538, 0.487967062, 1.491002798 ୘

𝛿𝒙 ൌ 0.0895, െ0.5120,0.4910 ୘



例7.9（续）

� 于是

� ଷ与 相对误差不超过 ，而引起解的误差
超过

𝛿𝒙 ஶ

𝒙 ஶ
ൎ 51.2%

𝛿𝑯ଷ ஶ

𝑯ଷ ஶ
ൎ 0.18 ൈ 10ିଷ ൏ 0.02%, 

𝛿𝒃 ஶ

𝒃 ஶ
ൎ 0.182%,



判断矩阵是否病态

� 由上面讨论可知，要判别一个矩阵是否病态
，需要计算条件数 ିଵ ，

而计算 ିଵ 是比较困难的，那么在实际计

算中如何发现病态情况呢？

1. 如果在 的三角约化时（尤其是用主元素消去法
解方程组时）出现小主元，那么对大多数矩阵
来说， 是病态矩阵

� 例如用选主元的直接三角分解法解

1.00 0.500 0.333
0.500 0.333 0.250
0.333 0.250 0.200

𝑥ଵ ൅ 𝛿𝑥ଵ
𝑥ଶ ൅ 𝛿𝑥ଶ
𝑥ଷ ൅ 𝛿𝑥ଷ

ൌ
1.83
1.08

0.783
ሺ7.6.8ሻ



判断矩阵是否病态（续）

� 得到

2. 如果 的最大特征值和最小特征值之比（按绝对

值）是大的，则 是病态的，即
|ఒభ|
ఒ೙

是大的，其中

ଵ和 ௡为 的绝对值最大和绝对值最小的特征值

𝑰ଶଷሺ𝑯ଷ ൅ 𝛿𝑯ଷሻ= 
1

0.333 1
0.500 0.994 1

1 0.5000 0.3330
0.0835 0.0891

െ0.00507

⇒ 𝜆ଵ ൑ 𝑨 ,
1

𝜆௡
൑ 𝑨ିଵ ⇒ cond 𝑨 ൒

|𝜆ଵ|
𝜆௡

≫ 1

𝜆ଵ ൒ 𝜆ଶ ൒ ⋯ ൒ 𝜆௡ ൐ 0

定理7.16



判断矩阵是否病态（续）

3. 如果系数矩阵的行列式值相对来说很小，或系
数矩阵某些行近似线性相关，则 可能是病态的

4. 如果系数矩阵 元素间数量级相差很大，并且无
一定规则，则 可能是病态的

� 病态问题通常不能用选主元素的消去法来解
决



病态问题的求解

1. 一般采用高精度的算术运算（采用双倍字长
进行运算）

2. 预处理方法，即将求解 的问题转化为
求解一等价方程组

� 通过选择非奇异矩阵 与 ，使

� 一般选择 与 为对角阵或者三角阵

ቊ
 𝑷𝑨𝑸𝒚 ൌ 𝑷𝒃

𝒚 ൌ 𝑸ିଵ𝒙



病态问题的求解（续）

3. 当矩阵 的元素大小不均时，在 的行（或
列）中引进适当的比例因子（使矩阵 的所
有行或列按 范数大体上有相同的长度，
使 的系数均衡）

� 对 的条件数是有影响的

� 但这种方法不能保证 的条件数一定得到改善

� 例7.10 设
ସ
，方程组 为

ସ ଵ
ଶ

ସ
，计算 ஶ和解



例7.10（续）

� 由

可得

� 用列主元素消去法解 时（计算到三位数
字），得

于是得到很坏的结果： ଵ ଶ

𝑨 ൌ 1 10ସ

1 1

𝑨ିଵ ൌ
1

10ସ െ 1
െ1 10ସ

1 െ1

cond 𝑨 ஶ ൌ
1 ൅ 10ସ ଶ

10ସ െ 1
ൎ 10ସ

ሺ𝑨, 𝒃ሻ → 1 10ସ 10ସ

0 െ10ସ െ10ସ



例7.10（续）

� 在 的第一行引进比例因子，如用 ଵ ଵஸ௜ஸଶ ଵ௜
ସ除第一个方程式，得 ᇱ ᇱ，即

� 用列主元素消去法解 ᇱ ᇱ时，得

从而得到较好的结果： ଵ ଶ

10ିସ 1
1 1

𝑥ଵ
𝑥ଶ

ൌ 1
2 ሺ𝑨ᇱሻିଵൌ

1
1 െ 10ିସ

െ1 1
1 െ10ିସ

cond 𝑨ᇱ
ஶ ൌ

1
1 െ 10ିସ ൎ 1 大幅下降

ሺ𝑨′, 𝒃′ሻ → 1 1 2
10ିସ 1 1 → 1 1 2

0 1 1



事后误差估计

� 设 为方程组 的近似解，于是可计算
的剩余向量 ，当 很小时， 是

否为 一个较好的近似解呢？

� 定理7.21（事后误差估计） 设 为非奇异
阵， ， 是方程组的近似解，

，则
‖𝒙 െ 𝒙ഥ‖

‖𝒙‖
൑ condሺ𝑨ሻ

𝒓
𝒃



定理7.21（证明）

� 由

得

� 又有

得

� 因此

⇒ 𝒙 െ 𝒙ഥ ൑ 𝑨ିଵ 𝒓𝒙 െ 𝒙ഥ ൌ 𝑨ିଵ𝒓

𝑨 𝒙 െ 𝒙ഥ ൌ 𝒃 െ 𝑨𝒙ഥ ൌ 𝒓

𝒃 ൌ 𝑨𝒙 ൑ 𝑨  𝒙

𝟏
‖𝒙‖

൑
𝑨
𝒃

‖𝒙 െ 𝒙ഥ‖
‖𝒙‖

൑
𝑨 𝑨ିଵ 𝒓

𝒃
ൌ condሺ𝑨ሻ

𝒓
𝒃



舍入误差

� 在复杂的计算中，由浮点运算而引进的舍入
误差可能积累而影响答案，因此对任何算法
都需要进行舍入误差分析，看其是否过度影
响所得的结果

� 设 为选主元素Gauss消去法解 的计
算解， 为精确解

� 若要直接计算每一步舍入误差对解的影响来获
得界的估计 ，是非常困难的



舍入误差（续）

� Wilkinson等人提出了“向后误差分析方法
”，基本思想是把舍入误差对解的影响归为
原始数据变化对解的影响，即 是扰动方程
组 的精确解

� 具体定理可以查看教材

� 计算解 的相对误差限依赖于 ஶ，元
素的增长因子、方程组阶数、计算机字长等



总结

� Gauss消去法

� 消元过程、回代过程、能够成功的充分条件

� Gauss消去法的矩阵描述、矩阵的LU分解

� Gauss消去法的计算量

� Guass主元素消去法

� 完全主元素消去法、列主元素消去法

� 列主元素的三角分解定理

� Gauss-Jordan消去法、矩阵求逆



总结（续）

� Gauss消去法的变形

� 不选主元的三角分解法、选主元的三角分解法

� 平方根法、对称（正定）矩阵的三角分解

� 数值稳定性、避免开方的分解

� 追赶法、对角占优的矩阵三角分解、分解的性质

� 向量和矩阵的范数

� 数量积与Euclid范数、范数、连续性和等价性

� 矩阵范数、算子范数、特征值、谱半径

� 误差分析

� 病态方程组、误差分析、条件数、舍入误差


