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研究动机

� 前面几节讨论的是求解矩阵最大（小）特征
值及其对应特征向量的方法

� 若要求求出所有特征值及其特征向量，应该
用什么方法呢？

� 下面将讨论的以正交相似变换为基础的一类
方法即是解决这类问题的方法

� 首先，讨论对于一般实矩阵 ൈ利用正
交相似变换约化到什么程度的问题



正交相似变换

� 定理9.10设 ൈ，则存在一个正交阵
，使

其中对角块为一阶或二阶矩阵

� 每一个一阶对角块即为 的实特征值

� 每一个二阶对角块的两个特征值是 的一对共轭复
特征值

� 参考Golub和Loan的《Matrix Computations》
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上Hessenberg（海森堡）阵

� 定义9.2 一方阵 ，如果当 时有

 ，则称 为上Hessenberg阵，即

� 本节讨论如下两个问题

用正交相似变换约化一般实矩阵为上
Hessenberg阵
用正交相似变换约化对称阵为对称三对角阵

� 这样，就变成求转换后矩阵的特征值问题

ଵଵ ଵଶ ଵ

ଶଵ ଶଶ ଶ

,ିଵ 



初等反射阵

� 定义9.3设向量 满足 ଶ ，矩阵
称为初等反射阵，记作 ，即

其中， ଵ ଶ 


� 定理9.11初等反射阵 是对称阵 

、正交阵  和对合阵 ଶ

𝑯 𝒘 ൌ

1 െ 2𝑤ଵ
ଶ െ2𝑤ଵ𝑤ଶ ⋯ െ2𝑤ଵ𝑤

െ2𝑤ଶ𝑤ଵ 1 െ 2𝑤ଶ
ଶ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ െ2𝑤ିଵ𝑤
െ2𝑤𝑤ଵ ⋯ െ2𝑤𝑤ିଵ 1 െ 2𝑤

ଶ



初等反射阵（续）

� 只证 的正交性，其他显然

� 设向量 ，则显然
𝒖𝒖

∥𝒖∥మ
మ是一个

初等反射阵

𝑯𝑯 ൌ 𝑯ଶ ൌ 𝑰 െ 2𝒘𝒘 𝑰 െ 2𝒘𝒘

ൌ 𝑰 െ 4𝒘𝒘  4𝒘 𝒘𝒘 𝒘 ൌ 𝑰



Householder方法

� 初等反射阵在计算上的意义是它能用来约化
矩阵，例如设向量 ，可选择一初等反
射阵 使 ଵ，这种约化矩阵的方法称
为Householder方法

� 定理9.12设 为两个不相等的 维向量，

ଶ ଶ，则存在一个初等反射阵 ，
使

� 令
𝒙ି𝒚

𝒙ି𝒚 మ
，则得到一个初等反射阵



定理9.12的证明

� 易得

� 根据 ଶ ଶ，可得

� 所以

𝑯 ൌ 𝑰 െ 2𝒘𝒘 ൌ 𝑰 െ 2
𝒙 െ 𝒚

𝒙 െ 𝒚 ଶ
ଶ 𝒙 െ 𝒚

𝑯𝒙 ൌ 𝒙 െ 2
𝒙 െ 𝒚

𝒙 െ 𝒚 ଶ
ଶ 𝒙 െ 𝒚 𝒙

ൌ 𝒙 െ 2
𝒙 െ 𝒚 𝒙𝒙 െ 𝒚𝒙

𝒙 െ 𝒚 ଶ
ଶ

𝒙 െ 𝒚 ଶ
ଶ ൌ ሺ𝒙 െ 𝒚ሻሺ𝒙 െ 𝒚ሻ ൌ 2 𝒙𝒙 െ 𝒚𝒙

𝑯𝒙 ൌ 𝒙 െ 𝒙 െ 𝒚 ൌ 𝒚



定理9.12的应用

� 易知，
𝒙ି𝒚

𝒙ି𝒚 మ
మ是使 成立的唯一长

度等于 的向量（不计符号）

� 推论设向量  ， ଶ，
且 𝟏，则存在一个初等反射阵

使 𝟏 𝟏 ଶ
ଶ

� 应用定理9.12，令 𝟏，已知 ଶ
ଶ， 𝟏



ଶ
ଶ

ିଵ 



定理9.12的应用（续）

� 如何选择 ଶ ？

� 设 ଵ ଶ 
 ，则

� 因此

� 如果 和 ଵ异号，那么计算 ଵ 时有效数字
可能损失，取 和 ଵ有相同的符号，即取

𝒖 ൌ 𝒙  𝜎𝒆𝟏 ൌ 𝛼ଵ  𝜎, 𝛼ଶ, ⋯ , 𝛼


𝜌 ൌ
𝒖 ଶ

ଶ

2
ൌ

𝛼ଵ  𝜎 ଶ  𝛼ଶ
ଶ  ⋯  𝛼

ଶ

2

ൌ
𝛼ଵ

ଶ  𝛼ଶ
ଶ  ⋯  𝛼

ଶ  𝜎ଶ

2
 𝛼ଵ𝜎

ሺ𝜎 ൌ േ 𝒙 ଶሻൌ 𝜎ଶ  𝛼ଵ𝜎 ൌ 𝜎ሺ𝜎  𝑎ଵሻ

ଵ ଶ



用正交相似变换约化矩阵

� 设

� 步 ：不妨设 ଶଵ
ଵ

，否则这一步不需约化，

选择初等反射阵 ଵ使 ଵ ଶଵ
ଵ

ଵ ଵ，其中

𝑨 ൌ

𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ ⋯ 𝑎ଵ
𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ ⋯ 𝑎ଶ

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎ଵ 𝑎ଶ ⋯ 𝑎

≡
𝑎ଵଵ 𝑨ଵଶ

ଵ

𝒂ଶଵ
ଵ 𝑨ଶଶ

ଵ

𝜎ଵ ൌ sgn 𝑎ଶଵ  𝑎ଵ
ଶ



ୀଶ

ଵ/ଶ

𝒖ଵ ൌ 𝒂ଶଵ
ଵ  𝜎ଵ𝒆ଵ                       

𝜌ଵ ൌ
1
2

𝒖ଵ ଶ
ଶ ൌ 𝜎ଵሺ𝜎ଵ  𝑎ଶଵሻ

𝑹ଵ ൌ 𝑰 െ 𝜌ଵ
ିଵ𝒖ଵ𝒖ଵ

                



用正交相似变换约化矩阵（续）

� 令 ଵ
ଵ
，则

其中

𝑨ଶ ൌ 𝑼ଵ𝑨ଵ𝑼ଵ ൌ
𝑎ଵଵ 𝑨ଵଶ

ଵ 𝑹ଵ

𝑹ଵ𝒂ଶଵ
ଵ 𝑹ଵ𝑨ଶଶ

ଵ 𝑹ଵ

ൌ
𝑨ଵଵ

ଶ 𝒂ଶଵ
ଶ 𝑨ଵଷ

ଶ

𝑶 𝒂ଶଶ
ଶ 𝑨ଶଷ

ଶ

𝑨ଵଵ
ଶ ∈ 𝐑ଶൈଵ,      𝒂ଶଶ

ଶ ∈ 𝐑ିଶ,    𝑨ଶଷ
ଶ ∈ 𝐑ሺିଶሻൈሺିଶሻ



用正交相似变换约化矩阵（续）

� 步 ：设对𝑨已进行了第 步正交相似约化，
即 有形式

𝑨 ൌ 𝑼ିଵ𝑨ିଵ𝑼ିଵ ൌ

𝑎ଵଵ
ሺଵሻ 𝑎ଵଶ

ሺଶሻ ⋯ 𝑎ଵ
ሺሻ 𝑎ଵ,ାଵ

ሺሻ ⋯ 𝑎ଵ
ሺሻ

െ𝜎ଵ 𝑎ଶଶ
ሺଶሻ ⋯ 𝑎ଶ

ሺሻ 𝑎ଶ,ାଵ
ሺሻ ⋯ 𝑎ଶ

ሺሻ

⋱ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
െ𝜎ିଵ 𝑎

ሺሻ 𝑎,ାଵ
ሺሻ ⋯ 𝑎,

ሺሻ

𝑎ାଵ,
ሺሻ 𝑎ାଵ,ାଵ

ሺሻ ⋯ 𝑎ାଵ,
ሺሻ

⋮ ⋮ ⋮
𝑎

ሺሻ 𝑎,ାଵ
ሺሻ ⋯  𝑎

ሺሻ



用正交相似变换约化矩阵（续）

� 步 ：设对𝑨已进行了第 步正交相似约化，
即 有形式

其中

� 设 ଶଶ


，选择初等反射阵  ，使  ଶଶ


 ଵ，其中

𝑨 ൌ 𝑼ିଵ𝑨ିଵ𝑼ିଵ ൌ
𝑨ଵଵ

ሺሻ 𝒂ଵଶ
ሺሻ 𝑨ଵଷ

ሺሻ

𝑶 𝒂ଶଶ
ሺሻ 𝑨ଶଷ

ሺሻ

𝑨ଵଵ
 ∈ 𝐑ൈሺିଵሻ，𝒂ଶଶ

ଶ ∈ 𝐑ି，𝑨ଶଷ
 ∈ 𝐑ሺିሻൈሺିሻ



用正交相似变换约化矩阵（续）

� 设 

，则

𝜎 ൌ sgn 𝑎ାଵ,
  𝑎

ଶ


ୀାଵ

ଵ/ଶ

𝒖 ൌ 𝒂ଶଶ
  𝜎𝒆ଵ                             

𝜌 ൌ
1
2

𝒖 ଶ
ଶ ൌ 𝜎ሺ𝜎  𝑎ାଵ,

 ሻ

𝑹 ൌ 𝑰 െ 𝜌
ିଵ𝒖𝒖

                      

𝑨ାଵ ൌ 𝑼𝑨𝑼 ൌ
𝑨ଵଵ

 𝒂ଵଶ
 𝑨ଵଷ

 𝑹

𝑶 𝑹𝒂ଶଶ
 𝑹𝑨ଶଷ

 𝑹



用正交相似变换约化矩阵（续）

� 由上式知， ାଵ的左上角 阶子阵为上
Hessenberg阵，从而约化又进了一步

� 重复这过程，直到

𝑨ାଵ ൌ 𝑼𝑨𝑼 ൌ
𝑨ଵଵ

 𝒂ଵଶ
 𝑨ଵଷ

 𝑹

𝑶 െ𝜎𝒆ଵ 𝑹𝑨ଶଷ
 𝑹

𝑨ିଵ ൌ 𝑼ିଶ ⋯ 𝑼ଶ𝑼ଵ𝑨𝑼ଵ𝑼ଶ ⋯ 𝑼ିଶ

=

𝑎ଵଵ ൈ ൈ ⋯ ൈ
െ𝜎ଵ 𝑎ଶଶ

ଶ ൈ ⋯ ൈ
െ𝜎ଶ 𝑎ଷଷ

ଷ ⋱ ⋮
⋱ ⋱ ൈ

െ𝜎ିଵ 𝑎
ିଵ



用正交相似变换约化矩阵（续）

� 定理9.13设 ൈ，则存在初等反射阵

ଵ ଶ ିଶ使

在  ାଵ   的进一步约化中，

需要计算 和 ଵଷ


，  ଶଷ




� 用初等反射阵正交相似约化 为上

Hessenberg阵，大约需要
ହ
ଷ

ଷ次乘法运算

ିଶ ଶ ଵ ଵ ଶ ିଶ （上 阵）

𝑨ାଵ ൌ 𝑼𝑨𝑼 ൌ
𝑨ଵଵ

 𝒂ଵଶ
 𝑨ଵଷ

 𝑹

𝑶 െ𝜎𝒆ଵ 𝑹𝑨ଶଷ
 𝑹



特征值求解

� 由于 𝒌都是正交阵，所以 𝟏 𝟐
ିଵ，求 的特征值问题，就转化为求上

Hessenberg阵 的特征值问题

� 由定理9.13，记 ିଶ ଶ ଵ则

� 是 的对应特征值 的特征向量，则  为 的
对应特征值 的特征向量，且

𝑷𝑨𝑷 ൌ 𝑪

𝑷𝒚 ൌ 𝑼ଵ𝑼ଶ ⋯ 𝑼ିଶ𝒚

ൌ 𝑰 െ 𝜆ଵ
ିଵ𝒖ଵ𝒖ଵ

 ⋯ 𝑰 െ 𝜆ିଶ
ିଵ 𝒖ିଶ𝒖ିଶ

 𝒚



约化对称矩阵

� 定理9.14设 ൈ为对称阵，则存在初
等反射阵 ଵ ଶ ିଶ使

� 由定理9.13，存在初等反射阵 ଵ ଶ ିଶ
，使 ିଵ为上Hessenberg阵，但 ିଵ又为对
称阵，因此 ିଵ为对称三对角阵

     ൌ

𝑐ଵ 𝑏ଵ
𝑏ଵ 𝑐ଶ 𝑏ଶ

⋱ ⋱ ⋱
𝑏ିଶ 𝑐ିଵ 𝑏ିଵ

𝑏ିଵ 𝑐

≡ 𝑪

𝑨ିଵ ൌ 𝑼ିଶ ⋯ 𝑼ଵ𝑨𝑼ଵ ⋯ 𝑼ିଶ



约化对称矩阵（续）

� 由于对称性，在由  ାଵ   的计

算过程中，只需计算 和  ଶଷ




� 更进一步，只计算  ଶଷ


对角线下面的元素

� 将对称阵 用初等反射阵正交相似约化为对称

三对角阵约需做
ଶ
ଷ

ଷ次乘法运算

𝑨ାଵ ൌ 𝑼𝑨𝑼 ൌ
𝑨ଵଵ

 𝒂ଵଶ
 𝑨ଵଷ

 𝑹

𝑶 െ𝜎𝒆ଵ 𝑹𝑨ଶଷ
 𝑹



例9.5

� 用Householder方法将下述矩阵化为
Hessenberg阵

1. 对于 ，确定变换

其中 ଵ为初等反射阵且使

ଵ

𝑼ଵ ൌ
1 0 0
0
0 𝑹ଵ

, 𝒂ଶଵ
ሺଵሻ ൌ 2

4

𝑹ଵ𝒂ଶଵ
ଵ ൌ െ𝜎ଵ

1
0 , 𝜎ଵ ൌ 𝒂ଶଵ

ଵ
ଶ

ൌ 20 ൎ 4.472136

𝑨ଶ ൌ 𝑼ଵ𝑨ଵ𝑼ଵ ൌ
𝑎ଵଵ 𝑨ଵଶ

ଵ 𝑹ଵ

𝑹ଵ𝒂ଶଵ
ଵ 𝑹ଵ𝑨ଶଶ

ଵ 𝑹ଵ



例9.5（续）

2. 计算 ଵ ଶଶ
ଵ
，记

𝒖ଵ ൌ 𝒂ଶଵ
ሺଵሻ  𝜎ଵ𝜌ଵ ൌ 2  20

4
ൎ 6.472136

4

𝜌ଵ ൌ 𝜎ଵ 𝜎ଵ  𝑎ଶଵ ൌ 20 20  2 ൎ 28.94427

𝑹ଵ ൌ 𝑰 െ 𝜌ଵ
ିଵ𝒖ଵ𝒖ଵ



𝑨ଶଶ
ଵ ൌ 3 2

2 7 ≡ 𝒂ଵ, 𝒂ଶ

𝑹ଵ𝑨ଶଶ
ሺଵሻ ൌ 𝑹ଵ𝒂ଵ, 𝑹ଵ𝒂ଶ ൌ െ3.130496 െ7.155419

െ1.788855 1.341640

𝑹ଵ𝒂 ൌ 𝑰 െ 𝜌ଵ
ିଵ𝒖ଵ𝒖ଵ

 𝒂 ൌ 𝒂 െ 𝜌ଵ
ିଵ𝒖ଵ

𝒂 𝒖ଵ ሺ𝑖 ൌ 1,2ሻ

𝑨ଶ ൌ 𝑼ଵ𝑨ଵ𝑼ଵ ൌ
𝑎ଵଵ 𝑨ଵଶ

ଵ 𝑹ଵ

𝑹ଵ𝒂ଶଵ
ଵ 𝑹ଵ𝑨ଶଶ

ଵ 𝑹ଵ



例9.5（续）

3. 计算 ଵଶ
ଵ

ଵ及 ଵ ଶଶ
ଵ

ଵ，即计算

其中

𝑨ଵଶ
ଵ

𝑹ଵ𝑨ଶଶ
ଵ 𝑹ଵ ≡

𝒃ଵ


𝒃ଶ


𝒃ଷ


𝑹ଵ ൌ
𝒃ଵ

𝑹ଵ
𝒃ଶ

𝑹ଵ
𝒃ଷ

𝑹ଵ

ൌ
7.602634 െ0.447212
7.800003 െ0.399999

െ0.399999 2.200000

𝒃
𝑹ଵ ൌ 𝒃

 െ 𝜌ଵ
ିଵ𝒃

𝒖ଵ 𝒖ଵ
 𝑖 ൌ 1,2,3

𝑨ଶ ൌ 𝑼ଵ𝑨ଵ𝑼ଵ ൌ
𝑎ଵଵ 𝑨ଵଶ

ଵ 𝑹ଵ

𝑹ଵ𝒂ଶଵ
ଵ 𝑹ଵ𝑨ଶଶ

ଵ 𝑹ଵ



例9.5（续）

4. 得到 ଶ ଵ ଵ ଵ

为上Hessenberg阵

𝑨ଶ ൌ
െ4 𝑨ଵଶ

ଵ 𝑹ଵ
െ𝜎ଵ

0 𝑹ଵ𝑨ଶଶ
ଵ 𝑹ଵ

ൌ
െ4 7.602634 െ0.447212

െ4.472136 7.800003 െ0.399999
0 െ0.399999 2.200000

𝑨ଶ ൌ 𝑼ଵ𝑨ଵ𝑼ଵ ൌ
𝑎ଵଵ 𝑨ଵଶ

ଵ 𝑹ଵ

𝑹ଵ𝒂ଶଵ
ଵ 𝑹ଵ𝑨ଶଶ

ଵ 𝑹ଵ
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QR算法

� Francis（在1961年、1962年）利用矩阵
的QR分解建立了计算矩阵特征值的QR方法

� QR方法是一种变换方法，是计算一般矩阵
（中小型矩阵）全部特征值问题的最有效的
方法之一

� 目前，QR方法主要用来计算

1. 上Hessenberg阵的全部特征值问题，

2. 对称三对角阵的全部特征值问题

� QR方法具有收敛快、算法稳定等特点



QR算法（续）

� 对于一般矩阵 ൈ(或对称阵）

� 首先用Householder方法将 化为上Hes-
senberg阵 (或对称三对角阵）

� 然后再用QR方法计算 的全部特征值问题

� 注意： QR方法可以直接处理任意矩阵

� 平面旋转矩阵来约化矩阵

� 同样是一种用正交相似变换约化矩阵的方法

� 是QR方法的基础



平面旋转矩阵

� 其中

𝑷, ൌ

1
⋱

1
𝑐 𝑠

1
⋱

1
െ𝑠 𝑐

1
⋱

1



平面旋转矩阵（续）

� 引理 设 ଵ ଶ   

，其

中  不全为零，则可选一平面旋转矩阵 

使  ଵ ଶ 
ሺଵሻ


ሺଵሻ




，其中
𝛼

ଵ ൌ 𝛼
ଶ  𝛼

ଶ ሺ9.4.2ሻ

𝛼
ଵ ൌ 0 ሺ9.4.3ሻ

𝑐 ൌ 𝛼 𝛼
ଶ  𝛼

ଶൗ

𝑠 ൌ 𝛼 𝛼
ଶ  𝛼

ଶൗ
 ሺ9.4.4ሻ



平面旋转算法

� 注意到，  只改变 的第 个及第 个元素

� 用平面旋转阵进行左变换可产生一算法，设

给定 ，计算 ,

ଶ ଶ，使 

� 为了防止溢出，将 规范化，有

� 于是

𝜂 ≡ 𝒙 ஶ ൌ maxሼ |𝛼|, |𝛽|ሽ ് 0, 𝒙ᇱ ൌ 𝒙/𝜂 ൌ 𝛼/𝜂
𝛽/𝜂

൝𝑐ᇱ ൌ 𝑐, 𝑠ᇱ ൌ 𝑠
𝑣ᇱ ൌ 𝑣 𝜂⁄             



用平面旋转矩阵约化矩阵

� 定理9.15如果 为非奇异矩阵，则存在正
交矩阵 ଵ ଶ ିଵ （即一系列平面旋转
矩阵）使

且 
� 由于 的第 列一定存在 ଵ ，于是，如果

ଵ ，应用算法 ，即存在平

面旋转矩阵 ଵଶ ଵଷ ଵ，使

ିଵ ଶ ଵ

ଵଵ ଵଶ ଵ
ଶଶ ଶ


(9.4.5)



定理9.15的证明

� 记 ଵ ଵଶ ଵ，则

� 同理如果 ଶ
ଶ

，应用算法 ，存

在平面旋转矩阵 ଶଷ ଶ 记 ଶ ଶ ଶଷ
，使

𝑷ଵ ⋯ 𝑷ଵଷ𝑷ଵଶ𝑨 ൌ

𝑟ଵଵ 𝑎ଵଶ
ଶ ⋯ 𝑎ଵ

ଶ

0 𝑎ଶଶ
ଶ ⋯ 𝑎ଶ

ଶ

⋮ ⋮  ⋮
0 𝑎ଶ

ଶ ⋯ 𝑎
ଶ

≡ 𝑨ሺଶሻ

𝑷ଵ𝑨 ൌ 𝑨ሺଶሻ



定理9.15的证明（续）

� 注意到，构造 ଶ的矩阵数量减少了 个

� 重复上述过程，最后得到：存在正交阵

ଵ ଶ ିଵ，使式 成立

𝑷ଶ𝑷ଵ𝑨 ൌ

𝑟ଵଵ 𝑎ଵଶ
ଶ 𝑎ଵଷ

ଶ ⋯ 𝑎ଵ
ଶ

 𝑟ଶଶ 𝑎ଶଷ
ଷ ⋯ 𝑎ଶ

ଷ

  𝑎ଷଷ
ଷ ⋯ 𝑎ଷ

ଷ

  ⋮  ⋮
  𝑎ଷ

ଷ ⋯ 𝑎
ଷ



基本QR方法

� 定理9.16如果 ൈ为非奇异矩阵，则
可分解为一正交阵 与上三角阵 的乘积，即

，且当 对角元素都为正数时分解唯一

� 设 
ൈ且对 进行QR分解，即

，于是可得到一新矩阵

� 显然， 是由 经过正交相似变换得到，因此 与
特征值相同

� 再对 进行QR分解，又可得一新的矩阵，重复这
过程可得到矩阵序列

 



基本QR方法（续）

� 按上述递推法则构造矩阵序列 𝒌 的过程

� 定理9.17（基本QR方法）设 ଵ
ൈ ，QR算法为

记  ଵ ଶ    ଶ ଵ则有

ାଵ相似于 ，即 ାଵ 


 

ାଵ ଵ ଶ 


ଵ ଵ ଶ 




ଵ 
 的QR分解式为 

 

   


 为上三角阵

ାଵ  



QR方法的收敛性

� 定理9.18 设 
ൈ

如果 的特征值满足：

有标准形 ିଵ，其中

ଵ 

则由QR算法产生的  本质上收敛于上三
角阵，即

ଵ ଶ 


本质上

ଵ

ଶ





QR方法的收敛性（续）

换言之

� 定理9.19如果对称阵 满足定理9.18条件
，则由QR算法产生的  收敛于对角阵


ሺሻ



当 时， 
ሺሻ

当 时， 
ሺሻ

极限不一定存在



总结

� 引言

� 特征多项式、特征值、特征向量

� 特征值的性质

� 幂法

� 幂法的流程、幂法的收敛性

� 规范化幂法

� 原点平移法、Rayleigh商加速法

� 反幂法

� 反法的流程、反幂法的收敛性

� 反幂法的加速



总结

� Householder方法

� 正交相似变换、上Hessenberg阵
� 初等反射阵、Householder方法

� 用正交相似变换约化矩阵、约化对称矩阵

� QR算法

� 平面旋转矩阵、用平面旋转矩阵约化矩阵

� 矩阵的QR分解

� 基本QR方法、QR方法的收敛性


