
04 信号的傅里叶级数
如何从频率角度重构周期信号



如何探究一个系统

某个系统𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑦𝑦 𝑡𝑡

𝑥𝑥 𝑡𝑡 非常复杂，对于每个𝑥𝑥 𝑡𝑡 都有不同的𝑦𝑦 𝑡𝑡 求解微分、差分方程

某个系统𝑥𝑥′ 𝑡𝑡 𝑦𝑦′ 𝑡𝑡

关联特殊信号对系统的响应

探究𝑥𝑥 𝑡𝑡 和𝑥𝑥′ 𝑡𝑡 的关系 𝑦𝑦 𝑡𝑡 和𝑦𝑦′ 𝑡𝑡 可能有类似的关系

冲激信号 → 卷积

指数信号 → ?



指数信号的特殊性

▪ 是线性时不变系统的特征信号

𝑦𝑦 𝑡𝑡 = 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 ∗ ℎ 𝑡𝑡

= �
∞

∞
𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑡𝑡−𝜏𝜏 ℎ 𝜏𝜏 d𝜏𝜏

= 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 �
∞

∞
𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗ℎ 𝜏𝜏 d𝜏𝜏 ∝ 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

某个LTI系统𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 𝜆𝜆𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑅𝑅𝑅𝑅0 𝒙𝒙

𝒚𝒚

𝑟𝑟

𝜔𝜔

▪ 欧拉（Euler）公式

▪ 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 = cos𝜔𝜔𝜔𝜔 + 𝑗𝑗 sin𝜔𝜔𝜔𝜔

▪ cos𝜔𝜔𝜔𝜔 = 1
2
𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

▪ sin𝜔𝜔𝜔𝜔 = 1
2𝑗𝑗

𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

指数信号，正弦（余弦）信号可能可以作为基信号



指数信号、正弦信号的表示能力

▪ 三角级数构成完备正交函数集

▪ 在区间 𝑡𝑡0, 𝑡𝑡0 + 𝑇𝑇 上的完备正交集，令𝜔𝜔 = 2𝜋𝜋
𝑇𝑇

▪ 三角函数
cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 , sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 ,𝑛𝑛 = 0, 1,2, … ,∞

▪ 复指数函数
𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛 = 0, ±1, ±2, … , ±∞
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𝑥𝑥 𝑛𝑛

𝑛𝑛

▪ 使用单位脉冲表示任意离散时间信号

𝑥𝑥 𝑛𝑛 = 3𝛿𝛿 𝑛𝑛 + 1 + 𝛿𝛿 𝑛𝑛 + 2𝛿𝛿 𝑛𝑛 − 1 + 2𝛿𝛿 𝑛𝑛 − 2

𝒃𝒃

0 𝒆𝒆𝟏𝟏

𝒆𝒆𝟐𝟐

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = �
−∞

∞
sin 𝑡𝑡 cos 𝑡𝑡 d𝑡𝑡 = 0



三角函数族的正交性

▪ 三角函数在区间 𝑡𝑡0, 𝑡𝑡0 + 𝑇𝑇 上的完备正交集，令𝜔𝜔 = 2𝜋𝜋
𝑇𝑇

cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 , sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 ,𝑛𝑛 = 0,1,2, … ,∞

▪ 计算任意两个不同函数之间的内积：

�
𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ cos𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 d𝑡𝑡 = 0 ,𝑛𝑛 ≠ 𝑚𝑚

�
𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ sin𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 d𝑡𝑡 = 0 ,𝑛𝑛 ≠ 𝑚𝑚

�
𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋅ cos𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 d𝑡𝑡 = 0

▪ 函数的模为 sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 2
2 = cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 2

2 = 𝑇𝑇
2

, 1,1 = 𝑇𝑇

1
2 cos 𝑛𝑛 + 𝑚𝑚 𝜔𝜔𝜔𝜔 + cos 𝑛𝑛 − 𝑚𝑚 𝜔𝜔𝜔𝜔

1
2 cos 𝑛𝑛 − 𝑚𝑚 𝜔𝜔𝜔𝜔 − cos 𝑛𝑛 + 𝑚𝑚 𝜔𝜔𝜔𝜔

1
2 sin 𝑛𝑛 + 𝑚𝑚 𝜔𝜔𝜔𝜔 + sin 𝑛𝑛 −𝑚𝑚 𝜔𝜔𝜔𝜔



指数函数族的正交性

▪ 复指数函数在区间 𝑡𝑡0, 𝑡𝑡0 + 𝑇𝑇 上的完备正交集，令𝜔𝜔 = 2𝜋𝜋
𝑇𝑇

𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛 = 0, ±1, ±2, … , ±∞

▪ 计算任意两个不同函数之间的内积：

𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑚𝑚𝜔𝜔𝜔𝜔 = �
𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗d𝑡𝑡

= �
𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑒𝑒𝑗𝑗(𝑛𝑛−𝑚𝑚)𝜔𝜔𝜔𝜔d𝑡𝑡 = �𝑇𝑇,𝑛𝑛 = 𝑚𝑚

0,𝑛𝑛 ≠ 𝑚𝑚

▪ 函数的模为 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 2
2 = 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑛𝑛𝜔𝜔𝜔𝜔 = 𝑇𝑇

通过指数信号、正弦（余弦）信号构造正交基信号，用来表示周期信号



概要

3. 傅里叶级数的计算：

傅里叶级数的计算方法和性质

4. 系统函数：

傅里叶级数和系统的关系

1. 傅里叶级数的定义：

指数、正弦正交基

表示一般信号

2. 傅里叶级数和频域：

傅里叶级数怎么理解



概要

1. 傅里叶级数的定义：

指数、正弦正交基

表示一般信号

4. 系统函数：

傅里叶级数和系统的关系

2. 傅里叶级数和频域：

傅里叶级数怎么理解

3. 傅里叶级数的计算：

傅里叶级数的计算方法和性质



基于三角函数族、指数函数族的分解

▪ 三角函数族的分解

▪ 基函数集： cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 , sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 ,𝑛𝑛 = 0,1,2, … ,∞

▪ 分解系数：

𝑎𝑎0 =
𝑥𝑥, 1
⟨1, 1⟩ =

1
𝑇𝑇�𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑥𝑥 𝑡𝑡 d𝑡𝑡

𝑎𝑎𝑛𝑛 =
𝑥𝑥, cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

⟨cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 , cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛⟩ =
2
𝑇𝑇�𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑥𝑥 𝑡𝑡 cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡

𝑏𝑏𝑛𝑛 =
𝑥𝑥, sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

⟨sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 , sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛⟩ =
2
𝑇𝑇�𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑥𝑥 𝑡𝑡 sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡

▪ 函数表示

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 𝑎𝑎0 + �
𝑛𝑛=1

∞

𝑎𝑎𝑛𝑛 cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 + �
𝑛𝑛=1

∞

𝑏𝑏𝑛𝑛 sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

▪ 指数函数族的分解

▪ 基函数集： 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝑛𝑛 = 0, ±1, ±2, … , ±∞

▪ 分解系数：

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
𝑥𝑥, 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

⟨𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗⟩
=

1
𝑇𝑇�𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡

▪ 函数表示

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = �
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑋𝑋𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

= �
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑋𝑋𝑛𝑛 cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑗𝑗 sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛



基于三角函数族、指数函数族的分解

▪ 指数函数族分解

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
𝑥𝑥, 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

⟨𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗⟩
=

1
𝑇𝑇
�
𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡 =

1
𝑇𝑇
�
𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑗𝑗 sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡 =

1
2
𝑎𝑎𝑛𝑛 −

𝑗𝑗
2
𝑏𝑏𝑛𝑛

𝑋𝑋𝑛𝑛∗ =
1
2𝑎𝑎𝑛𝑛 +

𝑗𝑗
2 𝑏𝑏𝑛𝑛

𝑎𝑎𝑛𝑛 =
𝑥𝑥, cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

⟨cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 , cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛⟩ =
2
𝑇𝑇�𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑥𝑥 𝑡𝑡 cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡

𝑏𝑏𝑛𝑛 =
𝑥𝑥, sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

⟨sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 , sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛⟩ =
2
𝑇𝑇�𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑥𝑥 𝑡𝑡 sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡



傅里叶变换的发展历程

Leonhard Paul Euler

Euler在研究声波传播时发

现可以将传播函数分解为

多个正弦信号之和

Joseph-Louis 
Lagrange

Lagrange发展了Euler思想，

将这一分解用于天体轨道

的观察和预测中

𝑓𝑓 𝑥𝑥 = �
𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘 cos 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

Lagrange使用轨道位置拟合 𝑎𝑎𝑘𝑘 ，从而预测运行轨道。

对于不连续的“信号”还能否用三角函数进行分解？



傅里叶变换的发展历程

Joseph Fourier

法国数学家、物理学家

Sylvestre François 
Lacroix

Gaspard Monge Joseph-Louis 
Lagrange

Pierre-Simon
Laplace

Peter Gustav 
Lejeune Dirichlet

A short biography of Joseph Fourier and historical development of Fourier series and Fourier transforms. International Journal of Mathematical Education in Science and Technology. 2012 43(5). pp 589-612.

Fourier于1807年向巴黎科学院呈交《热的传播》论

文，推导出著名的热传导方程，并在求解该方程时

发现解函数可以由三角函数构成的级数形式表示，

从而提出任一函数都可以展成三角函数的无穷级数。

1822 年在代表作《热的分析理论》中解决了

热在非均匀加热的固体中分布传播问题，成为

分析学在物理中应用的最早例证之一，对19世
纪数学和理论物理学的发展产生深远影响 。

1829年Dirichlet
给出傅里叶级数

收敛的精确条件

（针对信号不连

续情况）

Joseph Willard 
Gibbs

1899 Gibbs给
出针对跳变信号

处9%震荡的

“吉布斯现象”



正弦函数的研究

https://bl.ocks.org/jinroh/7524988



傅里叶变换部分的思路

傅里叶级数（变换）
的发展

周期连续信号的
傅里叶级数

非周期连续信号的
傅里叶变换

周期连续信号的
傅里叶变换

离散信号的
傅里叶级数/变换

离散傅里叶变换

拉普拉斯变换
/Z变换



概要

2. 傅里叶级数和频域：

傅里叶级数怎么理解

3. 傅里叶级数的计算：

傅里叶级数的计算方法和性质

1. 傅里叶级数的定义：

指数、正弦正交基

表示一般信号

4. 系统函数：

傅里叶级数和系统的关系



时域 vs. 频域

▪ 频域将信号表示为不同频率正弦分量的线性组合

▪ 从信号分析的角度，将信号表示为不同频率正弦分量的线性组合，为不同信号之间进行比较提供了途径。

▪ 从系统分析角度，已知单频正弦信号激励下的响应，利用迭加特性可求得多个不同频率正弦信号同时激励
下的总响应,及每个正弦分量通过系统后的变化。



时域 vs. 频域

▪ 时域：时间 – 幅度

▪ 频域：频率 – 幅度



周期信号的傅里叶级数（三角形式）

▪ 信号（函数）的傅里叶级数表示

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 𝑎𝑎0 + �
𝑛𝑛=1

∞

𝑎𝑎𝑛𝑛 cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 + �
𝑛𝑛=1

∞

𝑏𝑏𝑛𝑛 sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

▪ 直流分量：

𝑎𝑎0 = 𝑥𝑥,1
⟨1,1⟩

= 1
𝑇𝑇 ∫𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇 𝑥𝑥 𝑡𝑡 d𝑡𝑡

▪ 余弦分量：

𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑥𝑥,cos 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
⟨cos 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛,cos 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛⟩

= 2
𝑇𝑇 ∫𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇 𝑥𝑥 𝑡𝑡 cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡 = 𝑎𝑎−𝑛𝑛

▪ 正弦分量：

𝑏𝑏𝑛𝑛 = 𝑥𝑥,sin 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
⟨sin 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛,sin 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛⟩

= 2
𝑇𝑇 ∫𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇 𝑥𝑥 𝑡𝑡 sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡 = −𝑏𝑏−𝑛𝑛



周期信号的傅里叶级数（三角形式）

▪ 信号（函数）的傅里叶级数表示

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 𝑎𝑎0 + �
𝑛𝑛=1

∞

𝑎𝑎𝑛𝑛 cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 + �
𝑛𝑛=1

∞

𝑏𝑏𝑛𝑛 sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑐𝑐0 + �
𝑛𝑛=1

∞

𝑐𝑐𝑛𝑛 cos 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜑𝜑𝑛𝑛

▪ 𝑐𝑐0为信号的直流分量

▪ 𝑐𝑐𝑛𝑛 cos 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝜑𝜑𝑛𝑛 为𝑛𝑛次谐波分量

▪ 正弦、余弦分量的频率为基频𝑓𝑓 = 1/𝑇𝑇的整数倍

𝑎𝑎0 =
1
𝑇𝑇
�
𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑥𝑥 𝑡𝑡 d𝑡𝑡

𝑎𝑎𝑛𝑛 =
2
𝑇𝑇
�
𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑥𝑥 𝑡𝑡 cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡

𝑏𝑏𝑛𝑛 =
2
𝑇𝑇
�
𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑥𝑥 𝑡𝑡 sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡

𝑐𝑐0 = 𝑎𝑎0

𝑐𝑐𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛2 + 𝑏𝑏𝑛𝑛2

𝑏𝑏𝑛𝑛 = −𝑐𝑐𝑛𝑛 sin𝜑𝜑𝑛𝑛 ,𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑐𝑐𝑛𝑛 cos𝜑𝜑𝑛𝑛

tan𝜑𝜑𝑛𝑛 = −
𝑏𝑏𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑛𝑛



周期信号的傅里叶级数（三角形式）

▪ 信号（函数）的傅里叶级数表示

▪ 离散

▪ 谐波

▪ 衰减
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周期信号的傅里叶级数（指数形式）

▪ 周期信号𝑥𝑥 𝑡𝑡 可以分解为不同频率虚指数信号之和

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = �
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑋𝑋𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

▪ 分量

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
𝑥𝑥, 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

⟨𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗⟩
=

1
𝑇𝑇�𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡

▪ 𝑛𝑛 = ±1，两项的基波频率为𝜔𝜔，两项合起来称为信号的基波分量

▪ 𝑛𝑛 = ±2，两项的基波频率为2𝜔𝜔，两项合起来称为信号的2次谐波分量

▪ 𝑛𝑛 = ±𝑁𝑁，两项的基波频率为𝑁𝑁𝜔𝜔，两项合起来称为信号的𝑁𝑁次谐波分量

合成（synthesis）公式

分析（analysis）公式



周期信号的傅里叶级数（指数形式）

▪ 周期信号𝑥𝑥 𝑡𝑡 可以分解为不同频率虚指数信号之和

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = �
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑋𝑋𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

▪ 分量

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
𝑥𝑥, 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

⟨𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗⟩
=

1
𝑇𝑇�𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡

=
1
𝑇𝑇�𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑗𝑗 sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡 =

1
2𝑎𝑎𝑛𝑛 −

𝑗𝑗
2 𝑏𝑏𝑛𝑛

𝑋𝑋0 = 𝑐𝑐0 = 𝑎𝑎0, 𝑋𝑋−𝑛𝑛 =
1
2 𝑎𝑎𝑛𝑛 +

𝑗𝑗
2 𝑏𝑏𝑛𝑛, 𝑋𝑋𝑛𝑛 =

1
2 𝑎𝑎𝑛𝑛2 + 𝑏𝑏𝑛𝑛2

𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑋𝑋𝑛𝑛 + 𝑋𝑋−𝑛𝑛, 𝑏𝑏𝑛𝑛 = 𝑗𝑗 𝑋𝑋𝑛𝑛 − 𝑋𝑋−𝑛𝑛 , 𝑐𝑐𝑛𝑛 = 𝑋𝑋𝑛𝑛 + 𝑋𝑋−𝑛𝑛



周期信号的傅里叶级数（指数形式）

▪ 周期信号𝑥𝑥 𝑡𝑡 可以分解为不同频率虚指数信号之和

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = �
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑋𝑋𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

▪ 分量

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
𝑥𝑥, 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

⟨𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗⟩
=

1
𝑇𝑇�𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡

▪ 不同的时域信号，只是傅里叶级数的系数𝑋𝑋𝑛𝑛不同，因此通过研究傅里叶级数的系数来研究信号的特性。

▪ 𝑋𝑋𝑛𝑛是频率的函数，它反映了组成信号各次谐波的幅度和相位随频率变化的规律，称频谱函数。



周期信号的傅里叶级数（指数形式）

▪ 周期信号𝑥𝑥 𝑡𝑡 可以分解为不同频率虚指数信号之和

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = �
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑋𝑋𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

▪ 分量

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
𝑥𝑥, 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

⟨𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗⟩
=

1
𝑇𝑇�𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡 = 𝑋𝑋𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑗𝑗𝜑𝜑𝑛𝑛

• 双边频谱（包络线是三角频谱高度的一半）

• 负频率是计算的结果，没有实际物理意义

• 当相位仅为 0, ±𝜋𝜋 时，幅度和相位可以合成为一张频谱
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周期信号的傅里叶级数收敛条件

▪ 收敛

▪分析公式中的积分不收敛（系数无穷大）

▪代入系数后，无法收敛于（重构）原始信号

▪ 所有连续信号都有傅里叶级数表示

▪ 大多数不连续信号也有类似性质

▪ 能量条件

▪周期信号𝑥𝑥 𝑡𝑡 在一个周期内的能量

�
−𝑇𝑇/2

𝑇𝑇/2
𝑥𝑥 𝑡𝑡 2 d𝑡𝑡 < ∞

有限

▪能量有限不代表重构的信号和 𝑥𝑥 𝑡𝑡 在每一个 𝑡𝑡值上都相等，

只说明二者在能量上没有差异

▪ 波形条件

▪（1）在一个周期内绝对可积，即满足∫−𝑇𝑇/2
𝑇𝑇/2 𝑥𝑥 𝑡𝑡 d𝑡𝑡 < ∞

▪（2）在一个周期内只有有限个有限的不连续点；

▪（3）在一个周期内只有有限个极大值和极小值。



周期信号的傅里叶级数收敛条件

▪ Dirichlet条件（波形条件）

▪（1）【充分非必要条件】在一个周期内绝对可积，即满足∫−𝑇𝑇/2
𝑇𝑇/2 𝑥𝑥 𝑡𝑡 d𝑡𝑡 < ∞

▪（2） 【必要非充分条件】在一个周期内只有有限个有限的不连续点；

▪（3） 【必要非充分条件】在一个周期内只有有限个极大值和极小值。

▪在𝑥𝑥 𝑡𝑡 不连续点处，傅里叶级数重构信号收敛于不连续点两边的平均值

𝑥𝑥 𝑡𝑡 =
1
𝑡𝑡 , 0 < 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇
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帕塞瓦尔定理

▪ 时域和频域能量/功率守恒定理

𝑃𝑃 =
1
𝑇𝑇
�
−𝑇𝑇/2

𝑇𝑇/2
𝑥𝑥2 𝑡𝑡 d𝑡𝑡

= 𝑎𝑎02 +
1
2
�
𝑛𝑛=1

∞

𝑎𝑎𝑛𝑛2 + 𝑏𝑏𝑛𝑛2 = 𝑐𝑐02 +
1
2
�
𝑛𝑛=1

∞

𝑐𝑐𝑛𝑛2 = �
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑋𝑋𝑛𝑛 2

▪ 物理意义：任意周期信号的平均功率等于信号所包含的直流、基波以及各次谐波的平均功率之和。

▪ 周期信号的功率频谱： 𝑋𝑋𝑛𝑛 2 随𝑛𝑛𝑛𝑛分布情况称为周期信号的功率频谱，简称功率谱。



概要

3. 傅里叶级数的计算：

傅里叶级数的计算方法和性质

4. 系统函数：

傅里叶级数和系统的关系

1. 傅里叶级数的定义：

指数、正弦正交基

表示一般信号

2. 傅里叶级数和频域：

傅里叶级数怎么理解



傅里叶级数的对称特性

▪ 偶信号：𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 −𝑡𝑡

▪ 傅里叶级数展开式中只含有直流项与余弦项

▪ 𝑎𝑎0 = 𝑋𝑋0 = 2
𝑇𝑇 ∫0

𝑇𝑇/2 𝑥𝑥 𝑡𝑡 d𝑡𝑡

▪ 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 2
𝑇𝑇 ∫−𝑇𝑇/2

𝑇𝑇/2 𝑥𝑥 𝑡𝑡 cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡 =
4
𝑇𝑇 ∫0

𝑇𝑇/2 𝑥𝑥 𝑡𝑡 cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡 𝑛𝑛 ≠ 0

▪ 𝑏𝑏𝑛𝑛 = 2
𝑇𝑇 ∫−𝑇𝑇/2

𝑇𝑇/2 𝑥𝑥 𝑡𝑡 sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡 = 0

▪ 𝑋𝑋𝑛𝑛 = 𝑋𝑋−𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛
2

𝑛𝑛 ≥ 1
𝑥𝑥 𝑡𝑡

𝑇𝑇/2−𝑇𝑇/2 𝑡𝑡

▪ 奇信号：−𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 −𝑡𝑡

▪ 傅里叶级数展开式中只含有正弦项。

▪ 𝑎𝑎0 = 𝑋𝑋0 = 0

▪ 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 2
𝑇𝑇 ∫−𝑇𝑇/2

𝑇𝑇/2 𝑥𝑥 𝑡𝑡 cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡 = 0

▪ 𝑏𝑏𝑛𝑛 = 2
𝑇𝑇 ∫−𝑇𝑇/2

𝑇𝑇/2 𝑥𝑥 𝑡𝑡 sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡

= 4
𝑇𝑇 ∫0

𝑇𝑇/2 𝑥𝑥 𝑡𝑡 sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡 𝑛𝑛 ≥ 1

▪ 𝑋𝑋𝑛𝑛 = 𝑋𝑋−𝑛𝑛 = −𝑗𝑗 𝑏𝑏𝑛𝑛
2

𝑛𝑛 ≥ 1

𝑥𝑥 𝑡𝑡

𝑇𝑇/2−𝑇𝑇/2
𝑡𝑡



傅里叶级数的对称特性

▪ 奇谐（半波镜像）信号：𝑥𝑥 𝑡𝑡 = −𝑥𝑥 𝑡𝑡 ± 𝑇𝑇
2

▪ 只含有正弦与余弦的奇次谐波分量，而无直流分量与偶
次谐波分量。

▪ 𝑎𝑎0 = 𝑋𝑋0 = 0；𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑏𝑏𝑛𝑛 = 0， 𝑛𝑛为偶数

▪ 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 4
𝑇𝑇 ∫0

𝑇𝑇/2 𝑥𝑥 𝑡𝑡 cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡 , 𝑛𝑛为奇数

▪ 𝑏𝑏𝑛𝑛 = 4
𝑇𝑇 ∫0

𝑇𝑇/2 𝑥𝑥 𝑡𝑡 sin𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡 , 𝑛𝑛为奇数

▪ 𝑋𝑋𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛−𝑗𝑗𝑏𝑏𝑛𝑛
2

, 𝑛𝑛为奇数

𝑇𝑇/2−𝑇𝑇/2

𝑡𝑡

𝑥𝑥 𝑡𝑡

▪ 偶谐（半波重叠）信号𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 𝑡𝑡 ± 𝑇𝑇
2

▪ 半波重叠周期信号只含有正弦与余弦的偶
次谐波分量，而无奇次谐波分量

𝑇𝑇/2−𝑇𝑇/2 𝑡𝑡

𝑥𝑥 𝑡𝑡



傅里叶级数的对称特性

 

)(~ tx

0 T T2 T3T−T2−T3−

A
 

)(~ tx

0 T T2 T3T−T2−T3−

2/A

𝑥𝑥 𝑡𝑡
𝑥𝑥 𝑡𝑡

▪ 某些信号波形经上下或左右平移后，才呈现出某种对称特性

▪ 去掉直流分量后，信号呈奇对称，只含有正弦各次谐波分量。

▪ 因此该信号含有正弦各次谐波分量，直流分量。



吉布斯（Gibbs）现象

▪ 用有限次谐波分量来近似原信号，在不连续点出现过冲，过冲峰值不随谐波分量增加而减少，随
𝑁𝑁增大而趋于一个常数，约等于总跳变值的9% 。

▪ 吉布斯现象产生原因

▪ 时间信号存在跳变破坏了信号的收敛性，使得在间断点傅里叶级数出现非一致收敛。
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傅里叶级数计算

计算图示周期矩形脉冲信号的傅里叶级数展开式

𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑥𝑥 =
sin 𝑥𝑥
𝑥𝑥

𝜔𝜔 =
2𝜋𝜋
𝑇𝑇A

t

)(~ tx

T0-T0 0 τ/2−τ/2

𝑥𝑥 𝑡𝑡

▪ 直流分量:

𝑎𝑎0 =
1
𝑇𝑇
�
−𝑇𝑇/2

𝑇𝑇/2
𝑥𝑥 𝑡𝑡 d𝑡𝑡 =

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑇𝑇

▪ 正弦余弦分量

𝑎𝑎𝑛𝑛 =
2
𝑇𝑇
�
−𝑇𝑇/2

𝑇𝑇/2
𝑥𝑥 𝑡𝑡 cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡 =

2𝐴𝐴
𝑇𝑇
�
−𝜏𝜏/2

𝜏𝜏/2
cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 d𝑡𝑡 =

4𝐴𝐴
𝑇𝑇𝑛𝑛𝑛𝑛

sin
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

2
=

2𝐴𝐴
𝑛𝑛𝜋𝜋

sin
𝜋𝜋𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑇𝑇

=
2𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑇𝑇

𝑆𝑆𝑆𝑆
𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑇𝑇

𝑏𝑏𝑛𝑛 = 0

𝑥𝑥 𝑡𝑡 =
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑇𝑇 +

2𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑇𝑇 �

𝑛𝑛=1

∞

𝑆𝑆𝑆𝑆
𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑇𝑇 cos𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

若𝜏𝜏 = 𝑇𝑇/2，则

𝑥𝑥 𝑡𝑡 =
𝐴𝐴
2 +

2𝐴𝐴
𝜋𝜋 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 −

1
3 cos 3𝜔𝜔𝜔𝜔 +

1
5 cos 5𝜔𝜔𝜔𝜔 −⋯



傅里叶级数计算

计算图示周期矩形脉冲信号的傅里叶级数展开式。

𝑥𝑥 𝑡𝑡 =
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑇𝑇 �

𝑛𝑛=−∞

∞

𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

2 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝜔𝜔 =
2𝜋𝜋
𝑇𝑇

A

t

)(~ tx

T0-T0 0 τ/2−τ/2

𝑥𝑥 𝑡𝑡

▪ 指数分量

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
1
𝑇𝑇
�
−𝑇𝑇/2

𝑇𝑇/2
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡 =

1
𝑇𝑇
�
−𝜏𝜏/2

𝜏𝜏/2
𝐴𝐴 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡 =

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑇𝑇
𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2



傅里叶级数计算

▪ 周期信号的频谱是由间隔为𝜔𝜔的谱线组成的。

▪ 信号周期𝑇𝑇越大，𝜔𝜔就越小，则谱线越密。反之，𝑇𝑇越小，𝜔𝜔越大，谱线则越稀疏。

▪ 当周期信号的幅度频谱随着谐波𝑛𝑛𝑛𝑛增大时，幅度频谱|𝑋𝑋𝑛𝑛|不断衰减，并最终趋于零。

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑇𝑇 𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2

𝑋𝑋𝑛𝑛

A

t

)(~ tx

T0-T0 0 τ/2−τ/2

𝑥𝑥 𝑡𝑡



离散频谱特性

▪ 信号的有效带宽

▪ 0~2π/τ 这段频率范围称为周期矩形脉冲信号的有效频带宽度, 即

𝜔𝜔𝐵𝐵 =
2𝜋𝜋
𝜏𝜏

▪ 信号的有效带宽与信号时域的持续时间τ成反比。𝜏𝜏越大，其𝜔𝜔𝐵𝐵越小；反之，𝜏𝜏越小，其𝜔𝜔𝐵𝐵越大。

▪ 信号的有效带宽的物理意义：在信号的有效带宽内，集中了信号绝大部分谐波分量。若信号丢失有效带宽
以外的谐波成分，不会对信号产生明显影响。当信号通过系统时，信号与系统的有效带宽必须“匹配”。

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑇𝑇 𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2

𝑋𝑋𝑛𝑛

A

t

)(~ tx

T0-T0 0 τ/2−τ/2

𝑥𝑥 𝑡𝑡



离散频谱特性
▪ 幅度衰减特性

▪ 若信号时域波形变化越平缓，高次谐波成分就越少，幅度频谱衰减越快; 若信号时域波形变化跳变越多，
高次谐波成分就越多，幅度频谱衰减越慢。

▪ 𝑥𝑥 𝑡𝑡 不平滑， |𝑋𝑋𝑛𝑛|按1/𝑛𝑛的速度衰减

▪ 𝑥𝑥 𝑡𝑡 平滑， |𝑋𝑋𝑛𝑛|按1/𝑛𝑛2的速度衰减

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑇𝑇 𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2

𝑋𝑋𝑛𝑛

A

t

)(~ tx

T0-T0 0 τ/2−τ/2

𝑥𝑥 𝑡𝑡



离散频谱特性

▪ 𝜏𝜏 → 𝑇𝑇，信号变为直流信号

▪ 频谱变为冲激信号
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𝑋𝑋𝑛𝑛 =
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑇𝑇 𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2

𝑋𝑋𝑛𝑛

A

t

)(~ tx

T0-T0 0 τ/2−τ/2

𝑥𝑥 𝑡𝑡

▪ 𝜏𝜏 → 0, 信号变为周期脉冲序列

▪ 频谱变平坦（白色频谱）



概要

3. 傅里叶级数的计算：

傅里叶级数的计算方法和性质

4. 系统函数：

傅里叶级数和系统的关系

1. 傅里叶级数的定义：

指数、正弦正交基

表示一般信号

2. 傅里叶级数和频域：

傅里叶级数怎么理解



系统函数

▪ 假设ℎ 𝑡𝑡 为线性时不变系统的单位冲激响应，则

𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 ∗ ℎ 𝑡𝑡 = �
∞

∞
𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑡𝑡−𝜏𝜏 ℎ 𝜏𝜏 d𝜏𝜏

= 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 �
∞

∞
𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗ℎ 𝜏𝜏 d𝜏𝜏 = 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝐻𝐻 𝑗𝑗𝑗𝑗

▪ 针对一般复数𝑠𝑠，𝐻𝐻 𝑠𝑠 为系统函数；

▪ 若为纯虚数，则𝐻𝐻 𝑗𝑗𝑗𝑗 为频率响应



系统函数

▪ 若周期信号的傅里叶级数为

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = �
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑋𝑋𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

▪ 若该信号输入冲激响应为ℎ 𝑡𝑡 的线性时不变系统，则输出为

𝑦𝑦 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 𝑡𝑡 ∗ ℎ 𝑡𝑡 = �
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑋𝑋𝑛𝑛𝐻𝐻 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

▪ 𝑦𝑦 𝑡𝑡 也是周期的，与𝑥𝑥 𝑡𝑡 有相同的基波频率， 𝑋𝑋𝑛𝑛𝐻𝐻 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 为𝑦𝑦 𝑡𝑡 的傅里叶级数



什么是谱

Isaac Newton
英国数学家、物理学家

白光通过透镜会产生多
个颜色的光

透镜产生多个颜色？

白光能被分解，包含了各种颜色的光。

牛顿在拉丁文手稿中用了specter描述

这个现象，最后演化为spectrum，表

示彩虹中的各种颜色。
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