
08 离散信号的傅里叶变换
数字图像的傅里叶分析方法



傅里叶变换

▪傅里叶变换基本思想
将任意周期函数，分解为一组不同频率的正弦或者余弦函数的加权和

▪傅里叶变换效果
把函数从时间域变到频率域

▪傅里叶变换作用
把图像或者信号在频域中进行处理，从而简化处理过程、增强处理效果



傅里叶变换

▪ 一维连续函数的傅里叶变换对的符号表示为：

▪一些性质
𝑓𝑓(𝑥𝑥)为实函数，其傅里叶变换𝐹𝐹(𝑢𝑢)通常为复函数，若𝐹𝐹(𝑢𝑢)的实部为𝑅𝑅(𝑢𝑢)，虚部为𝐼𝐼(𝑢𝑢)，
则
▪复数形式： 𝐹𝐹 𝑢𝑢 = 𝑅𝑅 𝑢𝑢 + 𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑢𝑢

▪指数形式： 𝐹𝐹 𝑢𝑢 = 𝐹𝐹 𝑢𝑢 e𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑢𝑢)

▪相角：𝜃𝜃(𝑢𝑢) = arctan 𝐼𝐼(𝑢𝑢)
𝑅𝑅(𝑢𝑢)

▪振幅： 𝐹𝐹 𝑢𝑢 = 𝑅𝑅2 𝑢𝑢 + 𝐼𝐼2 𝑢𝑢

▪振幅谱的平方称为𝑓𝑓(𝑥𝑥)的能量谱：

𝐸𝐸 𝑢𝑢 = 𝐹𝐹 𝑢𝑢 2 = 𝑅𝑅2 𝑢𝑢 + 𝐼𝐼2 𝑢𝑢
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二维傅里叶变换

▪ 一维连续函数的傅里叶变换推广到二维。
▪如果二维函数满足狄利克雷条件，则其傅里叶变换对为

式中，𝑥𝑥,𝑦𝑦为时域变量，𝑢𝑢, 𝑣𝑣为频域变量。

▪二维连续函数的傅里叶变换对的符号表示为：

𝑓𝑓 𝑥𝑥,𝑦𝑦 𝐹𝐹 𝑢𝑢, 𝑣𝑣



二维傅里叶变换

▪一些性质
▪若𝐹𝐹(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)的实部为𝑅𝑅(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)，虚部为𝐼𝐼(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)，则

▪复数形式：𝐹𝐹 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 = 𝑅𝑅 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 + 𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)

▪指数形式： 𝐹𝐹(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 𝐹𝐹 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑢𝑢,𝑣𝑣

▪相角：𝜃𝜃(𝑢𝑢) = arctan 𝐼𝐼(𝑢𝑢,𝑣𝑣)
𝑅𝑅(𝑢𝑢,𝑣𝑣)

▪振幅：|𝐹𝐹(𝑢𝑢)| = 𝑅𝑅2 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 + 𝐼𝐼2 𝑢𝑢, 𝑣𝑣

▪振幅谱的平方称为𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)的能量谱：

𝐸𝐸(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 𝐹𝐹 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 2 = 𝑅𝑅2 (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) + 𝐼𝐼2 (𝑢𝑢, 𝑣𝑣)



离散函数的傅里叶变换

▪连续傅里叶变换在计算机上无法直接使用，因为计算机只能处理离散
数值

▪为了在计算机上实现傅里叶变换计算，必须把连续函数离散化，即将
连续傅里叶变换转化为离散傅里叶变换 (Discrete Fourier Transform，
简称DFT)



▪设{𝑓𝑓(𝑥𝑥)|𝑓𝑓(0), 𝑓𝑓(1), 𝑓𝑓(2), … , 𝑓𝑓(𝑁𝑁 − 1)}为一维信号𝑓𝑓(𝑥𝑥)的𝑁𝑁个抽样，
其离散傅里叶变换对为：

式中 𝑥𝑥,𝑢𝑢 = 0, 1, 2,⋯ ,𝑁𝑁－1.
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离散函数的傅里叶变换



由欧拉公式可知

将上式代入，并利用cos(－𝜃𝜃) = cos(𝜃𝜃)，可得

离散函数的傅里叶变换
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可见，离散序列的傅里叶变换仍是一个离散的序列，每一个𝑢𝑢对应的傅里叶变换结

果是所有输入序列𝑓𝑓(𝑥𝑥)的加权和（每一个𝑓𝑓(𝑥𝑥)都乘以不同频率的正弦和余弦值），

𝑢𝑢决定了每个傅里叶变换结果的频率。



▪ 一维离散傅里叶变换的复数形式、指数形式、振幅、相角以及能量谱的表示类似
一维连续函数的相应的表达式

▪ 将一维离散傅里叶变换推广到二维，则二维离散傅里叶变换对定义为：

离散函数的傅里叶变换

𝐹𝐹[𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)] = 𝐹𝐹(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = �
𝑥𝑥=0

𝑀𝑀−1

�
𝑦𝑦=0

𝑁𝑁−1

𝑓𝑓 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀+𝑣𝑣𝑣𝑣𝑁𝑁 )

𝐹𝐹−1[𝐹𝐹(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)] = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =
1
𝑀𝑀𝑀𝑀 �

𝑥𝑥=0

𝑀𝑀−1

�
𝑦𝑦=0

𝑁𝑁−1

𝐹𝐹 (𝑢𝑢, 𝑣𝑣)𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀+𝑣𝑣𝑣𝑣𝑁𝑁 )

 类似一维离散傅里叶变换，系数1/𝑀𝑀𝑀𝑀可以在正变换或逆变换中，也可以在正变换和逆变换前分
别乘以系数，只要两式系数的乘积等于1/𝑀𝑀𝑀𝑀即可

 二维离散函数的复数形式、指数形式、振幅、相角、能量谱的表示类似二维连续函数的相应的
表达式。







二维离散傅里叶变换的基本性质



二维离散傅里叶变换的基本性质



二维离散傅里叶变换的基本性质



二维离散傅里叶变换的基本性质



设二维离散函数为𝑓𝑓1(𝑥𝑥,𝑦𝑦)和𝑓𝑓2(𝑥𝑥,𝑦𝑦)，它们所对应的傅里叶变换分别为𝐹𝐹1(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)和
𝐹𝐹2(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)

▪ 线性性质

▪𝑎𝑎𝑓𝑓1 𝑥𝑥,𝑦𝑦 + 𝑏𝑏𝑓𝑓2 𝑥𝑥,𝑦𝑦 𝑎𝑎𝐹𝐹1 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 + 𝑏𝑏𝐹𝐹2 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 （𝑎𝑎, 𝑏𝑏为常数）

▪此性质可以节约求傅里叶变换的时间。若已经得到了𝑓𝑓1(𝑥𝑥,𝑦𝑦)和𝑓𝑓2(𝑥𝑥,𝑦𝑦)及𝐹𝐹1(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)和
𝐹𝐹2(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)的值，则𝑎𝑎 𝑓𝑓1(𝑥𝑥,𝑦𝑦) + 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 的傅里叶变换只要求得𝑎𝑎𝑎𝑎1(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) + 𝑏𝑏𝑏𝑏2(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) 就可
以了。

基本性质



基本性质

▪ 比例性质

▪对于两个标量𝑎𝑎和𝑏𝑏，有

𝑓𝑓(𝑎𝑎𝑎𝑎,𝑏𝑏𝑏𝑏)
1

|𝑎𝑎𝑎𝑎|
𝐹𝐹

𝑢𝑢
𝑎𝑎

,
𝑣𝑣
𝑏𝑏

▪上式说明了在空间比例尺度的展宽，相应于频域比例尺度的压缩，其幅值也减少为原
来的1/|𝑎𝑎𝑎𝑎|，如图所示。



基本性质

▪ 可分离性

利用这个性质，一个二维离散傅里叶变换（或逆变换）可通过进行两次一维离
散傅里叶变换（或逆变换）来完成



可分离性

▪ 例如，以正变换为例，

先对𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)沿𝑦𝑦轴进行傅里叶变换得到𝐹𝐹(𝑥𝑥, 𝑣𝑣)，

再沿着x轴对𝐹𝐹(𝑥𝑥, 𝑣𝑣)进行一维离散傅里叶变换，得到𝐹𝐹(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)

显然对𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)先沿𝑥𝑥轴进行离散傅里叶变换，再沿𝑦𝑦轴进行离散傅里叶变换结果一样。逆
变换也是如此
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可分离性

▪先对𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)按行进行傅里叶变换得到𝐹𝐹(𝑥𝑥, 𝑣𝑣)，再对𝐹𝐹(𝑥𝑥, 𝑣𝑣)按列进行
傅里叶变换，便可得到𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)的傅里叶变换结果。

按行进行一维DFT 按列进行一维DFT



基本性质

▪ 频率位移及空间位移

频率位移： ),(),( 00
)(2 00 vvuuFeyxf NyvMxuj −−⇔+π

空间位移： )(2
00

00),(),( NvyMuxjevuFyyxxf +−⇔−− π

这一性质表明，当用𝑒𝑒𝑗𝑗2𝜋𝜋(𝑢𝑢0𝑥𝑥/𝑀𝑀+𝑣𝑣0𝑦𝑦/𝑁𝑁)乘以 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)，求乘积的傅里叶变换，可以使空间频率域

𝑢𝑢, 𝑣𝑣平面坐标系的原点从(0,0)平移到(𝑢𝑢0, 𝑣𝑣0)的位置；同样，当用𝑒𝑒−𝑗𝑗2𝜋𝜋(𝑢𝑢0𝑥𝑥/𝑀𝑀+𝑣𝑣0𝑦𝑦/𝑁𝑁)乘以𝐹𝐹(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)，

并求此乘积的离散傅里叶反变换，可以使空间𝑥𝑥,𝑦𝑦平面坐标系原点从(0,0)平移到(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0)的位置



频率位移及空间位移

在数字图像处理中，为了清楚地分析图像傅里叶谱的分布情况，经常需要把空间
频率平面坐标系的原点移到(𝑀𝑀/2,𝑁𝑁/2)的位置，即令𝑢𝑢0 = 𝑀𝑀/2 𝑣𝑣0 = 𝑁𝑁/2，则

上式表明：如果需要将图像频谱的原点从起始点(0,0)移到图像的中心点(𝑀𝑀/2,𝑁𝑁/
2) ，只要𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)乘上 −1 𝑥𝑥+𝑦𝑦因子进行傅里叶变换即可实现
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基本性质

▪ 旋转性质

令

则𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)和𝐹𝐹(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)分别变为𝑓𝑓(𝑟𝑟,𝜃𝜃)和𝐹𝐹(𝑤𝑤,𝜙𝜙) ，在极坐标系中，存在以下变
换对：

上式表明，如果𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)在空间域中旋转𝜃𝜃0角度，则相应的傅里叶变换𝐹𝐹(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)
在频率域中旋转同样的角度，反之亦然
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基本性质

(a) 原图像

(b) 原图像的傅里叶频谱 (d) 旋转后图像的傅里叶频谱

(c) 旋转后的图像



基本性质

▪ 平均值

二维离散函数𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)的平均值定义为：
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对比以上两式，可得

)0,0(),( Fyxf =

这说明𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)的平均值等于其傅里叶变换𝐹𝐹(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)在频率原点的值𝐹𝐹(0,0)。



平均值

▪ 例题

已知图像矩阵为：

请验证图像的平均值与图像的离散傅里叶变换之间的关系
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平均值

▪ 例题解答
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而图像的平均值 ̅𝑓𝑓则为：



▪ 数字图像的二维离散傅里叶变换所得结果的频率成分如下图所示，

数字图像傅里叶变换的频谱分布

二维傅里叶变换的频谱分布

为了便于观察谱的分布，使直流成分出现在窗口的中央，可采用图示的换位方法，根据傅里叶频
率位移的性质，只需要用𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)乘上 −1 𝑥𝑥+𝑦𝑦 因子进行傅里叶变换即可实现，变换后的坐标原点
移动到了窗口中心，围绕坐标中心的是低频，向外是高频。



 右图给出了二维离散傅里叶变换的频
率位移特性示例

 围绕坐标中心的是低频，向外是高频，
频谱由中心向周边放射，而且各行各
列的谱对中心点是共轭对称的

 利用这个特性，如果在数据存储和传
输时，仅存储和传输它们中的一部分，
进行逆变换恢复原图像前，按照对称
性补充另一部分数据，就可达到数据
压缩的目的

数字图像傅里叶变换的频谱分布



▪ 傅里叶变换后的零频分量𝐹𝐹(0,0)，也称作直流分量，根据公式

它反映了原始图像的平均亮度
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 图像灰度变化缓慢的区域，对应它变换后的低频分量部分；图像灰度呈阶跃变化
的区域，对应变换后的高频分量部分。除颗粒噪音外，图像细节的边缘、轮廓处
都是灰度变化突变区域，它们都具有变换后的高频分量特征

数字图像傅里叶变换的统计分布



频率域滤波

▪频率域的基本性质
每个𝐹𝐹(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)项包含了被指数项修正的𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)所有值：

▪直观上将傅里叶变换和图像中的亮度变化联系起来并不困难

 直流分量𝐹𝐹(0,0)对应一幅图像的平均灰度；
 低频部分对应图像缓慢变化的分量；
 高频部分对应图像边缘和灰度级突变的部分。



频率域滤波

1. 用 −1 𝑥𝑥+𝑦𝑦乘以输入图像来进行中心变化：

ℑ[𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)(−1)𝑥𝑥+𝑦𝑦] = 𝐹𝐹(𝑢𝑢 −
𝑀𝑀
2

, 𝑣𝑣 −
𝑁𝑁
2

)

2. 由(1)计算图像的DFT，即𝐹𝐹(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)；

3. 用滤波函数𝐻𝐻(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)乘以𝐹𝐹 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ：
𝐺𝐺(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 𝐻𝐻(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)𝐹𝐹(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)

4.计算(3)中结果的反DFT。

5. 得到(4)中结果的实部。

6. 用 −1 𝑥𝑥+𝑦𝑦乘以(5)中的结果。

𝐻𝐻(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)称为滤波器：抑制某些频率，其他频率不受影响

频率域中滤波步骤：



频率域滤波

▪ 𝐹𝐹(0,0)置零，其它频率成分不变，滤波后图像均值
为零；

▪ 注意：平均灰度为零，图像中必然会出现负值，而
显示无法处理负值。标准显示方式将所有负值当作
0处理，其他值在此基础上按比例增加。

▪ 整体平均灰度级降低；

▪ 产生边缘突出伴随结果；

▪ 可以识别由特定的局部化频域成分引起的空间图像
效果时非常有用。



一些基本的滤波器及其性质

▪低通滤波器
▪使低频通过，高频衰减

▪低频主要决定图像在平滑区域中总体灰度级的显示

▪比原始图像少一些尖锐的细节部分

▪高通滤波器
▪使高频通过，低频衰减

▪高频决定图像细节部分，如边缘和噪声

▪在平滑区域中减少灰度级变化，突出过渡（如边缘）

▪灰度级的细节部分，使图像更加锐化。



一些基本的滤波器及其性质

图像被模糊

锐化𝐹𝐹(0,0) = 0, 
几乎没有平滑细节

低通滤波器

高通滤波器



频域低通滤波

▪在分析一幅图像信号的频率特性时
▪直流分量表示了图像的平均灰度；

▪大面积的背景区域和缓慢变化部分则代表图像的低频分量；

▪而它的边缘、细节、跳跃部分以及颗粒噪声都代表图像的高频分量。

▪因此，在频域中对图像采用滤波器函数衰减高频信息，使低频信息畅
通无阻的过程称为低通滤波。



频域低通滤波

▪频域实现线性低通滤波器输出的表达式为

𝐺𝐺 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 = 𝐻𝐻 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 𝐹𝐹(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)

图像频域低通滤波流程框图



频域低通滤波

四种频域低通滤波器传递函数H(u,v)的剖面图



理想低通滤波器

▪理想的二维低通滤波器的传递函数由下式表示：

式中𝐷𝐷0是一个规定的非负的量，叫做理想低通滤波器的截止频率。𝐷𝐷(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)是从

频率域的原点到(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)点的距离，即:

𝐷𝐷 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 = 𝑢𝑢 −𝑀𝑀/2 2 + 𝑣𝑣 − 𝑁𝑁/2 2
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理想低通滤波器

▪𝐻𝐻(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)对𝑢𝑢, 𝑣𝑣来说是一幅三维图形。𝐻𝐻(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)特性如下图：

▪理想低通滤波器，是指以截频 𝐷𝐷0 为半径的圆内的所有频率都能无损地通过，
而在截频之外的频率分量完全被衰减。

▪理想低通滤波器可以用计算机模拟实现，但却不能用电子元器件来实现。



图像的功率

▪通过基于截止频率的函数对LPF性能比较。

▪标示截止频率位置的方法是：计算截止频率以内的图像功率占图像总
功率值𝑃𝑃𝑇𝑇 的百分比。



图像的功率

▪图像总功率值𝑃𝑃𝑇𝑇是频域全部点(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) 的功率谱成份之和

𝑃𝑃𝑇𝑇 = �
𝑢𝑢=0

𝑀𝑀−1

�
𝑣𝑣=0

𝑁𝑁−1

𝑃𝑃(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)

其中𝑃𝑃(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) 是傅立叶变换功率谱：

𝑃𝑃 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 = 𝐹𝐹 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 2 = 𝑅𝑅2 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 + 𝐼𝐼2(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)

通过的功率为原点在频率矩形的中心、半径为𝑟𝑟的圆

包含𝛼𝛼𝛼 的功率



理想低通滤波器



理想低通滤波器
𝐷𝐷0 = 5,𝛼𝛼 = 92%
消除所有图像细节，
只剩大物体的“斑
点”。细节在滤除
的8%功率中

𝐷𝐷0 = 15, 
𝛼𝛼 = 94.6%

严重的振铃现象

𝐷𝐷0 = 30,
𝛼𝛼 = 96.4%

标准低通振铃现象

D0=80, 
α= 98%

D0=230, 
α= 99.5%



理想低通滤波器

如𝑟𝑟 = 5的ILPF，空间滤波器单位脉冲响应ℎ(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

▪ 使用关于中心对称的函数可以显著简化𝐻𝐻(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)，这要求𝐹𝐹(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)也被中心化。

▪可以通过乘以 −1 𝑢𝑢+𝑣𝑣来实现中心化；

▪反傅里叶变换IDFT 的实部乘以 −1 𝑥𝑥+𝑦𝑦得到ℎ(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

𝑟𝑟 = 5的频域ILPF的𝐻𝐻(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ℎ(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 中心水平扫描线的
灰度级剖面线



理想低通滤波器

▪空间域单位脉冲响应ℎ(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 两个主要特性
▪原点处有一个主要的中心成份，其主要决定模糊；

▪中心成份周围集中、呈周期性的成份，其主要决定理想滤
波器振铃现象。

▪ ℎ(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 中同心振铃的半径与𝐷𝐷0成反比；

▪小的𝐷𝐷0在ℎ(𝑥𝑥,𝑦𝑦)中产生稍微宽的振铃，并且在𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑦𝑦)产生
模糊；

▪大的𝐷𝐷0产生更多(增加数目) 细微的振铃和较少的模糊。



理想低通滤波器

*

原 始 图 像 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 黑
色背景下五个明亮
的像素组成，明亮
的点可以近似为冲
激。

结果图像𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑦𝑦)原始亮
点通过卷积而发生模糊，
振铃现象在此种情况下
非常严重，以至于相互
之间的干扰而发生畸变。



Butterworth低通滤波器



Butterworth低通滤波器

▪一个𝑛𝑛阶Butterworth低通滤波器的传递函数由下式表示：

式中𝐷𝐷0为截止频率， 𝐷𝐷(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)的值由下式决定：

𝐷𝐷 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 = 𝑢𝑢 −𝑀𝑀/2 2 + 𝑣𝑣 − 𝑁𝑁/2 2
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▪ Butterworth低通滤波器又称最大平坦滤波器。它与理想低通滤波器不同，它的
通带与阻带之间没有明显的不连续性。

▪ 也就是说，在通带和阻带之间有一个平滑的过渡带。通常把𝐻𝐻(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)下降到某一值
的那一点定为截止频率𝐷𝐷0。



Butterworth低通滤波器

理想低通滤波器的结果 2阶Butterworth低通滤波的结果



Butterworth低通滤波器

▪不同阶数、相同截止频率(都为5个像素) 的BLPF 空间域ℎ(𝑥𝑥,𝑦𝑦)图像表示
和剖面图：

二阶BPLF显示了轻微的振铃和较小的负值，但远
没有ILPF明显，是较好的折中选择。



Butterworth低通滤波器的特性

▪一阶的Butterworth滤波器没有振铃.

▪二阶的Butterworth滤波器有很微小的振铃,但阶数增大时振铃便成为
一个重要因素.

▪当阶数𝑛𝑛充分大时, Butterworth滤波器就变成理想低通滤波器.



高斯低通滤波器

▪在图像处理中常用的另一种平滑滤波器是指数低通滤波器。它的传递
函数如下式表示：

式中𝑛𝑛是决定衰减率的系数。从式中可见，如果𝐷𝐷 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 = 𝐷𝐷0 ，则𝐻𝐻 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 = 1/𝑒𝑒.
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高斯低通滤波器

▪由于指数低通滤波器有更快的衰减率，所以，经指数低通滤波的图像
比Butterworth低通滤波器处理的图像稍模糊一些。

▪由于指数低通滤波器的传递函数有较平滑的过渡带，所以图像中没有
振铃现象。



高斯低通滤波器

𝐷𝐷0 = 5 pix

𝐷𝐷0 = 30 pix

𝐷𝐷0 = 230 pix

2阶高斯滤波器

𝐷𝐷0 = 15 pix

𝐷𝐷0 = 80 pix

原始图像



低通滤波器的应用示例

444×508像素的低分辨率文本
样本，例如扫描、传真、复印、
历史记录等，放大后可以看到
形状失真和字符断裂。

人眼视觉填充识别这些字符没有问
题，但机器识别系统阅读断裂字符
将很困难。用GLPF (D0=80) 滤波模
糊后，很好地修复了断开的字符。



低通滤波器的应用示例

印刷出版—— “美容”处理，平滑、柔和的外观。

原始图像
(放大的眼部细纹)

用𝐷𝐷0 = 100的GLPF滤
波的结果(细纹减少了) 用𝐷𝐷0 = 80的

GLPF滤波的结果



低通滤波的缺陷

▪用低通滤波器进行平滑处理可以使噪声伪轮廓等寄生效应减低到不显
眼的程度。

▪由于低通滤波器对噪声等寄生成份滤除的同时，对有用高频成份也滤
除。因此，这种去噪声的美化处理是以牺牲清晰度为代价而换取的。



频域低通滤波

(a) 高斯噪声后的图像 (c) 指数低通滤波后的图像(b) 巴特沃斯低通滤波后的图像



频域高通滤波

▪由于图像中的边缘、线条等细节部分与图像频谱中的高频分量相对应，
在频域中用高通滤波器处理，能够使图像的边缘或线条变得清晰，图
像得到锐化。

▪高通滤波器衰减傅立叶变换中的低频分量，通过傅立叶变换中的高频
信息。

▪采用高通滤波的方法让高频分量顺利通过，使低频分量受到抑制，就
可以增强高频的成分。



频域高通滤波

四种频域高通滤波器传
递函数𝐻𝐻(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)的剖面图



理想高通滤波器

▪滤波器转移函数:
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透视图和剖面图:



理想高通滤波器滤波效果

▪ (a)图振铃现象十分严重，以致产生失真，物体的边界也被加粗了(字母a)，顶部三个圆的边缘不清
晰，微小的物体和线条显现出几乎纯粹的白色。

▪ (b)图情况有所改善，开始看到对微小物体的过滤，对应的空间滤波器比左图小，但是边缘失真仍
然很明显。

▪ (c)图的高通滤波图像边缘更加清晰，失真更小，而且细小的物体也能得到正确地过滤

𝑎𝑎 𝐷𝐷0＝15 𝑏𝑏 𝐷𝐷0＝30 𝑐𝑐 𝐷𝐷0＝80



巴特沃斯高通滤波器

▪𝑛𝑛阶高通具有𝐷𝐷0截止频率的Butterworth高通滤波器滤波函数定
义如下 : nvuDDvuH 2

0 ))],(/(1/[1),( +=

透视图和剖面图:



巴特沃斯高通滤波器

(a) D0＝15
(b) D0＝30
(c) D0＝80

2阶Butterworth滤波器比理想滤波器的平滑效果更好



高斯型高通滤波器

▪ 具有截止频率为𝐷𝐷0的指数高通滤波函数的转移函数定义为：

▪ GHPF比前两种滤波器更平滑，即使对微小物体和细线用GHPF过滤也是较清晰
的。高斯高通滤波器的傅里叶反变换也是高斯的，因此没有振铃现象。

])),(/(exp[),( 0
nvuDDvuH −=

透视图和剖面图:



高斯型高通滤波器

GHPF滤波器比2阶Butter-
worth滤波器的效果要好



三种高通滤波器效果比较

效果：
GHPF>2阶BHPF>IHPF



频域的数据增广

▪ 图像的频域表示

Q. Xu, R. Zhang, Y. Zhang, et al. A Fourier-based Framework for Domain Generalization. CVPR’21.

原始图像 幅度谱
（相位置为常数）

相位谱
（幅度置为常数）



利用频域做数据增广

▪ 通过二维图像的傅里叶变换，能够实现空域和频域的互换

ℱ(𝑥𝑥)(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = �
ℎ=0

𝐻𝐻−1

�
𝑤𝑤=0

𝑊𝑊−1

𝑥𝑥(ℎ,𝑤𝑤)𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗
ℎ
𝐻𝐻𝑢𝑢+

𝑤𝑤
𝑊𝑊𝑣𝑣

▪幅度

𝒜𝒜(𝑥𝑥)(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 𝑅𝑅2(𝑥𝑥)(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) + 𝐼𝐼2(𝑥𝑥)(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) 1/2

▪相位

𝒫𝒫(𝑥𝑥)(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = arctan
𝐼𝐼(𝑥𝑥)(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)
𝑅𝑅(𝑥𝑥)(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)



利用频域做数据增广

▪ 在频域上实现对图像的增广

两幅图像的幅度谱互换

幅度谱相位谱原始图像 增广后的图像

两幅图像的幅度谱混合
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