
10 Z变换
针对离散信号的复频域分析
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拉普拉斯变换到Z变换

▪ 连续因果信号通过抽样得到离散信号

𝑥𝑥𝑠𝑠 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝛿𝛿𝑇𝑇𝑠𝑠 𝑡𝑡 = �
𝑛𝑛=0

∞

𝑥𝑥 𝑛𝑛𝑇𝑇𝑠𝑠 𝛿𝛿 𝑡𝑡 − 𝑛𝑛𝑇𝑇𝑠𝑠

▪ 两边同时取拉普拉斯变换

𝑋𝑋𝑠𝑠 𝑠𝑠 = �
0

∞
𝑥𝑥𝑠𝑠 𝑡𝑡 𝑒𝑒−𝑠𝑠𝑠𝑠d𝑡𝑡 = �

0

∞
�
𝑛𝑛=0

∞

𝑥𝑥 𝑛𝑛𝑇𝑇𝑠𝑠 𝛿𝛿 𝑡𝑡 − 𝑛𝑛𝑇𝑇𝑠𝑠 𝑒𝑒−𝑠𝑠𝑠𝑠d𝑡𝑡 = �
𝑛𝑛=0

∞

𝑥𝑥 𝑛𝑛𝑇𝑇𝑠𝑠 𝑒𝑒−𝑠𝑠𝑛𝑛𝑇𝑇𝑠𝑠

得到

𝑋𝑋 𝑧𝑧 = �
𝑛𝑛=0

∞

𝑥𝑥 𝑛𝑛𝑇𝑇𝑠𝑠 𝑧𝑧−𝑛𝑛

▪ 设置𝑇𝑇𝑠𝑠 = 1，因此

𝑋𝑋 𝑧𝑧 = �
𝑛𝑛=0

∞

𝑥𝑥 𝑛𝑛 𝑧𝑧−𝑛𝑛 ，𝑧𝑧 = 𝑒𝑒𝑠𝑠

令𝑧𝑧 = 𝑒𝑒𝑠𝑠𝑇𝑇𝑠𝑠 , 𝑠𝑠 = 1
𝑇𝑇𝑠𝑠

ln 𝑧𝑧

利用Z变换形式对离散信号进行分析



单边Z变换

▪ 序列𝑥𝑥 𝑛𝑛 的单边Z变换定义为

𝑋𝑋 𝑧𝑧 = 𝒵𝒵 𝑥𝑥 𝑛𝑛 = �
𝑛𝑛=0

∞

𝑥𝑥 𝑛𝑛 𝑧𝑧−𝑛𝑛

= 𝑥𝑥 0 +
𝑥𝑥 1
𝑧𝑧 +

𝑥𝑥 2
𝑧𝑧2 + ⋯

▪ 其中𝑧𝑧为复数。离散信号的Z变换是𝑧𝑧−1级数形式

▪ Z变换过程表示为

𝑥𝑥[𝑛𝑛]
𝒵𝒵

𝑋𝑋(𝑧𝑧)

𝑋𝑋 𝑧𝑧 也称为𝑥𝑥 𝑛𝑛 的生成函数

▪ 收敛域 (Region of Convergence, ROC)

▪ 使上式级数收敛的所有𝑧𝑧的范围称为𝑋𝑋(𝑧𝑧)的收敛域

▪ 一般右边序列的收敛域为z平面中的一圆外区域

Re z

Im z

1−1

ROC

R x

Re z

Im z

𝑧𝑧 > 𝑅𝑅𝑥𝑥

z平面

|𝑧𝑧| = 1
单位圆



常用单边序列的z变换

▪ 单位脉冲序列

𝒵𝒵 𝛿𝛿 𝑛𝑛 = 1, 𝑧𝑧 ≥ 0

▪ 单位阶跃序列

𝒵𝒵 𝑢𝑢 𝑛𝑛 = �
𝑛𝑛=0

∞

𝑧𝑧−𝑛𝑛 = 1 + 𝑧𝑧−1 + 𝑧𝑧−2 + ⋯

=
1

1 − 𝑧𝑧−1
𝑧𝑧 > 1



单边Z变换及其收敛域

▪ 斜变序列

𝒵𝒵 𝑥𝑥 𝑛𝑛 = 𝒵𝒵 𝑛𝑛𝑢𝑢[𝑛𝑛] = �
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛𝑧𝑧−𝑛𝑛

▪ 根据阶跃序列的Z变换

�
𝑛𝑛=0

∞

𝑧𝑧−𝑛𝑛 =
1

1 − 𝑧𝑧−1
, 𝑧𝑧 > 1

▪ 两边对𝑧𝑧−1求导，有

�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛 𝑧𝑧−1 𝑛𝑛−1 =
1

1 − 𝑧𝑧−1 2

▪ 因此

𝒵𝒵 𝑛𝑛𝑢𝑢[𝑛𝑛] = �
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛𝑧𝑧−𝑛𝑛 =
𝑧𝑧−1

1 − 𝑧𝑧−1 2 , 𝑧𝑧 > 1



单边Z变换及其收敛域

▪ 指数序列
𝑥𝑥[𝑛𝑛] = 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑢𝑢[𝑛𝑛]

▪ 根据定义

𝑋𝑋 𝑧𝑧 = �
𝑛𝑛=0

∞

𝑎𝑎𝑛𝑛𝑧𝑧−𝑛𝑛 =
1

1 − 𝑎𝑎𝑧𝑧−1 , 𝑧𝑧 > 𝑎𝑎

▪ 令𝑎𝑎 = 𝑒𝑒𝑏𝑏， 当 𝑧𝑧 > 𝑒𝑒𝑏𝑏 ，有

𝒵𝒵 𝑒𝑒𝑏𝑏𝑏𝑏𝑢𝑢 𝑛𝑛 =
𝑧𝑧

𝑧𝑧 − 𝑒𝑒𝑏𝑏 =
1

1 − 𝑒𝑒𝑏𝑏𝑧𝑧−1

Im z

Re z
|a|



单边Z变换及其收敛域

▪ 由于

𝒵𝒵 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑢𝑢 𝑛𝑛 = �
𝑛𝑛=0

∞

𝑎𝑎𝑛𝑛𝑧𝑧−𝑛𝑛 =
1

1 − 𝑎𝑎𝑧𝑧−1 , 𝑧𝑧 > 𝑎𝑎

▪ 两边对𝑧𝑧−1求导

�
𝑛𝑛=0

∞

𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛 𝑧𝑧−1 𝑛𝑛−1 =
𝑎𝑎

1 − 𝑎𝑎𝑧𝑧−1 2

▪ 因此

𝒵𝒵 𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛𝑢𝑢 𝑛𝑛 =
𝑎𝑎𝑧𝑧−1

1 − 𝑎𝑎𝑧𝑧−1 2 =
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑧𝑧 − 𝑎𝑎 2



双边Z变换

▪ 双边Z变换

𝑋𝑋 𝑧𝑧 = 𝒵𝒵{𝑥𝑥[𝑛𝑛]} = �
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑥𝑥[𝑛𝑛]𝑧𝑧−𝑛𝑛

▪ 𝑍𝑍反变换

𝑥𝑥 𝑛𝑛 = 𝒵𝒵−1{𝑋𝑋(𝑧𝑧)} =
1

2πj�𝑐𝑐
𝑋𝑋(𝑧𝑧)𝑧𝑧𝑛𝑛−1 d𝑧𝑧

▪𝐶𝐶为𝑋𝑋(𝑧𝑧)的收敛域中一闭合曲线（包围𝑋𝑋(𝑧𝑧)𝑧𝑧𝑛𝑛−1 极点逆时针积分闭合曲线）

▪ 离散信号可分解为不同频率复指数𝑧𝑧𝑛𝑛的线性组合



Z变换的发展历程

Abraham de Moivre

法国数学家，
1730年在研究
概率论时引入
生 成 函
(Generating
function)，与Z
变换有类似的
形式

Witold Hurewicz
Pierre-Simon

Laplace

美国数学家，
1947 年 Witold
Hurewicz
在处理基于雷
达的抽样数据
控制系统中使
用Z变换基本想
法，能够求解
线性、常系数
差分方程。

John R. Ragazzini Lotfi A. Zadeh

拉普拉斯1785年使
用形如

∫ 𝑥𝑥𝑠𝑠𝜑𝜑 𝑥𝑥 d𝑥𝑥
的变换对整个微分
方程进行转换和求
解，并研究其性质。
1809年使用该变换
求解空间任意形式
的热扩散求解问题。

1973年，美国
工 程 师 E. I.
Jury在Z变换基
础上发展出高
级 Z变换，能
够处理非抽样
周期上的延迟。

1952年哥伦比亚大
学 Ragazzini 和
Zadeh命名为Z变换

Eliahu I. Jury
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单边Z变换的主要性质

▪ 已知𝑥𝑥1[𝑛𝑛]
𝒵𝒵

𝑋𝑋1(𝑧𝑧), 𝑧𝑧 > 𝑅𝑅𝑥𝑥𝑥, 𝑥𝑥2[𝑛𝑛]
𝒵𝒵

𝑋𝑋2(𝑧𝑧), 𝑧𝑧 > 𝑅𝑅𝑥𝑥𝑥

▪ 线性特性

𝑎𝑎𝑥𝑥1[𝑛𝑛] + 𝑏𝑏𝑥𝑥2[𝑛𝑛]
𝒵𝒵

𝑎𝑎𝑋𝑋1(𝑧𝑧) + 𝑏𝑏𝑋𝑋2(𝑧𝑧)

𝑧𝑧 > max(𝑅𝑅𝑥𝑥𝑥,𝑅𝑅𝑥𝑥𝑥)



单边Z变换的主要性质

求sin(𝜔𝜔0𝑛𝑛)𝑢𝑢[𝑛𝑛] 和cos(𝜔𝜔0𝑛𝑛)𝑢𝑢[𝑛𝑛] 的𝑧𝑧变换及收敛域

▪ 由于

𝑍𝑍 𝑒𝑒j𝜔𝜔0𝑛𝑛𝑢𝑢 𝑛𝑛 =
1

1 − 𝑒𝑒j𝜔𝜔0𝑧𝑧−1
, 𝑧𝑧 > 1

▪ 根据欧拉公式，利用线性特性

cos(𝜔𝜔0𝑛𝑛)𝑢𝑢 𝑛𝑛
1 − cos𝜔𝜔0 𝑧𝑧−1

1 − 2𝑧𝑧−1 cos𝜔𝜔0 + 𝑧𝑧−2
, 𝑧𝑧 > 1

sin(𝜔𝜔0𝑛𝑛)𝑢𝑢[𝑛𝑛]
sin𝜔𝜔0 𝑧𝑧−1

1 − 2𝑧𝑧−1 cos𝜔𝜔0 + 𝑧𝑧−2
, 𝑧𝑧 > 1

𝒵𝒵 𝑒𝑒𝑏𝑏𝑏𝑏𝑢𝑢 𝑛𝑛 =
𝑧𝑧

𝑧𝑧 − 𝑒𝑒𝑏𝑏 =
1

1 − 𝑒𝑒𝑏𝑏𝑧𝑧−1



单边Z变换的主要性质

▪ 已知𝑥𝑥[𝑛𝑛]
𝒵𝒵

𝑋𝑋(𝑧𝑧), 𝑧𝑧 > 𝑅𝑅𝑥𝑥

▪ 位移特性

▪ 因果序列的位移

𝑥𝑥 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 𝑢𝑢 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘
𝒵𝒵

𝑧𝑧−𝑘𝑘𝑋𝑋 𝑧𝑧 , |𝑧𝑧| > 𝑅𝑅𝑥𝑥
▪ 非因果序列的位移

𝑍𝑍 𝑥𝑥[𝑛𝑛 + 𝑘𝑘]𝑢𝑢[𝑛𝑛] = 𝑧𝑧𝑘𝑘 𝑋𝑋 𝑧𝑧 −�
𝑛𝑛=0

𝑘𝑘−1

𝑥𝑥 𝑛𝑛 𝑧𝑧−𝑛𝑛 , |z| > 𝑅𝑅𝑥𝑥

𝑍𝑍 𝑥𝑥[𝑛𝑛 − 𝑘𝑘]𝑢𝑢[𝑛𝑛] = 𝑧𝑧−𝑘𝑘 𝑋𝑋 𝑧𝑧 + �
𝑛𝑛=−𝑘𝑘

−1

𝑥𝑥 𝑛𝑛 𝑧𝑧−𝑛𝑛 , |z| > 𝑅𝑅𝑥𝑥



单边Z变换的主要性质

求𝑅𝑅𝑁𝑁[𝑛𝑛] = 𝑢𝑢[𝑛𝑛] − 𝑢𝑢[𝑛𝑛 − 𝑁𝑁]的𝑍𝑍变换及收敛域

𝑢𝑢[𝑛𝑛]
𝒵𝒵 1

1 − 𝑧𝑧−1
, 𝑧𝑧 > 1

▪ 利用因果序列的位移特性和线性特性，可得

𝑋𝑋(𝑧𝑧) =
1

1 − 𝑧𝑧−1
−

𝑧𝑧−𝑁𝑁

1 − 𝑧𝑧−1
=

1 − 𝑧𝑧−𝑁𝑁

1 − 𝑧𝑧−1

▪ 由于𝑅𝑅𝑁𝑁[𝑛𝑛]为有限长序列，故其收敛域为|𝑧𝑧| > 0

▪ 线性加权后序列z变换的ROC可能比原序列z变换的ROC大



单边Z变换的主要性质

▪ 已知𝑥𝑥[𝑛𝑛]
𝒵𝒵

𝑋𝑋(𝑧𝑧), 𝑧𝑧 > 𝑅𝑅𝑥𝑥

▪ 指数加权特性

𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑛𝑛
𝒵𝒵

𝑋𝑋
𝑧𝑧
𝑎𝑎 , ROC = 𝑎𝑎 𝑅𝑅𝑥𝑥



单边Z变换的主要性质

求𝑎𝑎𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜔𝜔0𝑛𝑛) 𝑢𝑢[𝑛𝑛] 的𝑍𝑍变换及收敛域

sin(𝜔𝜔0𝑛𝑛)𝑢𝑢 𝑛𝑛
𝒵𝒵 sin𝜔𝜔0 𝑧𝑧−1

1 − 2𝑧𝑧−1 cos𝜔𝜔0 + 𝑧𝑧−2 , 𝑧𝑧 > 1

▪ 利用𝑍𝑍变换的指数加权特性，可得

𝛼𝛼𝑛𝑛 sin(𝜔𝜔0𝑛𝑛)𝑢𝑢[𝑛𝑛]
𝒵𝒵 sin𝜔𝜔0 (𝑧𝑧/𝛼𝛼)−1

1 − 2(𝑧𝑧/𝛼𝛼)−1 cos𝜔𝜔0 + (𝑧𝑧/𝛼𝛼)−2

=
𝛼𝛼 sin𝜔𝜔0 𝑧𝑧−1

𝛼𝛼2 − 2𝛼𝛼 𝑧𝑧−1 cos𝜔𝜔0 + 𝑧𝑧−2 , 𝑧𝑧 > 𝑎𝑎



单边Z变换的主要性质

▪ 已知𝑥𝑥[𝑛𝑛]
𝒵𝒵

𝑋𝑋(𝑧𝑧), 𝑧𝑧 > 𝑅𝑅𝑥𝑥

▪ 𝑧𝑧域微分特性

𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑛𝑛
𝒵𝒵

− 𝑧𝑧
d𝑋𝑋 𝑧𝑧
d𝑧𝑧 , ROC = 𝑅𝑅𝑥𝑥



单边Z变换的主要性质

求𝑥𝑥[𝑛𝑛] = (𝑛𝑛 + 1)𝑎𝑎𝑛𝑛𝑢𝑢[𝑛𝑛]的z变换及收敛域

𝑎𝑎𝑛𝑛𝑢𝑢[𝑛𝑛]
𝒵𝒵 1

1 − 𝑎𝑎𝑧𝑧−1 , 𝑧𝑧 > 𝑎𝑎

▪ 利用𝑧𝑧域微分特性，可得

𝑍𝑍{𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛𝑢𝑢[𝑛𝑛]} = −𝑧𝑧
d 1

1 − 𝑎𝑎𝑧𝑧−1
d𝑧𝑧

=
𝑎𝑎𝑧𝑧−1

(1 − 𝑎𝑎𝑧𝑧−1)2 , 𝑧𝑧 > 𝑎𝑎

▪ 利用z变换的线性特性，可得

(𝑛𝑛 + 1)𝑎𝑎𝑛𝑛𝑢𝑢[𝑛𝑛]
𝒵𝒵 1

(1 − 𝑎𝑎𝑧𝑧−1)2 , 𝑧𝑧 > 𝑎𝑎



单边Z变换的主要性质

▪ 已知𝑥𝑥1[𝑛𝑛]
𝒵𝒵

𝑋𝑋1(𝑧𝑧), 𝑧𝑧 > 𝑅𝑅𝑥𝑥𝑥, 𝑥𝑥2[𝑛𝑛]
𝒵𝒵

𝑋𝑋2(𝑧𝑧), 𝑧𝑧 > 𝑅𝑅𝑥𝑥𝑥

▪ 序列卷积

𝑥𝑥1[𝑘𝑘] ∗ 𝑥𝑥2[𝑘𝑘]
𝒵𝒵

𝑋𝑋1(𝑧𝑧)𝑋𝑋2(𝑧𝑧)

𝑧𝑧 ∈ 𝑅𝑅𝑥𝑥1 ∩ 𝑅𝑅𝑥𝑥2



单边Z变换的主要性质

▪ 已知𝑥𝑥[𝑛𝑛]
𝒵𝒵

𝑋𝑋(𝑧𝑧), 𝑧𝑧 > 𝑅𝑅𝑥𝑥

▪ 初值与终值定理

𝑥𝑥[0] = lim
𝑧𝑧→∞

𝑋𝑋 (𝑧𝑧)

若(𝑧𝑧 − 1)𝑋𝑋(𝑧𝑧)的收敛域包含单位圆，则

𝑥𝑥[∞] = lim
𝑧𝑧→1

( 𝑧𝑧 − 1)𝑋𝑋(𝑧𝑧)



单边Z变换的主要性质

已知𝑋𝑋 𝑧𝑧 = 1
1−𝑎𝑎𝑧𝑧−1

, |𝑧𝑧| > |𝑎𝑎| 求𝑥𝑥[0]， 𝑥𝑥[1]和 𝑥𝑥[∞]

▪ 根据初值定理

𝑥𝑥 0 = lim
𝑧𝑧→∞

𝑋𝑋 𝑧𝑧 = lim
𝑧𝑧→∞

1
1 − 𝑎𝑎𝑧𝑧−1

= 1

▪ 根据位移特性有

𝑥𝑥[𝑛𝑛 + 1]𝑢𝑢[𝑛𝑛]
𝒵𝒵

𝑧𝑧{𝑋𝑋(𝑧𝑧) − 𝑥𝑥[0]}

▪ 对上式应用初值定理，即得

𝑥𝑥[1] = lim
𝑧𝑧→∞

𝑧𝑧 {𝑋𝑋(𝑧𝑧) − 𝑥𝑥[0]} = lim
𝑧𝑧→∞

𝑎𝑎
1 − 𝑎𝑎𝑧𝑧−1

= 𝑎𝑎

▪ 当|𝑎𝑎| < 1时，(𝑧𝑧 − 1)𝑋𝑋(𝑧𝑧)的收敛域包含单位圆，由终值定理，有

𝑥𝑥[∞] = lim
𝑧𝑧→1

( 𝑧𝑧 − 1)𝑋𝑋(𝑧𝑧) = lim
𝑧𝑧→1

𝑧𝑧 − 1
1 − 𝑎𝑎𝑧𝑧−1

= 0

𝑍𝑍 𝑥𝑥[𝑛𝑛 + 𝑘𝑘]𝑢𝑢[𝑛𝑛] = 𝑧𝑧𝑘𝑘 𝑋𝑋 𝑧𝑧 −�
𝑛𝑛=0

𝑘𝑘−1

𝑥𝑥 𝑛𝑛 𝑧𝑧−𝑛𝑛 , |z| > 𝑅𝑅𝑥𝑥



Z变换的性质

Z变换性质 内容

线性特性 𝑎𝑎𝑥𝑥1 𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2 𝑛𝑛
𝒵𝒵

𝑎𝑎𝑋𝑋1 𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑋𝑋2 𝑧𝑧 , 𝑧𝑧 > max(𝑅𝑅𝑥𝑥𝑥,𝑅𝑅𝑥𝑥𝑥)

因果序列位移特性 𝑥𝑥 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 𝑢𝑢 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘
𝒵𝒵

𝑧𝑧−𝑘𝑘𝑋𝑋 𝑧𝑧 , |𝑧𝑧| > 𝑅𝑅𝑥𝑥

非因果序列的位移 𝑍𝑍 𝑥𝑥[𝑛𝑛 − 𝑘𝑘]𝑢𝑢[𝑛𝑛] = 𝑧𝑧−𝑘𝑘 𝑋𝑋 𝑧𝑧 + �
𝑛𝑛=−𝑘𝑘

−1

𝑥𝑥 𝑛𝑛 𝑧𝑧−𝑛𝑛 , |z| > 𝑅𝑅𝑥𝑥

指数加权特性 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑛𝑛
𝒵𝒵

𝑋𝑋
𝑧𝑧
𝑎𝑎 , ROC = 𝑎𝑎 𝑅𝑅𝑥𝑥

𝑧𝑧域微分特性 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑛𝑛
𝒵𝒵

− 𝑧𝑧
d𝑋𝑋 𝑧𝑧
d𝑧𝑧 , ROC = 𝑅𝑅𝑥𝑥

序列卷积 𝑥𝑥1[𝑘𝑘] ∗ 𝑥𝑥2[𝑘𝑘]
𝒵𝒵

𝑋𝑋1(𝑧𝑧)𝑋𝑋2(𝑧𝑧)， 𝑧𝑧 ∈ 𝑅𝑅𝑥𝑥1 ∩ 𝑅𝑅𝑥𝑥2

初值与终值定理 𝑥𝑥[0] = lim
𝑧𝑧→∞

𝑋𝑋 (𝑧𝑧)，𝑥𝑥[∞] = lim
𝑧𝑧→1

( 𝑧𝑧 − 1)𝑋𝑋(𝑧𝑧)



Z变换与拉普拉斯变换性质对比
Z变换性质 内容 拉普拉斯变换性质 内容

线性特性 𝑎𝑎𝑥𝑥1 𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2 𝑛𝑛
𝒵𝒵

𝑎𝑎𝑋𝑋1 𝑧𝑧 + 𝑏𝑏𝑋𝑋2 𝑧𝑧 线性特性 𝑎𝑎1𝑥𝑥1 𝑡𝑡 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥2 𝑡𝑡 ↔
ℒ
𝑎𝑎1𝑋𝑋1 𝑠𝑠 + 𝑎𝑎2𝑋𝑋2 𝑠𝑠

因果序列位移
特性 𝑥𝑥 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 𝑢𝑢 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘

𝒵𝒵
𝑧𝑧−𝑘𝑘𝑋𝑋 𝑧𝑧 时移特性 𝑥𝑥 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0 𝑢𝑢 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0 ↔

ℒ
𝑒𝑒−𝑠𝑠𝑡𝑡0𝑋𝑋 𝑠𝑠

非因果序列的
位移

𝑍𝑍 𝑥𝑥[𝑛𝑛 − 𝑘𝑘]𝑢𝑢[𝑛𝑛]

= 𝑧𝑧−𝑘𝑘 𝑋𝑋 𝑧𝑧 + �
𝑛𝑛=−𝑘𝑘

−1

𝑥𝑥 𝑛𝑛 𝑧𝑧−𝑛𝑛
展缩特性

（尺度变换）
𝑥𝑥 𝑎𝑎𝑡𝑡 ↔

ℒ 1
𝑎𝑎 𝑋𝑋

𝑠𝑠
𝑎𝑎

指数加权特性 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑛𝑛
𝒵𝒵

𝑋𝑋
𝑧𝑧
𝑎𝑎 指数加权特性 𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔

ℒ
𝑋𝑋 𝑠𝑠 + 𝜆𝜆

𝑧𝑧域微分特性 𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑛𝑛
𝒵𝒵

− 𝑧𝑧
d𝑋𝑋 𝑧𝑧
d𝑧𝑧

𝑠𝑠域微分 −𝑡𝑡𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔
ℒ d𝑋𝑋 𝑠𝑠

d𝑠𝑠

序列卷积 𝑥𝑥1[𝑘𝑘] ∗ 𝑥𝑥2[𝑘𝑘]
𝒵𝒵

𝑋𝑋1(𝑧𝑧)𝑋𝑋2(𝑧𝑧)
卷积特性
乘积特性

𝑥𝑥1 𝑡𝑡 ∗ 𝑥𝑥2 𝑡𝑡 ↔
ℒ
𝑋𝑋1 𝑠𝑠 𝑋𝑋2 𝑠𝑠

𝑥𝑥1 𝑡𝑡 𝑥𝑥2 𝑡𝑡 ↔
ℒ 1
2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑋𝑋1 𝑠𝑠 ∗ 𝑋𝑋2 𝑠𝑠

初/终值定理 𝑥𝑥[0] = lim
𝑧𝑧→∞

𝑋𝑋 (𝑧𝑧)，𝑥𝑥[∞] = lim
𝑧𝑧→1

( 𝑧𝑧 − 1)𝑋𝑋(𝑧𝑧) 初/终值定理 𝑥𝑥 0+ = lim
𝑠𝑠→∞

𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑠𝑠 ,𝑥𝑥 ∞ = lim
𝑠𝑠→0

𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑠𝑠

微/积分特性

d𝑥𝑥 𝑡𝑡
d𝑡𝑡

↔
ℒ
𝑠𝑠𝑋𝑋 𝑠𝑠 − 𝑥𝑥 0_ , 

�
−∞

𝑡𝑡
𝑥𝑥 𝜏𝜏 d𝜏𝜏↔

ℒ 𝑋𝑋 𝑠𝑠
𝑠𝑠 +

𝑥𝑥−1 0_
𝑠𝑠



如何描述一个系统

3. Z反变换及其应用：

Z变换求解差分方程

1. Z变换的定义：

复频域分析的推广

2. Z变换的性质：

离散信号的复频域分析



单边Z反变换

▪ 单边Z反变换的定义

𝑥𝑥[𝑛𝑛] =
1

2πj�𝑐𝑐
𝑋𝑋(𝑧𝑧)𝑧𝑧𝑘𝑘−1d𝑧𝑧

▪ 𝐶𝐶为𝑋𝑋(𝑧𝑧)的ROC中的一闭合曲线

▪ 计算方法：

▪ 幂级数展开和长除法

▪ 留数计算法

▪ 部分分式展开



常见信号的Z变换

信号 形式1 形式2
𝛿𝛿 𝑛𝑛 1 1

𝑢𝑢 𝑛𝑛
1

1 − 𝑧𝑧−1
𝑧𝑧

𝑧𝑧 − 1

𝑛𝑛𝑢𝑢[𝑛𝑛] 𝑧𝑧−1

1 − 𝑧𝑧−1 2

𝑧𝑧
𝑧𝑧 − 1 2

𝑎𝑎𝑛𝑛𝑢𝑢[𝑛𝑛]
1

1 − 𝑎𝑎𝑧𝑧−1
𝑧𝑧

𝑧𝑧 − 𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛𝑢𝑢 𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑧𝑧−1

1 − 𝑎𝑎𝑧𝑧−1 2

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑧𝑧 − 𝑎𝑎 2

cos(𝜔𝜔0𝑛𝑛)𝑢𝑢 𝑛𝑛
1 − cos𝜔𝜔0 𝑧𝑧−1

1 − 2𝑧𝑧−1 cos𝜔𝜔0 + 𝑧𝑧−2
𝑧𝑧 𝑧𝑧 − cos𝜔𝜔0

𝑧𝑧2 − 2𝑧𝑧 cos𝜔𝜔0 + 1

sin(𝜔𝜔0𝑛𝑛)𝑢𝑢[𝑛𝑛]
sin𝜔𝜔0 𝑧𝑧−1

1 − 2𝑧𝑧−1 cos𝜔𝜔0 + 𝑧𝑧−2
𝑧𝑧 ⋅ sin𝜔𝜔0

𝑧𝑧2 − 2𝑧𝑧 cos𝜔𝜔0 + 1

𝛼𝛼𝑛𝑛 sin(𝜔𝜔0𝑛𝑛)𝑢𝑢[𝑛𝑛]
𝛼𝛼 sin𝜔𝜔0 𝑧𝑧−1

1 − 2𝛼𝛼 𝑧𝑧−1 cos𝜔𝜔0 + 𝛼𝛼2𝑧𝑧−2
𝛼𝛼 sin𝜔𝜔0 𝑧𝑧2

𝑧𝑧2 − 2𝛼𝛼 𝑧𝑧 cos𝜔𝜔0 + 𝛼𝛼2



单边Z反变换

▪ 部分分式法：将Z变换结果表示为

𝑋𝑋(𝑧𝑧) =
𝐵𝐵(𝑧𝑧)
𝐴𝐴(𝑧𝑧)

=
𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1𝑧𝑧−1 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑚𝑚𝑧𝑧−𝑚𝑚

1 + 𝑎𝑎1𝑧𝑧−1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑧𝑧−𝑛𝑛

▪ 考虑𝑚𝑚 < 𝑛𝑛，分母多项式无重根

𝑋𝑋(𝑧𝑧) = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛
𝑟𝑟𝑖𝑖

1 − 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑧𝑧−1

▪各部分分式的系数为

𝑟𝑟𝑖𝑖 = 1 − 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑧𝑧−1 𝑋𝑋 𝑧𝑧 �
𝑧𝑧=𝑝𝑝𝑖𝑖



单边Z反变换

▪ 部分分式法：将Z变换结果表示为

𝑋𝑋(𝑧𝑧) =
𝐵𝐵(𝑧𝑧)
𝐴𝐴(𝑧𝑧)

=
𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1𝑧𝑧−1 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑚𝑚𝑧𝑧−𝑚𝑚

1 + 𝑎𝑎1𝑧𝑧−1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑧𝑧−𝑛𝑛

▪ 𝑚𝑚 < 𝑛𝑛，分母多项式在𝑧𝑧 = 𝑢𝑢处有𝑙𝑙阶重极点

𝑋𝑋(𝑧𝑧) = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛−𝑙𝑙
𝑟𝑟𝑖𝑖

1 − 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑧𝑧−1
+ �

𝑖𝑖=0

𝑙𝑙−1
𝑞𝑞𝑖𝑖

(1 − 𝑢𝑢𝑧𝑧−1)𝑙𝑙−𝑖𝑖

𝑞𝑞𝑖𝑖 =
1

(−𝑢𝑢)𝑖𝑖𝑖𝑖!
d𝑖𝑖

d(𝑧𝑧−1)𝑖𝑖
(1 − 𝑢𝑢𝑧𝑧−1)𝑙𝑙𝑋𝑋(𝑧𝑧) �

𝑧𝑧=𝑢𝑢
, 𝑖𝑖 = 0, … 𝑙𝑙 − 1



单边Z反变换

▪ 部分分式法：将Z变换结果表示为

𝑋𝑋(𝑧𝑧) =
𝐵𝐵(𝑧𝑧)
𝐴𝐴(𝑧𝑧)

=
𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1𝑧𝑧−1 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑚𝑚𝑧𝑧−𝑚𝑚

1 + 𝑎𝑎1𝑧𝑧−1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑧𝑧−𝑛𝑛

▪ 考虑𝑚𝑚 ≥ 𝑛𝑛

𝑋𝑋(𝑧𝑧) = �
𝑖𝑖=1

𝑚𝑚−𝑛𝑛

𝑘𝑘𝑖𝑖𝑧𝑧−𝑖𝑖 +
𝐵𝐵1(𝑧𝑧−1)
𝐴𝐴(𝑧𝑧−1)

多项式

根据前两种情况处理



单边Z反变换

已知𝑋𝑋 𝑧𝑧 = 𝑧𝑧2

𝑧𝑧2+𝑎𝑎2
= 1

1+𝑎𝑎2𝑧𝑧−2
, 𝑧𝑧 > 𝑎𝑎, 求𝑥𝑥[𝑛𝑛]

▪ 根据𝑋𝑋(𝑧𝑧)有一对共轭复根，由于

sin(𝜔𝜔0𝑛𝑛)𝑢𝑢[𝑛𝑛]
𝒵𝒵 sin𝜔𝜔0 𝑧𝑧−1

1 − 2𝑧𝑧−1 cos𝜔𝜔0 + 𝑧𝑧−2

▪ 可得

sin[𝜔𝜔0(𝑛𝑛 + 1)]𝑢𝑢[𝑛𝑛 + 1]
𝒵𝒵 sin𝜔𝜔0

1 − 2𝑧𝑧−1 cos𝜔𝜔0 + 𝑧𝑧−2



单边Z反变换

已知𝑋𝑋(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧2

𝑧𝑧2+𝑎𝑎2
= 1

1+𝑎𝑎2𝑧𝑧−2
, 𝑧𝑧 > 𝑎𝑎, 求𝑥𝑥[𝑛𝑛]

▪ 由于

𝑋𝑋(𝑧𝑧) =
1

1 + (𝑧𝑧/𝑎𝑎)−2

▪ 针对𝑋𝑋1(𝑧𝑧) = 1
1+𝑧𝑧−2

，可得

𝑥𝑥1[𝑛𝑛] = sin[
π
2

(𝑛𝑛 + 1)]𝑢𝑢[𝑛𝑛 + 1]

▪ 由指数加权性质

𝑥𝑥[𝑛𝑛] = 𝑎𝑎𝑛𝑛 sin[
π
2

(𝑛𝑛 + 1)]𝑢𝑢[𝑛𝑛 + 1]



单边Z反变换

已知𝑋𝑋(𝑧𝑧) = 2𝑧𝑧2−0.5𝑧𝑧
𝑧𝑧2−0.5𝑧𝑧−0.5

𝑧𝑧 > 1, 求𝑥𝑥[𝑛𝑛]

▪ 将𝑋𝑋(𝑧𝑧)化为𝑧𝑧的负幂，可得

𝑋𝑋(𝑧𝑧) =
2 − 0.5𝑧𝑧−1

1 − 0.5𝑧𝑧−1 − 0.5𝑧𝑧−2
=

𝐴𝐴
1 − 𝑧𝑧−1

+
𝐵𝐵

1 + 0.5𝑧𝑧−1

▪ 可求得

𝐴𝐴 = 1 − 𝑧𝑧−1 𝑋𝑋 𝑧𝑧 �
𝑧𝑧=1

=
2 − 0.5𝑧𝑧−1

1 + 0.5𝑧𝑧−1
�
𝑧𝑧=1

= 1

𝐵𝐵 = (1 + 0.5𝑧𝑧−1)𝑋𝑋(𝑧𝑧) �
𝑧𝑧=−0.5

=
2 − 0.5𝑧𝑧−1

1 − 𝑧𝑧−1
�
𝑧𝑧=−0.5

= 1

▪ 将𝑋𝑋(𝑧𝑧)进行𝑍𝑍反变换，可得
𝑥𝑥[𝑛𝑛] = 𝑍𝑍−1{𝑋𝑋(𝑧𝑧)} = 𝑢𝑢[𝑛𝑛] + (−0.5)𝑛𝑛𝑢𝑢[𝑛𝑛]



单边Z反变换

已知𝑋𝑋 𝑧𝑧 = 2
(1−2𝑧𝑧−1)2(1−4𝑧𝑧−1)

, z > 4, 求𝑥𝑥[𝑛𝑛]

▪ 由于

𝑋𝑋(𝑧𝑧) =
𝐴𝐴

(1 − 2𝑧𝑧−1)2
+

𝐵𝐵
1 − 2𝑧𝑧−1

+
𝐶𝐶

1 − 4𝑧𝑧−1

▪ 可求得

𝐴𝐴 = (1 − 2𝑧𝑧−1)2𝑋𝑋 𝑧𝑧 �
𝑧𝑧=2

=
2

1 − 4𝑧𝑧−1
= −2

𝐵𝐵 =
1

(−2)
d[𝑋𝑋(𝑧𝑧)(1 − 2𝑧𝑧−1)2]

d𝑧𝑧−1
�
𝑧𝑧=2

=
1
−2

d
d𝑧𝑧−1

2
1 − 4𝑧𝑧−1

�
𝑧𝑧=2

= −4

𝐶𝐶 = 1 − 4𝑧𝑧−1 𝑋𝑋(𝑧𝑧) �
𝑧𝑧=4

= 8

进行Z反变换，得
𝑥𝑥[𝑛𝑛] = [−2(𝑛𝑛 + 1)2𝑛𝑛 − 4 ⋅ 2𝑛𝑛 + 8 ⋅ 4𝑛𝑛]𝑢𝑢[𝑛𝑛]



单边Z反变换（另一种分解方式）

已知𝑋𝑋 𝑧𝑧 = 2
(1−2𝑧𝑧−1)2(1−4𝑧𝑧−1)

, z > 4, 求𝑥𝑥[𝑛𝑛]

▪ 可转化为

𝑋𝑋 𝑧𝑧 =
2𝑧𝑧3

𝑧𝑧 − 2 2 𝑧𝑧 − 4

▪ 针对𝑋𝑋 𝑧𝑧
𝑧𝑧

进行分解

𝑋𝑋 𝑧𝑧
𝑧𝑧

=
𝐴𝐴

(𝑧𝑧 − 2)2
+

𝐵𝐵
𝑧𝑧 − 2

+
𝐶𝐶

𝑧𝑧 − 4

▪ 可求得

𝐶𝐶 = 𝑧𝑧 − 4
𝑋𝑋 𝑧𝑧
𝑧𝑧

�
𝑧𝑧=4

= 8



单边Z反变换（另一种分解方式）

已知𝑋𝑋 𝑧𝑧 = 2
(1−2𝑧𝑧−1)2(1−4𝑧𝑧−1)

, z > 4, 求𝑥𝑥[𝑛𝑛]

𝑋𝑋 𝑧𝑧
𝑧𝑧

=
𝐴𝐴

(𝑧𝑧 − 2)2
+

𝐵𝐵
𝑧𝑧 − 2

+
𝐶𝐶

𝑧𝑧 − 4

▪ 可求得

𝐴𝐴 = 𝑧𝑧 − 2 2 𝑋𝑋 𝑧𝑧
𝑧𝑧

�
𝑧𝑧=2

= −4

𝐵𝐵 =
d

d𝑧𝑧
𝑧𝑧 − 2 2 𝑋𝑋 𝑧𝑧

𝑧𝑧
|𝑧𝑧=2 = −6

▪ 因此

𝑋𝑋 𝑧𝑧 =
−4𝑧𝑧

(𝑧𝑧 − 2)2
+
−6𝑧𝑧
𝑧𝑧 − 2

+
8𝑧𝑧
𝑧𝑧 − 4

8 ⋅ 4𝑛𝑛𝑢𝑢 𝑛𝑛−6 ⋅ 2𝑛𝑛𝑢𝑢 𝑛𝑛−2 ⋅ 𝑛𝑛2𝑛𝑛𝑢𝑢 𝑛𝑛



离散时间系统响应的𝑧𝑧域分析

▪ 使用Z变换求解差分方程

时域差分方程 时域响应𝑦𝑦[𝑛𝑛]

𝑧𝑧域响应𝑌𝑌(𝑧𝑧)

变
换

反
变
换

解差分方程

解代数方程
𝑧𝑧域代数方程



二阶系统响应的z域求解

▪ 针对差分方程，已知初始状态为𝑦𝑦[−1],𝑦𝑦[−2]，求解
𝑦𝑦 𝑛𝑛 + 𝑎𝑎1𝑦𝑦 𝑛𝑛 − 1 + 𝑎𝑎2𝑦𝑦 𝑛𝑛 − 2 = 𝑏𝑏0𝑥𝑥 𝑛𝑛 + 𝑏𝑏1𝑥𝑥 𝑛𝑛 − 1 , 𝑛𝑛 ≥ 0

▪ 对差分方程两边做𝑍𝑍变换，利用
𝒵𝒵{𝑦𝑦[𝑛𝑛 − 1]𝑢𝑢[𝑛𝑛]} = 𝑧𝑧−1𝑌𝑌(𝑧𝑧) + 𝑦𝑦[−1]

𝒵𝒵{𝑦𝑦[𝑛𝑛 − 2]𝑢𝑢[𝑛𝑛]} = 𝑧𝑧−2𝑌𝑌(𝑧𝑧) + 𝑦𝑦[−1]𝑧𝑧−1 + 𝑦𝑦[−2]

▪ 可得

𝑌𝑌(𝑧𝑧) + 𝑎𝑎1𝑧𝑧−1𝑌𝑌(𝑧𝑧) + 𝑎𝑎1𝑦𝑦[−1] + 𝑎𝑎2𝑧𝑧−2𝑌𝑌(𝑧𝑧) + 𝑎𝑎2𝑦𝑦[−2] + 𝑎𝑎2𝑦𝑦[−1]𝑧𝑧−1

= 𝑏𝑏0𝑋𝑋(𝑧𝑧) + 𝑏𝑏1𝑧𝑧−1𝑋𝑋(𝑧𝑧)



二阶系统响应的z域求解

▪ 整理𝑌𝑌 𝑧𝑧 可得

𝑌𝑌(𝑧𝑧) =
−𝑎𝑎1𝑦𝑦[−1] − 𝑎𝑎2𝑦𝑦[−2] − 𝑎𝑎2𝑦𝑦[−1]𝑧𝑧−1

1 + 𝑎𝑎1𝑧𝑧−1 + 𝑎𝑎2𝑧𝑧−2
+

𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1𝑧𝑧−1

1 + 𝑎𝑎1𝑧𝑧−1 + 𝑎𝑎2𝑧𝑧−2
𝑋𝑋(𝑧𝑧)

▪ 因此有

𝑌𝑌𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑧𝑧) = −
𝑎𝑎1𝑦𝑦[−1] + 𝑎𝑎2𝑦𝑦[−2] + 𝑎𝑎2𝑦𝑦[−1]𝑧𝑧−1

1 + 𝑎𝑎1𝑧𝑧−1 + 𝑎𝑎2𝑧𝑧−2

𝑌𝑌𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧 =
𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1𝑧𝑧−1

1 + 𝑎𝑎1𝑧𝑧−1 + 𝑎𝑎2𝑧𝑧−2
𝑋𝑋 𝑧𝑧

综合可得𝑦𝑦 𝑛𝑛 = 𝒵𝒵−1 𝑌𝑌𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧 + 𝑌𝑌𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧

𝑌𝑌𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑧𝑧)

𝑌𝑌𝑧𝑧𝑧𝑧 (𝑧𝑧)



二阶系统响应的z域求解

某离散LTI系统满足 𝑦𝑦[𝑛𝑛] − 4𝑦𝑦[𝑛𝑛 − 1] + 4𝑦𝑦[𝑛𝑛 − 2] = 4𝑥𝑥[𝑛𝑛], 已知𝑦𝑦[−1] = 0，𝑦𝑦[−2] =
2，𝑥𝑥[𝑛𝑛] = −3 𝑛𝑛 𝑢𝑢[𝑛𝑛]，求𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑛𝑛 , 𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑛𝑛 ,𝑦𝑦 𝑛𝑛 .

▪ 将差分方程两边进行单边Z变换得

𝑌𝑌 𝑧𝑧 − 4 𝑧𝑧−1𝑌𝑌 𝑧𝑧 − 𝑦𝑦 −1

+4{𝑧𝑧−2𝑌𝑌(𝑧𝑧) + 𝑧𝑧−1𝑦𝑦[−1] + 𝑦𝑦[−2]} = 4𝑋𝑋(𝑧𝑧)

▪ 求解此代数方程可得系统完全响应的z域表示式

𝑌𝑌(𝑧𝑧) =
4𝑦𝑦[−1] − 4𝑧𝑧−1𝑦𝑦[−1] − 4𝑦𝑦[−2]

1 − 4𝑧𝑧−1 + 4𝑧𝑧−2 +
4𝑋𝑋(𝑧𝑧)

1 − 4𝑧𝑧−1 + 4𝑧𝑧−2

𝑌𝑌𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑧𝑧)

𝑌𝑌𝑧𝑧𝑧𝑧 (𝑧𝑧)



二阶系统响应的z域求解

某离散LTI系统满足 𝑦𝑦[𝑛𝑛] − 4𝑦𝑦[𝑛𝑛 − 1] + 4𝑦𝑦[𝑛𝑛 − 2] = 4𝑥𝑥[𝑛𝑛],已知𝑦𝑦[−1] = 0，𝑦𝑦[−2] =
2，𝑥𝑥[𝑛𝑛] = −3 𝑛𝑛 𝑢𝑢[𝑛𝑛]，由𝑧𝑧域求𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑛𝑛 ,𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑛𝑛 ,𝑦𝑦 𝑛𝑛 .

▪ 化简𝑌𝑌𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧 ：

𝑌𝑌𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧 =
4𝑦𝑦[−1] − 4𝑧𝑧−1𝑦𝑦[−1] − 4𝑦𝑦[−2]

1 − 4𝑧𝑧−1 + 4𝑧𝑧−2 =
−8

(1 − 2𝑧𝑧−1)2

▪ 可得
𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧𝑧[𝑛𝑛] = 𝒵𝒵−1 𝑌𝑌𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧 = −8𝑛𝑛(2)𝑛𝑛 − 8(2)𝑛𝑛, 𝑛𝑛 ≥ 0



二阶系统响应的z域求解

某离散LTI系统满足 𝑦𝑦[𝑛𝑛] − 4𝑦𝑦[𝑛𝑛 − 1] + 4𝑦𝑦[𝑛𝑛 − 2] = 4𝑥𝑥[𝑛𝑛],已知𝑦𝑦[−1] = 0，𝑦𝑦[−2] =
2，𝑥𝑥[𝑛𝑛] = −3 𝑛𝑛 𝑢𝑢[𝑛𝑛]，由𝑧𝑧域求𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑛𝑛 ,𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑛𝑛 ,𝑦𝑦 𝑛𝑛 .

▪ 化简𝑌𝑌𝑧𝑧𝑠𝑠 𝑧𝑧 ：

𝑌𝑌𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧 =
4

1 − 4𝑧𝑧−1 + 4𝑧𝑧−2
1

1 + 3𝑧𝑧−1 =
1.6

(1 − 2𝑧𝑧−1)2 +
0.96

1 − 2𝑧𝑧−1 +
1.44

1 + 3𝑧𝑧−1

▪ 可得
𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧𝑧[𝑛𝑛] = 𝒵𝒵−1{𝑌𝑌𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑧𝑧)} = [1.6 𝑛𝑛 + 1 2 𝑛𝑛 + 0.96 2 𝑛𝑛 + 1.44 −3 𝑛𝑛]𝑢𝑢[𝑛𝑛]

𝑦𝑦 𝑛𝑛 = 𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑛𝑛 + 𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑛𝑛 = −6.4𝑛𝑛 2 𝑛𝑛 − 5.44 2 𝑛𝑛 + 1.44 −3 𝑛𝑛,𝑛𝑛 ≥ 0



二阶系统响应的z域求解

已知一LTI离散系统满足差分方程

�2𝑦𝑦[𝑛𝑛 + 2] + 3𝑦𝑦[𝑛𝑛 + 1] + 𝑦𝑦[𝑛𝑛] = 𝑥𝑥[𝑛𝑛 + 2] + 𝑥𝑥[𝑛𝑛 + 1] − 𝑥𝑥[𝑛𝑛] 𝑛𝑛 ≥ 0
𝑦𝑦[−1] = 2,𝑦𝑦[−2] = −1, 𝑥𝑥[𝑛𝑛] = 𝑢𝑢[𝑛𝑛]

由𝑧𝑧域求系统零输入响应，零状态响应和完全响应

▪ 令𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 − 2
2𝑦𝑦[𝑛𝑛] + 3𝑦𝑦[𝑛𝑛 − 1] + 𝑦𝑦[𝑛𝑛 − 2] = 𝑥𝑥[𝑛𝑛] + 𝑥𝑥[𝑛𝑛 − 1] − 𝑥𝑥[𝑛𝑛 − 2]

▪ 对差分方程两边做Z变换
2𝑌𝑌(𝑧𝑧) + 3(𝑧𝑧−1𝑌𝑌(𝑧𝑧) + 𝑦𝑦[−1]) + (𝑧𝑧−2𝑌𝑌(𝑧𝑧) + 𝑦𝑦 −1 𝑧𝑧−1 + 𝑦𝑦[−2])

= (1 + 𝑧𝑧−1 − 𝑧𝑧−2)𝑋𝑋(𝑧𝑧)

可得

𝑌𝑌 𝑧𝑧 = −
3𝑦𝑦 −1 + 𝑦𝑦 −1 𝑧𝑧−1 + 𝑦𝑦 −2

2 + 3𝑧𝑧−1 + 𝑧𝑧−2
+

1 + 𝑧𝑧−1 − 𝑧𝑧−2

2 + 3𝑧𝑧−1 + 𝑧𝑧−2
𝑋𝑋(𝑧𝑧)



二阶系统响应的z域求解

已知一LTI离散系统满足差分方程

�2𝑦𝑦[𝑛𝑛 + 2] + 3𝑦𝑦[𝑛𝑛 + 1] + 𝑦𝑦[𝑛𝑛] = 𝑥𝑥[𝑛𝑛 + 2] + 𝑥𝑥[𝑛𝑛 + 1] − 𝑥𝑥[𝑛𝑛] 𝑛𝑛 ≥ 0
𝑦𝑦[−1] = 2,𝑦𝑦[−2] = −1, 𝑥𝑥[𝑛𝑛] = 𝑢𝑢[𝑛𝑛]

由z域求系统零输入响应，零状态响应和完全响应

▪ 零输入响应为

𝑌𝑌𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑧𝑧) = −
3𝑦𝑦[−1] + 𝑦𝑦[−1]𝑧𝑧−1 + 𝑦𝑦[−2]

2 + 3𝑧𝑧−1 + 𝑧𝑧−2
= −

5 + 2𝑧𝑧−1

2 + 3𝑧𝑧−1 + 𝑧𝑧−2

=
−3

1 + 𝑧𝑧−1
+

0.5
1 + 0.5𝑧𝑧−1

▪ 因此
𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧𝑧[𝑛𝑛] = 𝒵𝒵−1{𝑌𝑌𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑧𝑧)} = 3(−1)𝑛𝑛+1 − (−0.5)𝑛𝑛+1,𝑛𝑛 ≥ 0



二阶系统响应的z域求解

已知一LTI离散系统满足差分方程

�2𝑦𝑦[𝑛𝑛 + 2] + 3𝑦𝑦[𝑛𝑛 + 1] + 𝑦𝑦[𝑛𝑛] = 𝑥𝑥[𝑛𝑛 + 2] + 𝑥𝑥[𝑛𝑛 + 1] − 𝑥𝑥[𝑛𝑛] 𝑛𝑛 ≥ 0
𝑦𝑦[−1] = 2,𝑦𝑦[−2] = −1, 𝑥𝑥[𝑛𝑛] = 𝑢𝑢[𝑛𝑛]

由z域求系统零输入响应，零状态响应和完全响应

▪ 由于

𝑢𝑢[𝑛𝑛]
𝒵𝒵 1

1 − 𝑧𝑧−1

▪ 零状态响应为

𝑌𝑌zs(𝑧𝑧) =
(1 + 𝑧𝑧−1 − 𝑧𝑧−2)
2 + 3𝑧𝑧−1 + 𝑧𝑧−2

1
1 − 𝑧𝑧−1

=
1/6

1 − 𝑧𝑧−1
+

−0.5
1 + 𝑧𝑧−1

+
5/6

1 + 0.5𝑧𝑧−1

▪ 因此
𝑦𝑦zs[𝑛𝑛] = 𝑍𝑍−1{𝑌𝑌zs(𝑧𝑧)} = {1/6 − 0.5(−1)𝑛𝑛 + (5/6)(−0.5)𝑛𝑛}𝑢𝑢[𝑛𝑛]



系统函数

▪ 系统在零状态条件下，输出的Z变换与输入的Z变换之比，记为𝐻𝐻 𝑧𝑧

𝐻𝐻(𝑧𝑧) =
𝒵𝒵{𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧𝑧[𝑛𝑛]}
𝒵𝒵{𝑥𝑥[𝑛𝑛]} =

𝑌𝑌𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑧𝑧)
𝑋𝑋(𝑧𝑧)

▪ 𝐻𝐻(𝑧𝑧)与ℎ[𝑛𝑛]的关系

▪ 因此

𝐻𝐻(𝑧𝑧) =
𝒵𝒵 𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑛𝑛
𝒵𝒵 𝛿𝛿 𝑛𝑛 =

𝒵𝒵 ℎ 𝑛𝑛
1 = 𝒵𝒵 ℎ 𝑛𝑛

有𝐻𝐻(𝑧𝑧) = 𝒵𝒵{ℎ[𝑛𝑛]}， ℎ[𝑛𝑛] = 𝒵𝒵−1[𝐻𝐻(𝑧𝑧)]

ℎ[𝑛𝑛]𝛿𝛿[𝑛𝑛] 𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑛𝑛 = 𝛿𝛿 𝑛𝑛 ∗ ℎ[𝑛𝑛] = ℎ[𝑛𝑛]



系统函数

▪ 求零状态响应

▪ 求𝐻𝐻(𝑧𝑧)的方法
▪ 由系统的单位脉冲响应求解：𝐻𝐻(𝑧𝑧) = 𝑍𝑍 ℎ 𝑛𝑛

▪由定义

▪由系统的差分方程写出𝐻𝐻(𝑧𝑧)

ℎ[𝑛𝑛]
𝐻𝐻(𝑧𝑧)

𝑥𝑥[𝑛𝑛] 𝑦𝑦𝑧𝑧𝑧𝑧[𝑛𝑛] = 𝑥𝑥[𝑛𝑛] ∗ ℎ[𝑛𝑛]

𝑋𝑋(𝑧𝑧) 𝑌𝑌𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧 = 𝑋𝑋(𝑧𝑧)𝐻𝐻(𝑧𝑧)



系统函数

求单位延时器𝑦𝑦[𝑛𝑛] = 𝑥𝑥[𝑛𝑛 − 1]的系统函数H(z)。

▪ 设

𝑥𝑥[𝑛𝑛]
𝒵𝒵

𝑋𝑋(𝑧𝑧)

▪ 利用z变换的位移特性，有

𝑥𝑥[𝑛𝑛 − 1]
𝒵𝒵

𝑧𝑧−1𝑋𝑋(𝑧𝑧)

▪ 根据系统函数的定义，可得

𝐻𝐻(𝑧𝑧) =
𝑌𝑌zs(𝑧𝑧)
𝑋𝑋(𝑧𝑧) =

𝑧𝑧−1𝑋𝑋(𝑧𝑧)
𝑋𝑋(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧−1

▪ 即单位延时器的系统函数𝐻𝐻(𝑧𝑧)为𝑧𝑧−1



系统函数

▪ 离散系统使用差分方程
𝑦𝑦 𝑛𝑛 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑛𝑛 − 1 = 𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑛𝑛

描述，求系统函数𝐻𝐻 𝑧𝑧 和ℎ 𝑛𝑛

▪ 两边同时做Z变换
𝑌𝑌 𝑧𝑧 − 𝑎𝑎𝑧𝑧−1𝑌𝑌 𝑧𝑧 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 −1 = 𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑧𝑧

即

𝑌𝑌 𝑧𝑧 =
𝑏𝑏

1 − 𝑎𝑎𝑧𝑧−1 𝑋𝑋 𝑧𝑧 +
𝑎𝑎𝑎𝑎 −1

1 − 𝑎𝑎𝑧𝑧−1

零状态下𝑦𝑦 −1 = 0，

𝐻𝐻 𝑧𝑧 =
𝑏𝑏

1 − 𝑎𝑎𝑧𝑧−1 ，ℎ 𝑛𝑛 = 𝑏𝑏𝑎𝑎𝑛𝑛𝑢𝑢 𝑛𝑛



系统函数的零极点分布

▪ 系统函数可以表达为零极点增益形式，即

𝐻𝐻(𝑧𝑧) =
𝑁𝑁(𝑧𝑧)
𝐷𝐷(𝑧𝑧) = 𝐾𝐾

(𝑧𝑧 − 𝑟𝑟1)(𝑧𝑧 − 𝑟𝑟2)⋯ (𝑧𝑧 − 𝑟𝑟𝑚𝑚)
(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧2)⋯ (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧𝑛𝑛)

▪ 𝐷𝐷(𝑧𝑧) = 0的根是𝐻𝐻(𝑧𝑧)的极点，在z平面用×表示。

▪ 𝑁𝑁(𝑧𝑧) = 0的根是𝐻𝐻(𝑧𝑧)的零点，在z平面用 ο表示

𝐻𝐻(𝑧𝑧) =
𝑧𝑧3(𝑧𝑧 − 1 − j)(𝑧𝑧 − 1 + j)

(𝑧𝑧 + 0.5)(𝑧𝑧 + 1)2(𝑧𝑧 − 0.5 − j0.5)(𝑧𝑧 − 0.5 + j0.5)
0

(2) (3)

−0.5−1 0.5

0.5j

−0.5j
1

j

−j

Re(z)

Im(z)



零极点与时域特性

▪ 由系统函数𝐻𝐻(𝑧𝑧)的零极点分布，可将𝐻𝐻(𝑧𝑧)展开成部分分式，对每个部分分式取Z反变换
可得ℎ[𝑛𝑛]。

▪ 系统的时域特性主要取绝于系统的极点

▪ 如𝐻𝐻(𝑧𝑧)为单极点时，有

𝐻𝐻(𝑧𝑧) = 𝐾𝐾
(𝑧𝑧 − 𝑟𝑟1)(𝑧𝑧 − 𝑟𝑟2)⋯ (𝑧𝑧 − 𝑟𝑟𝑚𝑚)
(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧2)⋯ (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧𝑘𝑘)

= �
𝑖𝑖=1

𝑘𝑘
𝐴𝐴𝑖𝑖

𝑧𝑧 − 𝑧𝑧𝑖𝑖

ℎ[𝑛𝑛] = 𝒵𝒵−1{𝐻𝐻(𝑧𝑧)} = �
𝑖𝑖=1

𝑘𝑘

𝐴𝐴𝑖𝑖 (𝑧𝑧𝑖𝑖)𝑛𝑛−1𝑢𝑢[𝑛𝑛 − 1]



零极点与时域特性

▪ 离散系统𝐻𝐻(𝑧𝑧)与ℎ[𝑛𝑛]关系

×

×

×

×

×

×

×

𝑛𝑛

𝑛𝑛

𝑛𝑛

𝑛𝑛

Re( 𝑧𝑧)

𝑛𝑛

𝑛𝑛

𝑛𝑛

𝑛𝑛

Im( 𝑧𝑧)

1−1

−j

j

𝜃𝜃

|𝑟𝑟|

×

×

𝑛𝑛

×

×

× ×



离散系统的稳定性

▪ 离散LTI系统稳定的充要条件是

�
𝑛𝑛=−∞

∞

ℎ[𝑛𝑛] < ∞

▪ 由𝐻𝐻(𝑧𝑧)判断系统的稳定性：

▪𝐻𝐻(𝑧𝑧)的收敛域包含单位圆则系统稳定

▪因果系统的极点全在单位圆内则该系统稳定



离散系统的稳定性

判断下面因果LTI离散系统的稳定性

𝐻𝐻(𝑧𝑧) =
1

(1 − 0.5𝑧𝑧−1)(1 − 1.5𝑧𝑧−1)

▪ 从收敛域看

▪该因果系统的收敛域为|𝑧𝑧| > 1.5

▪收敛域不包含单位圆，故系统不稳定

▪ 从极点看

▪系统的极点为𝑧𝑧1 = 0.5, 𝑧𝑧2 = 1.5

▪ 极点𝑧𝑧2 = 1.5在单位圆外，故系统不稳定。



离散系统的稳定性

▪ 离散系统对应的差分方程为
𝑦𝑦 𝑛𝑛 + 0.2𝑦𝑦 𝑛𝑛 − 1 − 0.24𝑦𝑦 𝑛𝑛 − 2 = 𝑥𝑥 𝑛𝑛 + 𝑥𝑥 𝑛𝑛 − 1

求𝐻𝐻 𝑧𝑧 , ℎ 𝑛𝑛 ,判断此因果系统是否稳定，当𝑥𝑥 𝑛𝑛 = 𝑢𝑢 𝑛𝑛 时的零状态响应

▪ 两边进行Z变换
𝑌𝑌 𝑧𝑧 + 0.2𝑧𝑧−1𝑌𝑌 𝑧𝑧 − 0.24𝑧𝑧−2𝑌𝑌 𝑧𝑧 = 𝑋𝑋 𝑧𝑧 + 𝑧𝑧−1𝑋𝑋 𝑧𝑧

𝐻𝐻 𝑧𝑧 =
1 + 𝑧𝑧−1

1 + 0.2𝑧𝑧−1 − 0.24𝑧𝑧−2 =
𝑧𝑧 𝑧𝑧 + 1

𝑧𝑧 − 0.4 𝑧𝑧 + 0.6

▪ 极点为0.4和-0.6，在单位圆内，收敛域为 𝑧𝑧 > 0.6, 为稳定的因果系统



离散系统的稳定性

▪ 离散系统对应的差分方程为
𝑦𝑦 𝑛𝑛 + 0.2𝑦𝑦 𝑛𝑛 − 1 − 0.24𝑦𝑦 𝑛𝑛 − 2 = 𝑥𝑥 𝑛𝑛 + 𝑥𝑥 𝑛𝑛 − 1

求𝐻𝐻 𝑧𝑧 , ℎ 𝑛𝑛 ,判断此因果系统是否稳定，当𝑥𝑥 𝑛𝑛 = 𝑢𝑢 𝑛𝑛 时的零状态响应

▪ 分解

𝐻𝐻 𝑧𝑧 =
𝑧𝑧 𝑧𝑧 + 1

𝑧𝑧 − 0.4 𝑧𝑧 + 0.6 =
1.4

(1 − 0.4𝑧𝑧−1) −
0.4

1 + 0.6𝑧𝑧−1

▪ 进行Z反变换
ℎ 𝑛𝑛 = 1.4 0.4 𝑛𝑛 − 0.4 −0.6 𝑛𝑛 𝑢𝑢 𝑛𝑛



离散系统的稳定性

▪ 离散系统对应的差分方程为
𝑦𝑦 𝑛𝑛 + 0.2𝑦𝑦 𝑛𝑛 − 1 − 0.24𝑦𝑦 𝑛𝑛 − 2 = 𝑥𝑥 𝑛𝑛 + 𝑥𝑥 𝑛𝑛 − 1

求𝐻𝐻 𝑧𝑧 , ℎ 𝑛𝑛 ,判断此因果系统是否稳定，当𝑥𝑥 𝑛𝑛 = 𝑢𝑢 𝑛𝑛 时的零状态响应

▪ 若𝑥𝑥 𝑛𝑛 = 𝑢𝑢 𝑛𝑛 ， 𝑋𝑋 𝑧𝑧 = 1
1−𝑧𝑧−1

，则

𝑌𝑌 𝑧𝑧 = 𝐻𝐻 𝑧𝑧 𝑋𝑋 𝑧𝑧 =
1 + 𝑧𝑧−1

1 + 0.2𝑧𝑧−1 − 0.24𝑧𝑧−2
1

1 − 𝑧𝑧−1

▪ 进行Z反变换
y 𝑛𝑛 = 2.08 − 0.93 0.4 𝑛𝑛 − 0.15 −0.6 𝑛𝑛 𝑢𝑢 𝑛𝑛
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