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Maximum Entropy Reinforcement Learning

• 对于正常的 MDP 问题，强化学习的目标为最大化一段 tranjectory 中的累积期
望奖赏

π∗std = arg max
π

∑
t

E(st,at)∼ρπ [r(st, at)]

• 最大熵强化学习框架中，使用熵来正则化优化目标

π∗MaxEnt = arg max
π

∑
t

E(st,at)∼ρπ [r(st, at) + αH(π(·|st))]

• 在最大化期望收益的同时引入最大熵，促进 Agent 的探索，同时让策略面对扰
动的时候更加稳定。
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Soft Value Functions and Energy-based Model

• 定义 Soft Q 函数

Q∗
soft(st, at) = rt + E(st+1,...)∼ρπ [

∞∑
l=1

γ l(rt+l + αH(π∗MaxEnt(·|st+l)))]

• 以及 Soft 值函数

V∗
soft(st) = α log

∫
A

exp( 1
α

Q∗
soft(st, a′))da′

• 那么最优策略 π∗MaxEnt 为

π∗MaxEnt(st, at) = exp( 1
α
(Q∗

soft(st, at)− V∗
soft(st)))
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Soft Value Iteration and Soft Bellman Equation
• 证明 Soft Q 函数满足 Soft Bellman Equation

Q∗
soft(st, at) = rt + γEst+1∼ps [V∗

soft(st+1)]

• 证明

Qπ
soft(st, at)

= r(st, at) + E(st+1,...)∼ρπ [

∞∑
l=1

γ l(rt+l + αH(π∗MaxEnt(·|st+l)))]

= r(st, at) + γEst+1∼ps [αH(π(·|st+1)) + Eat+1∼π(·|st+1)[Qπ
soft(st+1, at+1)]]

= r(st, at) + γEst+1,at+1 [Qπ
soft(st+1, at+1)− α logπ(at+1|st+1)]

= r(st, at) + γEst+1,at+1 [Qπ(st+1, at+1)− α log(exp( 1
α
(Qπ

soft(st+1, at+1)− Vπsoft(st+1))))]

= r(st, at) + γEst+1 [Vπsoft(st+1)]
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Soft Value Iteration and Soft Bellman Equation (cont’d)

• 定义 Soft Value Iteration 算子 T，则 T 满足 contraction。
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Policy Iteration (from SAC)
• 给定当前策略 π，定义新策略 π̂ 为 π̂(·|s) ∝ exp(Qπ

soft(s, ·))，则有
Qπ̂

soft(s, a) ≥ Qπ
soft(s, a) ∀(s, a)

• 证明：使用 π 和 Q 之间分布的 KL 散度作为优化目标，则有

Ea∼π̂[log π̂(a|s)− Qπ(s, a) + Vπ(s)] ≤ Ea∼π[logπ(a|s)− Qπ(s, a) + Vπ(s)]

代入 Vπ 和 π,Qπ 的关系，得到

Ea∼π̂[Qπ(s, a)− log π̂(a|s)] ≥ Vπ(s)

因此有

Qπ(st, at)

= r(st, at) + γEst+1 [Vπ(st+1)]

≤ r(st, at) + γEst+1Eat+1∼π̂[Qπ(st+1, at+1)− log π̂(at+1|st+1)]

≤ · · · ≤ Qπ̂(st, at)
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Soft Q-learning: Algorithm



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

其他细节

• Soft 值函数 V 需要在当前状态的行动空间上积分，在实际操作中没有办法做
到。在实际操作中，值函数通过重要性采样的方法去估计

Vθsoft(st) = α logEqa′ [
exp( 1αQθ

soft(st, a′))
qa′(a′)

]

• 基于能量的策略模型 π(·|s) ∝ exp(Qπ
soft(s, ·)) 难以直接采样，实际操作中使用近

似推理，例如 MCMC。
• 直观来看，Soft Q-learning 是将 Q-learning 推广到大规模连续动作空间的算法。
其中 softmax（LogSumExp）对应 Q-learning 中的 hardmax 操作。

• 尽管 SQL 算法中存在 actor 和 Q，但 Q 函数是对最优 Q 函数的估计，而 actor
由 Q 函数直接导出，不会对 Q 函数产生直接影响。
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Soft Value Functions

• 为了避免 V 需要对动作空间进行积分的问题，SAC 中将 Soft Value Function 修
改为

V(st) = Eat∼π[Q(st, at)− logπ(at|st)]

• Soft Q 函数的定义基本不变，为

Q(s, a) = r(s, a) + γEst+1 [V(st+1)]

• 策略模型仍为基于能量的模型，在给定 Qπold 后，更新策略为

πnew = arg min
π′∈Π

(
π′(·|st)

∣∣∣∣∣∣∣∣exp(Qπold(st, ·))
Zπold(st)

)
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Objectives

• Q、V、π 其中任意两者皆可导出第三者。而在最初的 SAC 中，作者发现使用
三个网络分别近似 V、Q、π 可提高训练稳定性

JV(ψ) = Est∼D[
1

2
(Vψ(st)− Eat∼πϕ [Qθ(st, at)− logπ(at|st)])

2]

JQ(θ) = E(st,at)∼D[
1

2
(Qθ(st, at)− Q̂(st, at))

2]

Jπ(ϕ) = Est∼D

[
DKL

(
π′(·|st)

∣∣∣∣∣∣∣∣exp(Qπold(st, ·))
Zπold(st)

)]
Q̂(st, at) = rt + γEst+1 [Vψ̄(st+1)]
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SAC: Algorithm
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其他细节

• 将策略空间限制为某一类函数空间，并使用 reparameterization trick。具体而言，
SAC 中的策略为 at = fϕ(ϵ; st)，其中 ϵ 为从 Gaussian 中采样得到的噪声。
进一步将 actor 的优化目标重写为

J(ϕ) = Est∼D,ϵ∼N [logπϕ(fϕ(ϵ; st)|st)− Qθ(st, fϕ(ϵ; st))]

• SAC 是 off-policy 的算法，因此可使用 Experience Replay 提高 sample efficiency。
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实验
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实验 (cont’d)
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Adaptive Temperature

• 温度系数 α 控制对熵项的重视程度，系数越高越倾向探索，得到随机性较高的
策略。

π∗MaxEnt = arg max
π

∑
t

E(st,at)∼ρπ [r(st, at) + αH(π(·|st))]

• 在不同任务、训练过程中的不同时刻下，Agent 取得的累积奖赏的数值规模是
不同的；因此需要找到一个自适应调节温度系数 α 的算法。
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Revisiting SAC

• 将 SAC 算法形式化为如下优化问题

max
π0,...,πT

E[
T∑

t=0

r(st, at)] s.t. ∀t,H(πt) ≥ H0

• 使用动态规划分解为数个子问题，并按照时间逆序逐个优化
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Revisiting SAC (con’t)

• 考虑第一层优化问题，由拉格朗日对偶法可得

max
πT

E[r(sT, aT)]

= min
αT≥0

max
πT

E(sT,aT)∼ρπ [r(sT, aT)] + αT(E(st,at)∼ρπ [− logπT(aT|sT)]−H0)

= min
αT≥0

max
πT

E(sT,aT)∼ρπ [r(sT, aT) + αTH(πT)− αTH0]

• 文章中使用交替优化的方式求解最优 π∗T 和 α∗
T: 首先固定 αT，对内层优化问

题进行求解得到 α∗
T，然后固定 α∗

T，求解 α∗
T。

π∗T = arg max
πT

E(sT,aT)∼ρπ [r(sT, aT) + αTH(πT)− αTH0]

α∗
T = arg min

αT≥0
E(sT,aT)∼ρπ∗ [αTH(πT)− αTH0]
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Revisiting SAC (con’t)

将 π∗T 插入到 Q 函数中

QT−1(sT−1, aT−1) = r(sT−1, aT−1) + E[Q(sT, aT)− αT logπ(aT|sT)]

Q∗
T−1(sT−1, aT−1) = r(sT−1, aT−1) + max

πT
E[r(sT, aT)] + α∗

TH(π∗T)
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Revisiting SAC (con’t)

• 考虑两层优化

max
πT−1

(
E[r(st−1, at−1)] + max

πT
E[r(sT, aT)]

)
= max

πT−1

(
Q∗

T−1(sT−1, aT−1)− α∗
TH(π∗T)

)
= min

αT−1≥0
max
πT−1

(
Q∗

T−1(sT−1, aT−1)− α∗
TH(π∗T) + αT−1(H(πT−1)−H0)

)
= min

αT−1≥0
max
πT−1

(
Q∗

T−1(sT−1, aT−1) + αT−1H(πT−1)− αT−1H0

)
− α∗

TH(π∗T)

• 和前面类似，α∗
T−1 满足

α∗
T−1 = arg min

αT−1≥0
E(sT−1,aT−1)∼ρπ∗ [αT−1H(π∗T−1)− αT−1H0]
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Revisiting SAC (con’t)

• 可归纳出 α 的更新目标为

min J(α) = Eat∼πt [−α logπt(at|st)− αH0]

• 据此修改原本 SAC 的算法流程，将 α 的 gradient step 插入到 π 的更新过程中
即可。
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SAC with Automatically Adjusted Temperature
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