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第 1章 模仿学习：介绍

1.1 什么是模仿学习？

模仿学习（Imitation Learning） [3, 4, 26, 39]——从专家示例中学习——是一种让智能体（机器人）像人类专
家一样能够进行智能决策的方法。在通往通用人工智能的路上，人们发现很难手工地进行编程来教会智能体进
行思考，因为这么做涉及到大量的人工工程。比如，在教会车辆自动驾驶的过程中，需要有大量的约束进行考虑
（安全驾驶而不发生事故、平稳驾驶而增加舒适感）等等，而针对这些约束设计特定的监督信息信号来引导智能
体是一个比较困难的任务。相反之下，人类却能比较容易地完成这些任务，并且为智能体提供大量的示例行为。
利用这些专家示例来教会智能体进行智能决策就是模仿学习主要解决的问题。

通用地来讲，任何希望智能体能够像 ‘‘专家’’ 一样进行决策的系统都能从模仿学习的方法里受益 [14, 18,
74]。事实上，在 20 世纪 80 年代末，卡内基梅隆大学（Carnegie Mellon University）的 Pomerleau 教授已经利
用人类专家示例成功地训练一个浅层神经网络，使得其控制的无人车能够穿越北美洲 [41]。前几年大放异彩的
AlphaGo，第一个打败人类顶尖选手的机器人，也用到了模仿学习方法对人类棋谱进行学习 [59]。除此之外，在
现代的应用中，比如推荐系统 [58]，互联网网约车派单 [56]等系统中，也用到了模仿学习的方法来构建一个虚
拟世界，从而允许智能体在其中自由地试错和学习。

不断涌现的新的任务促使研究者们设计了各种各样的模仿学习算法。其中，普遍认为模仿学习有两大类算
法：行为克隆 [8, 40]（Behavioral Cloning）和对抗式模仿学习（Adversarial Imitation Learning） [1, 65, 76]。其
中，行为克隆算法尝试最小化智能体策略和专家策略的动作差异，把模仿学习任务归约到常见的回归或者分类
任务 [48, 66]。而对抗式模仿学习算法则是通过逆强化学习 [36, 50]（Inverse Reinforcement Learning）来构建一个
对抗的奖赏函数，然后最大化这个奖赏函数去模仿专家行为。基于这两种基本的算法设计思路，研究者们提出
了各种各样的模仿学习算法变体 [9, 16, 24, 25, 29–31, 43, 67]。

1.2 谁将从这篇教程中受益？

虽然已经有一些很好的综述 [4, 26, 39]和书籍 [3]介绍了模仿学习算法以及其应用。但是直到最近，模仿学
习算法的底层理论才被逐步建立和完善 [44–46, 71, 72]。这些理论很好地解释了模仿学习算法在实际应用中发生
的现象，对以后的算法设计、实验分析都很有帮助。但是由于这些理论的前沿性，现在还没有文章来详细地对
此进行讲解，这促使作者们写下了这篇教程。

这篇教程着重从统计学习理论的角度来介绍模仿学习算法。在第2章对马尔可夫决策过程、模仿学习、强化
学习等背景知识进行了介绍，紧接着在第3章讲解了行为克隆算法及其变体，随后在第4章介绍了对抗式模仿学
习算法，最后在第5章讨论了模仿学习算法在环境重构和基于模型强化学习里的应用，一些未被覆盖到的内容和
结论性陈述在第6章给出。
作者们希望通过从第2到5章的介绍，能使读者对模仿学习算法有深入浅出的理解。因此，无论是对模仿学

习理论感兴趣、希望借助理论来分析已有的实验结果、通过理论来设计更好的算法的人，都会从这个教程里多
多少少地受益。我们希望读者有一定机器学习或强化学习或模仿学习基础，但这个不是必须的，因为大多数涉
及数学概念的部分都会有具体的例子来帮助更好地理解。



第 2章 背景介绍

内容提要

h 马尔可夫决策过程基本元素
h 值函数

h 状态-动作分布
h 对偶表示

2.1 马尔可夫决策过程

2.1.1 马尔可夫链

考察一个有限状态的马尔可夫链（Markov Chain)，其状态空间S用整数集合 {1, 2, · · · , |S|}来表示，这里 |S|
表示总状态个数。这里 ‘‘马尔可夫性’’是指其状态转移与历史无关。具体而言，我们有

P (st+1|st, st−1, · · · , s0) = P (st+1|st), ∀s0, s1 · · · , st, st+1 ∈ S. (2.1)

因此，对于一个有限状态的马尔可夫链，其状态转移可以用一个矩阵 P ∈ R|S|×|S| 来描述：

P =


p1,1 p1,2 · · · p1,|S|

p2,1 p2,2 · · · p2,|S|

· · · · · · · · · · · ·
p|S|,1 p|S|,2 · · · p|S|,|S|


这里一个元素 Pi,j 表示由状态 i转移到状态 j 的概率。为了满足状态转移分布的性质，我们要求：

|S|∑
i=1

Pi,j = 1, ∀j ∈ S, 和
|S|∑
j=1

Pi,j = 1, ∀i ∈ S.

为了完整地表示状态转移过程，我们需要指定一个初始状态分布ρ。这样我们便可以以递归地方式计算某个状态
i在时间 t出现的概率：

P(st = i) =
∑
j∈S

P(st = j)P (st = j|st−1 = j) =
∑
j∈S

P(st−1 = j)pj,i.

例题 2.1马尔可夫链计算考虑如下的马尔可夫链：

P =


0.2 0.2 0.6

0.1 0.6 0.3

1.0 0.0 0.0


假设初始状态分布是均匀分布，ρ = (1/3, 1/3, 1/3)。那么一个长度为 5的轨迹 tr = (1→ 2→ 2→ 3→ 1)的发
生概率为：

P(tr) =
1

3
× 0.2× 0.6× 0.3× 1.0 = 0.012

2.1.2 马尔可夫决策过程

马尔可夫决策过程 [42, 63]（Markov Decision Process，MDP）是马尔可夫链的拓展，这里我们需要额外考虑
两个元素：动作空间 A|和奖励函数 r。具体地，一个马尔可夫决策过程可以由 5元祖M = (S,A, ρ, P, r)来表
示。首先，动态空间 A的引入是为了丰富状态转移矩阵的刻画；在马尔可夫决策过程里，状态转移不仅受到前
一个时刻的状态影响，还要受到当前动作的影响。数学上，我们可以表示为：

P (st+1|st, at, st−1, at−1, · · · , s0) = P (st+1|st, at). (2.2)



2.1 马尔可夫决策过程

因此，与马尔可夫链相比，马尔科决策过程多了动作对来决定每个时刻的转移概率。除此之外，我们用奖励函
数 r : S ×A 7→ R来衡量某个状态-动作对的好坏。
为了更加方便地描述上面动作产生的过程，我们引入策略（policy）π : S 7→ ∆(A)。具体地，条件分布 π(a|s)

表示在状态 s处选择动作 a的概率。因为我们最多有 |S|个状态和 |A|个动作，π也可以用一个 |S| × |A|的矩阵
来表示。

根据马尔可夫决策过程的交互规则以及累计回报计算的不同，我们考虑两类特殊的马尔可夫决策过程：无
限长度的折扣马尔可夫决策过程和有限长度回合制马尔可夫决策过程。下面进行分别介绍。

2.1.3 无限长度的折扣马尔可夫决策过程

一个无限长度的折扣马尔可夫决策过程可以用一个 6元祖来表示M = (S,A, ρ, P, r, γ)，这里 γ ∈ (0, 1)是
折扣因子。首先，我们定义在M下的累计（期望）回报：

V (π) = E

[ ∞∑
t=0

γtr(st, at)

∣∣∣∣s0 ∼ ρ(·), at ∼ π(·|st), st+1 ∼ P (st+1|st, at)

]
.

可以看到 V (π)衡量了策略 π能够获得的累计奖励的期望。注意到，每一步的奖励会被乘以系数 γt 来计算；这
么做，从数学上来讲是为了保证上面的无限求和定义是正确的。更清楚地，假设奖励函数是有界的；不失一般
性，假设对于任意的状态-动作对 (s, a)，我们都有 r(s, a) ∈ (0, 1),那么我们可以发现

V (π) ≤ E

[ ∞∑
t=0

γt

]
=

1

1− γ
.

除非特殊说明，奖励函数 r(s, a) ∈ (0, 1)被视作一个默认的假设。此外，定义有效决策长度为 1/(1− γ)，这是因
为当把累计回报里的 ‘‘无限长度’’截断到 Õ(1/(1− γ))的量级时，可以很好地用有限长度来代替无限长度：∣∣∣∣∣E

[
H∑
t=0

γtr(st, at)

]
− E

[ ∞∑
t=0

γtr(st, at)

]∣∣∣∣∣ ≤ ε =⇒ H ≥ 1

1− γ
log

(
1

(1− γ)ε

)
.

给定M，我们可以求解最优策略 π∗ 使得其累计回报最大：

π∗ ∈ argmax
π

V (π).

强化学习 [63]（Reinforcement Learning）要解决的问题是在不知道转移概率 P 的精确形式但可以与环境交互来
获取转移概率信息的情况下，求解最优策略。

由于马尔可夫决策的再生性质，我们可以对任意的起始状态 s来定义其状态价值函数 (state value function)：

V π(s) = E

[ ∞∑
t=0

γtr(st, at)

∣∣∣∣s0 = s, at ∼ π(·|st), st+1 ∼ P (st+1|st, at)

]
.

类似地，我们可以定义状态-动作值函数 (state-action value function)：

Qπ(s, a) = E

[ ∞∑
t=0

γtr(st, at)

∣∣∣∣s0 = s, a0 = a, at ∼ π(·|st), st+1 ∼ P (st+1|st, at)

]
.

例题 2.2 值函数计算 考虑下面一个简单的马尔可夫决策过程：这里有三个状态 S = {s0, s1, s2} 和两个动作
A = {a1, a2}（注意这里下标不是表示时间)。

4 Bounds on Imitating Policies

4.1 Imitating Policies with Behavioral Cloning

It is intuitive to understand why behavioral cloning suffers from large compounding errors [48, 40]
as that the imitated policy, even with a small training error, may visit a state out of the expert demon-
strations, which causes a larger decision error and a transition to further unseen states. Consequently,
the policy value gap accumulates along with the planning horizon. The error bound of BC has
been established in [48, 40] under a finite-horizon setting, and here we present an extension to the
infinite-horizon setting.
Theorem 1. Given an expert policy πE and an imitated policy πI with
Es∼dπE

[DKL(πE(·|s), πI(·|s))] ≤ ε (which can be achieved by BC with objective Eq.(1)),

we have that VπE − VπI ≤ 2
√

2Rmax

(1−γ)2
√
ε.

The proof by the coherent error-propagation analysis can be found in Appendix A. Note that Theorem
1 is under the infinite sample situation. In the finite sample situation, one can further bound the
generalization error ε in the RHS using classical learning theory (see Corollary 1) and the proof can
be found in Appendix A.

Corollary 1. We use {(s(i)
πE , a

(i)
πE )}mi=1 to denote the expert demonstrations. Suppose that πE and πI

are deterministic and the provided function class Π satisfies realizability, meaning that πE ∈ Π. For
policy πI imitated by BC (see Eq. (1)), ∀δ ∈ (0, 1), with probability at least 1− δ, we have that

VπE − VπI ≤
2Rmax

(1− γ)2

(
1

m
log (|Π|) +

1

m
log

(
1

δ

))
.

Moreover, we show that the value gap bound in Theorem 1 is tight up to a constant by providing an
example shown in Figure 1 (more details can be found in Appendix A.3). Therefore, we conclude
that the quadratic dependency on the effective planning horizon, O(1/(1− γ)2), is inevitable in the
worst-case.

s0 s1s2
0
a1

0
a2

+1-1

Figure 1: A “hard” deterministic MDP corresponding to Theorem 1. Digits on arrows are correspond-
ing rewards. Initial state is s0 while s1 and s2 are two absorbing states.

4.2 Imitating Policies with GAIL

Different from BC, GAIL [23] is to minimize the state-action distribution discrepancy with JS
divergence. The state-action distribution discrepancy captures the temporal structure of Markov
decision process, thus it is more favorable in imitation learning. Recent researches [35, 18] showed
that besides JS divergence, discrepancy measures based on a general class, f -divergence [30, 16],
can be applied to design discriminators. Given two distributions µ and ν, f -divergence is defined
as Df (µ, ν) =

∫
µ(x)f(µ(x)

ν(x) )dx, where f(·) is a convex function that satisfies f(1) = 0. Here, we
consider GAIL using some common f -divergences listed in Table 1 in Appendix B.1.
Lemma 1. Given an expert policy πE and an imitated policy πI with Df (ρπI , ρπE) ≤ ε (which can
be achieved by GAIL) using the f -divergence in Table 1, we have that VπE − VπI ≤ O

(
1

1−γ
√
ε
)
.

The proof can be found in Appendix B.1. Lemma 1 indicates that the optimality gap of GAIL grows
linearly with the effective horizon 1/(1− γ), multiplied by the square root of the f -divergence error
Df . Compared to Theorem 1, this result indicates that GAIL with the f -divergence could have fewer
compounding errors if the objective function is properly optimized. Note that this result does not
claim that GAIL is overall better than BC, but can highlight that GAIL has a linear dependency on
the planning horizon compared to the quadratic one in BC.

4

图 2.1: 一个简单的马尔可夫决策过程例子。

考虑初始状态分布 ρ = (1, 0, 0)，也就是说初始状态总在 s0。在状态 s0 有两个动作：向右的动作 a1 和向左

3



2.1 马尔可夫决策过程

的动作 a2；执行 a1（a2)后将分别转向 s1（s2)；s1 和 s2 是吸收态，意味着采取任何动作都将停留在自己。其
状态转移和奖励函数用数学语言表示如下：

P (s′ = s1|s = s0, a = a1) = 1, P (s′ = s2|s = s0, a = a2) = 1,

P (s′ = s1|s = s1, a = ·) = 1, P (s′ = s2|s = s2, a = ·) = 1,

r(s = s2, a = ·) = −1, r(s = s1, a = ·) = +1, r(s = s0, a = ·) = 0

考虑策略 π(a1|s0) = 0.6, π(a2|s0) = 0.4。根据等比级数求和，下面计算其值函数，

V π(s0) = 0.6× γ

1− γ
+ 0.4× −γ

1− γ
=

0.2γ

1− γ
,

V π(s1) =
1

1− γ
, V π(s2) =

−1
1− γ

,

Qπ(s0, a1) =
γ

1− γ
, Qπ(s0, a2) =

−γ
1− γ

.

除此之外，我们还要引入一些与奖励没有关系、只与策略和转移函数有关的变量，这些变量将方便分析后
续的模仿学习算法。首先，引入折扣的状态访问分布:

dπ(s) = (1− γ)
∞∑
t=0

γtP(st = s).

当没有歧义的时候，我们将省去前缀 ‘‘折扣’’，简称 dπ(s)为状态访问分布。直观来讲，dπ(s)刻画了访问状态 s

的累计频率。类似地，我们引入（折扣的）状态-动作访问分布：

dπ(s, a) := (1− γ)
∞∑
t=0

γtP(st = s, at = a) = dπ(s)π(a|s).

注状态访问分布定义里的系数 (1− γ)是为使其成为一个合理的概率分布。
例题 2.3访问分布的计算 考虑例题2.2中的马尔可夫决策过程和策略。我们可以计算，

dπ(s0) = 1− γ, dπ(s1) = 0.6(1− γ)× γ

1− γ
= 0.6γ, dπ(s2) = 0.4(1− γ)× γ

1− γ
= 0.4γ,

dπ(s0, a1) = dπ(s0)× π(a1|s0) = 0.6(1− γ), dπ(s0, a2) = dπ(s0)× π(a2|s0) = 0.4(1− γ),

dπ(s1, ·) = dπ(s1)× 1 = 0.6γ, dπ(s2, ·) = dπ(s2)× 1 = 0.4γ.

�
笔记状态-动作访问分布和值函数的联系可以通过对偶分析得出 [42]：

V (π) =
1

1− γ
∑

(s,a)∈S×A

dπ(s, a)r(s, a). (2.3)

注 公式 (2.3) 对于分析模仿学习算法非常重要。由于奖励函数是有界的，因此如果一个策略能够很好地恢复状
态-动作访问分布，那么便可以很好地恢复值函数；而这个恢复过程是与环境奖赏没有关系的。
注根据公式 (2.3)和例题2.2和2.3中的结果，我们可以很容易验证:

V (π) =
∑

(s,a)∈S×A

dπ(s, a)r(s, a) =
1

1− γ
× (1× 0.6γ + (−1)× 0.4γ) =

0.2γ

1− γ
.

2.1.4 有限长度回合制马尔可夫决策过程

一个有限长度回合制马尔可夫决策过程可以由一个 6元祖来表示M = (S,A,P, r,H, ρ)。其中 S 和 A分别
是状态和动作空间。不同之前的定义，这里 P = {P1, · · · , PH}指定了时变转移函数；具体地，Ph(sh+1|sh, ah)
表示了在时间步 h和状态 sh 上，执行动作 ah，转移到状态 sh+1 的概率。类似地，r = {r1, · · · , rH}指定了马
尔可夫决策过程的奖赏函数，不失一般性，我们假设 rh : S × A → [0, 1], ∀h ∈ [H]，这里符号 [x]表达从 1到 x

的整数集合。为了适应这种时变的概率转移，π = {π1, · · · , πh}表示了时变的策略，其中 πh : S → ∆(A)，∆(A)
表示在动作空间上的概率单纯形，πh(a|s)表示在时间步 h和状态 s上，执行动作 a的概率。

4



2.2 模仿学习问题设定

在M下，策略 π的累积（期望）回报定义如下：

V (π) := E

[
H∑

h=1

rh(sh, ah)|s1 ∼ ρ; ah ∼ πh(·|sh), sh+1 ∼ Ph(·|sh, ah),∀h ∈ [H]

]
.

在有限长度回合制马尔可夫决策过程中，给定策略 π，我们也可以定义状态-动作访问分布：

Pπ
h (s, a) := P (sh = s, ah = a|s1 ∼ ρ; aℓ ∼ πh(·|sℓ),∀ℓ ∈ [h]) .

同样地，在M下，给定策略 π，我们也可以建立累计回报与状态访问分布之间的关系：

V (π) =

H∑
h=1

∑
(s,a)∈S×A

Pπ
h (s, a)rh(s, a). (2.4)

2.2 模仿学习问题设定

在模仿学习里，我们假设有一个专家策略是表现不错的，我们希望智能体能够模仿专家策略进行决策。具
体而言，我们希望智能体的累计回报与专家策略的累计回报比较接近。因此我们可以把模仿学习问题建模成下
面的优化问题：

min
π
V (πE)− V (π). (2.5)

�
笔记公式 (2.5)所展示的优化问题在一定程度上可以视为最大化 V (π)，这个目标和强化学习的目标是一致的。但
是与强化学习的区别有：1）在模仿学习中，最大化 V (π)的过程里是不知道奖赏函数的；2）反而，智能体被提
供专家示例来进行策略优化。

我们假设有一个（未知的）专家策略可以为我们提供一些示例，我们的目的是从这些示例中来恢复专家策
略。具体而言，用 πE来表示专家策略；专家策略可以和环境进行交互来产生一系列的状态-动作对，这些状态-动
作对就是我们说的示例。通常而言，这些状态-动作对是一条完整的轨迹被组织起来。经常地，我们称这个专家
示例为（训练）数据集 D。如果用 tr来表示一个完整的轨迹；也就是说：tr = {s1, a1, s2, a2, · · · , sH , aH}，那么
一个由m条轨迹构成的专家示例 D可以记为 D = {tri}mi=1。
注为了简便，我们在之后的章节中讲解模仿学习算法的时候一般都是考虑稳态策略 π；在给出理论分析结果的
时候，我们也会给出有限长度回合制马尔可夫决策过程下时变策略对应的结果。

K第 2章 练习k

1. 一般化计算值函数/访问分布的方式（折扣马尔可夫决策过程）对于一个折扣马尔可夫决策过程，给定状态
概率转移等信息的时候，我们想找到一个通用的方式来计算 V π(s)，Qπ(s, a)，以及 dπ(s)。这时，我们需
要用到贝尔曼方程（Bellman Equation）：

V π(s) = Ea∼π(·|s)

[
r(s, a) + γ

∑
s′

P (s′|s, a)V π(s′)

]
(2.6)

定义 rπ : S 7→ R为 rπ(s) = Ea∼π(·|s)[r(s, a)], Pπ : S × S 7→ R为 Pπ(s′|s) =
∑

a π(a|s)P (s′|s, a)。因此我
们可以将公式 (2.6)改写为：

V π(s) = (rπ + γPπV π) (s) =⇒ V π = (I − γPπ)−1rπ. (2.7)

因此在已知转移函数和奖励函数的情况下，我们可以根据公式 (2.7)来显式地计算 V π。不难验证（通过矩
阵的级数求和），公式 (2.7)里的 (I − γPπ)−1 就是（未考虑初始状态分布且未被归一化的）的状态访问分
布 d̃π：

d̃π = (I − γPπ)−1.

为了更好的理解这一点，注意到在对公式 (2.7)两边同时考虑初始状态分布：

V (π) =
∑
s∈S

ρ(s)V π(s) = ρT (I − γPπ)−1rπ =
1

1− γ
〈dπ, rπ〉, (2.8)

5



第 2章 练习

将上式与公式 (2.3)进行对比，不难发现公式 (2.8)也是 V (π)的对偶形式；而且，

dπ = (1− γ)(I − γPπT )−1ρ. (2.9)

在利用公式 (2.9)计算出 dπ(s)后，很容易计算 dπ(s, a) = dπ(s)π(a|s)。
2. 一般化计算值函数/访问分布的方式（有限长度马尔可夫决策过程）对于一个有限长度的马尔可夫决策过
程，计算 V π

h (s), Qπ
h(s, a)；其准则就是贝尔曼递归方程：

V π
H+1(s) = 0,

Qπ
h(s, a) = rh(s, a) +

∑
s′∈S

Ph(s
′|s, a)V π

h+1(s
′), ∀h = 1, · · · ,H

V π
h (s) =

∑
a∈A

πh(a|s)Qπ
h(s, a), ∀h = 1, · · · ,H.

对于 Pπ(s)和 Pπ(s, a)的计算则依赖前向方程：

Pπ
1 (s) = ρ(s),

Pπ
h (s, a) = Pπ

h (s)πh(a|s), ∀h = 1, 2, · · · ,H

Pπ
h+1(s

′) =
∑

(s,a)∈S×A

Pπ
h (s, a)Ph(s

′|s, a), ∀h = 1, · · · ,H − 1.
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第 3章 行为克隆

内容提要

h 行为克隆算法（BC）
h 复合误差

h 数据增广算法（DAgger）

这一章主要介绍行为克隆 [8, 40]（Behavioral Cloning）算法。很难说是某个人发明了行为克隆算法，但这个
算法至少可以追溯到 [40, 41, 51]。其中，Pomerleau成功训练了一个浅层神经网络来完成自动驾驶里的道路跟随
任务。

3.1 行为克隆算法

考虑我们已有的数据集 D，如何恢复专家策略 πE呢？行为克隆的想法很简单，我们直接从数据中估计 πE。
一个经典的估计方法就是最大似然估计（Maximum Likelihood Estimation）。我们之前提到过一个稳态策略 π 可
以用一个 |S| × |A|的表格 (矩阵)进行表示；具体到一个状态 s，π(·|s)就是动作空间 A上的单纯型（可以理解
为动作空间 A上的一个概率分布）。

对于任意给定的一个需要估计的概率模型 π̂θ（θ是被估计的参数），一个数据样本 (s, a)的似然可以表示为
π̂θ(a|s)。因此，最大化对数似然模型可以表述为：

max
π̂θ∈R|S|×|A|

∑
(s,a)∈D

log π(a|s)

s.t.
∑
a∈A

π̂θ(a|s) = 1, ∀s ∈ S.
(3.1)

可以验证公式 (3.1)对应的问题是一个凸优化问题，并且其最优解的形式对于有限状态和动作空间的马尔可夫决
策过程问题很简单。具体而言，最优解可以用 ‘‘计数’’来求解：对于数据集出现里的状态 s，我们令

π̂θ(a|s) =
∑

(si,ai)∈D I(si = s, ai = a)∑
(si,ai)∈D I(si = s)

, (3.2)

这里 I(·)表示示例函数，即如果 ·为真，那么 I(·) = 1；否则 I(·) = 0。对于数据集里没有出现过的状态 s，我们
可以令其动作分布为一个均匀分布，也就说 π(a|s) = 1/|A|。
注这种参数化方法一般称作为直接参数化（Direct Parameterization），即每个动作选择概率 π̂θ(a|s)就是一个参
数 θs,a，这里 θ ∈ R|S|×|A|。�
笔记行为克隆算法可以看做为最小化策略动作差异：

min
π∈Π

DKL(πE‖π), (3.3)

这里 DKL(πE‖π) = Es∼dπE [DKL(π
E(·|s)‖π(·|s))]。由于 πE 和 dπ

E

都是未知的，我们便先利用专家数据估计 πE

和 dπ
E

，然后求解对应的优化问题：

min
π∈Π

DKL(π̂E‖π),

这里 π̂E 可以由最大似然估计得到（对应公式 (3.2))。当 Π包含所有的随机策略的时候，对应的最优解就是 π̂E

本身。
对于非离散空间问题（状态空间为欧几里得空间，或动作空间为欧几里得空间，或者两者都为欧几里得空

间），上面的基于 ‘‘计数’’的求解方案不再可行。特别地，这时候 θs,a = π̂θ(a|s)不再成立。这时，公式 (3.1)一
般转化为：

max
θ

∑
(s,a)∈D

log(π̂θ(a|s)). (3.4)



3.2 复合误差

注意到公式 (3.4)里没有显式地约束策略为单纯型，这是因为通过一些参数化技巧，我们可以很容易使得策略是
有效的；见下面的例子。

例题 3.1 (softmax参数化)对于一个 |A|维的向量 z定义 softmax函数:

softmax(z)[i] =
exp(z[i])∑
i exp(z[i])

.

这里 z[i]表示第 i个分量。如果输入的状态是连续空间，我们可以通过特征函数 g : S 7→ Rd 将状态 s映射到一
个 d维空间的表示（representation）h，然后再通过参数 θ ∈ Rd×|A|将 d维空间的表示 h映射为动作分布：

h = g(s) ∈ Rd, z = θh ∈ R|A|, π̂θ(a|s) = softmax(z)[a].

不难发现，这时公式 (3.4)对应的问题就是常见的分类问题里的交叉熵优化问题。

例题 3.2 (Gaussian参数化)当动作空间是连续动作空间时，我们可以用高斯分布去表示一个策略。具体地，对于

每个状态 s，我们将策略 π̂θ(·|s)表示为高斯分布 N
(
µθ(s), σ

2
θ(s)

)
，其中 µθ(s)和 σ2

θ(s)分别是高斯分布的均值
和方差。这时，公式 (3.4)转化为

min
θ

∑
(s,a)∈D

(a− µθ(s))
2

2σ2
θ(s)

+
1

2
log

(
2πσ2

θ(s)
)
. (3.5)

实验中，我们一般将高斯分布的方差设置为与参数 θ无关的常量，此时，公式 (3.5)转化为

min
θ

∑
(s,a)∈D

(a− µθ(s))
2
.

这便是基于均方差（Mean Square Error，MSE）的回归问题。
在之后的陈述中，当不引起混淆的时候，为了简便，我们将 π̂θ 简写为 π̂。

3.2 复合误差

行为克隆算法很简单，那么它有什么有缺点呢？答案是有的，行为克隆在实际应用中存在复合误差（Com-
pounding Error）的现象。这个观察在 [41]已经被隐式地点出：“when driving for itself, the network may occasionally
stray from the center of road and so must be prepared to recover by steering the vehicle back to the center of the road’’。
随后，Stéphane Ross等人正式数学化地阐述了这个问题 [48, 49]。

具体而言，公式 (3.1)和公式 (3.4)对应问题的训练数据集都是经策略 πE采集的；但是，我们评估学习到的
策略 π̂却是基于策略 π̂采集到的轨迹。数学上，我们可以回顾值函数的 ‘‘对偶表示”:

V (π) =
1

1− γ
∑

(s,a)∈S×A

dπ(s, a)r(s, a).

可以看到评估测试时用到策略 π̂ 的状态-动作访问分布和训练数据集的状态-动作分布不太一致。为了分析这个
差异，我们注意到两个策略的值函数的差异可以被两个策略的状态-动作访问分布间的差异所界（bound）住:∣∣V (πE)− V (π̂)

∣∣ ≤ 1

1− γ
·
∥∥∥dπE

− dπ̂
∥∥∥
1
. (3.6)

公式 (3.6)利用了奖励函数处于 0到 1之间的假设。那自然而言地一个问题是：如何把 ‖dπE − dπ̂‖1 与行为克隆
的目标函数联系起来？

引理 3.1 (行为克隆的复合误差 [49, 71] )

♥

考虑行为克隆算法，如果以 ℓ1-norm度量策略恢复的误差。
对于无限长度折扣马尔可夫决策过程，如果 Es∼dπE

[∥∥πE(·|s)− π̂(·|s)
∥∥
1

]
≤ ε, 那么我们有∥∥∥dπE − dπ̂

∥∥∥
1
≤ 1/(1− γ)ε。

对于有限长度回合制马尔可夫决策过程，如果 1
H

∑H
h=1 Es∼dπE

h

[
∥∥πE

h (·|s)− π̂h(·|s)
∥∥
1
] ≤ ε,那么我们

有 1
H

∑H
h=1

∥∥∥dπE

h − dπ̂h
∥∥∥
1
≤ Hε。
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3.2 复合误差

�
笔记虽然引理3.1里是以 ℓ1-norm在分析策略恢复的误差 ε，但是这个指标和行为克隆算法里使用到的 KL散度
是紧密联系的，最终的结果只差一个常数项；具体的结论可以参考 [71]。
注结合公式 (3.6)，我们可以看到，如果行为克隆算法的误差是 ε的话，其值函数差异的上界将是 1/(1− γ)2ε或
H2ε。

前面分析了行为克隆的误差界，下面进一步分析其样本复杂度。样本复杂度反应了在有限样本的情况下，行
为克隆的算法的效果，比之前基于期望的分析更接近实际情况。

定理 3.1 (行为克隆的样本复杂度 [45, 72])

♥

考虑行为克隆算法，假设专家策略是确定性策略，用 π̂来表示行为克隆算法得到的策略，
对于无限长度折扣马尔可夫决策过程，对于任意的 δ ∈ (0, 1)和 ε ∈ (0, 1/(1− γ))，以高于 1− δ的
概率，当专家样本数量m ≥ 2 |S| log(|A|/δ)

(1−γ)2ε 时，那么我们有 V (πE)− V (π̂) ≤ ε。
对于有限长度回合制马尔可夫决策过程，对于任意的 δ ∈ (0, 1)和 ε ∈ (0,H)，以高于 1− δ的概率，
当专家样本轨迹m ≥ O(H

2|S|
ε +

√
|S|H2 log(H/δ)

ε )时，那么我们有 V (πE)− V (π̂) ≤ ε。

�
笔记当忽略常数项和对数项时，在无限长度折扣马尔可夫决策过程和有限长度回合制马尔可夫决策过程下，行
为克隆算法的样本复杂度上界分别为 Õ

(
|S|(1− γ)−2/ε

)
和 Õ

(
|S|H2/ε

)
。�

笔记在环境转移概率未知的设定下，所有模仿学习算法的专家样本复杂度的下界分别为 Ω̃
(
|S|(1− γ)−2/ε

)
[72]

和 Ω̃
(
H2|S|/ε

)
[45]。样本复杂度下界表示的是，对于任意模仿学习算法，为了获得 ε-最优的策略，至少需要的

专家样本量。可以看到，行为克隆算法的专家样本复杂度上界与下界相吻合，表示行为克隆算法在环境转移概
率未知的设定下，是极小极大最优（Minimax Optimal）的算法。�
笔记行为克隆算法的样本复杂度关于 1/ε的阶数为 1，这个现象以及其理论分析都是非平凡的。这一重要理论
成果对之后要介绍的对抗式模仿学习算法也有重要影响。可以说，这个成果的重要性不亚于复合误差的首次发
现。具体而言，Nived Rajaraman等人 [45]发现了行为克隆里称作为 ‘‘缺失质量” [34]（Missing Mass)的现象，并
利用这个性质来改进了对行为克隆算法的样本复杂度分析。
注在定理3.1专家样本复杂度的表述在不同马尔可夫决策过程下表述略有不同。特别地，在无限长度折扣马尔可
夫决策过程里，样本复杂度指向转移元祖（transition tuple）的多少；在有限长度回合制马尔可夫决策过程里则
是指完整的轨迹个数。这个差异是由于前者的转移概率函数和对应的策略是时不变的，而后者的转移概率函数
和对应的策略是时变的。

例题 3.3考虑图3.1里的马尔可夫决策过程。在 |S|个状态里，前 |S| − 1的状态都是好的状态，最后一个状态 “b’’

是一个坏的状态。这是因为在前 |S| − 1个状态里，采取专家动作（绿颜色）的话，能得到 +1的奖励，并且状
态转移服从初始状态分布；但是，如果采取非专家动作（蓝颜色），那么将确定性地转移到坏状态 b，并且 b是
一个吸收态，意味着在 b采取任何动作都只能停留在 b自己，并且得到的奖励为 0。在这个例子上，我们假设初
始状态只会出现在前 |S| − 1个状态中。

7

With expert demonstrations D = {(s(i)
πE , a

(i)
πE )}mi=1 i.i.d.

drawn from ρπE , we aim to prove that with a high probabil-
ity, for any algorithm Alg : D → πI, its worst case perfor-
mance (i.e., the upper bound of Alg) maxπE,M VMπE

− VMπI

has a lower bound. Based on the minimax theory [54], [55],
it suffices to find a joint distribution P over πE and M
such that E(πE,M)∼P

[
VMπE

− VMπI

]
has a lower bound. To

facilitate later analysis, we define Π(D) as the set of de-
terministic policies, each of which takes the optimal action
on the states covered in D and takes an arbitrary action
on the states uncovered in D. Formally, Π(D) = {π ∈
Πdet : ∀s ∈ DS , π(s) = DA(s)}, where Πdet is the set of all
deterministic policies, DS denotes the set of states covered
in D and DA(s) denotes the action corresponding to state
s covered in D. Π(D) can be regarded as the set of policies
compatible with expert demonstrations D.

1

∼ d0

· · · |S|−1

∼ d0

b

0

0

0

0

0+1 +1 0

Fig. 2. A class of MDPs named “Reset Cliff” for Proposition 1. Green
arrows indicate state transitions under the expert’s actions, blue ar-
rows indicate state transitions under non-expert’s actions. Digits be-
sides the arrows are the corresponding rewards. The initial distribution
d0 = (η, · · · , η, 1− (|S| − 2)η, 0) where η = 1

m+1
. At any state except

the bad state b, if the agent plays expert action, the agent is renewed
according to d0. Otherwise, the agent transitions into the bad state b.

For the construction of the joint distribution P , πE is
uniformly drawn from Π(D), the MDP is determined by
πE shown in Figure 2 and is denoted as M(πE). For any
algorithm Alg : D → πI, our target is to lower bound
E(πE,M)∼P

[
VMπE

− VMπI

]
. We first relate the policy value gap

with the stopping time τ , which is defined as the first time
that πI encounters a state uncovered in D.

Lemma 3. Given expert demonstrations D = {(s(i)
πE , a

(i)
πE )}mi=1,

for any algorithm Alg : D → πI, we have

E(πE,M)∼P

[
VMπE

− VMπI

]
≥(

1− 1

|A|

)
E(πE,M)∼P

[
E
[
γτ+1

1− γ

∣∣∣∣πI

]]
,

where τ =

{
inf{t : st 6∈ DS ∪ {b}}, ∃t, st 6∈ DS ∪ {b}.
∞, Otherwise.

Intuitively, the agent does not know how the expert acts
on states uncovered in D. When visiting such a state, the
agent may take a non-expert action, transit to the bad state
b, and get a 0 reward. Due to Markov inequality, we get

E(πE,M)∼P

[
VMπE

− VMπI

]
≥

(|A| − 1)

2|A|(1− γ)
E(πE,M)∼P

[
PrπI

[
τ ≤

⌊
log(2)

log( 1
γ )

⌋
− 1

]]
.

Based on this result, we only need to lower bound the
probability regarding stopping time τ . In particular, Lemma

9 in Appendix C shows that with a high probability,

PrπI

[
τ ≤

⌊
log(2)

log( 1
γ )

⌋
− 1

]
&

|S|
(1− γ)m

,

where & means that we can ignore constant terms and
logarithmic order terms when comparing. Combining the
above two inequalities yields the final result.

Proposition 1. Given expert dataset D = {(s(i)
πE , a

(i)
πE )}mi=1

which is i.i.d. drawn from ρπE , for any algorithm Alg : D → πI,
there exists some constants δ0 ∈ (0, 1

10 ], C , an MDP M and a
deterministic expert policy πE such that, for any δ ∈ (0, δ0), with
probability at least 1− δ, the policy value gap has a lower bound.

VMπE
− VMπI

& min

(
1

1− γ ,
|S|

(1− γ)2m

)
.

Proposition 1 suggests that the quadratic dependency on
the effective planning horizon is unavoidable for any algo-
rithm under the setting where interaction is not allowed. In
conjunction with Corollary 1, we find the upper bound of
BC matches the lower bound up to the logarithmic terms,
suggesting that BC is nearly minimax optimal when only
expert demonstrations are available.

Remark 1. Though the proof of proposition 1 shares a similar
idea with [18], there are two significant differences. In particular,
under finite-horizon MDP in [18], actions over different timesteps
are independent, which is crucial in the analysis presented in [18].
However, such independence does not hold under the infinite-
horizon MDP considered in this manuscript. To address this issue,
we leverage the concentration tool to remove this independence
requirement for the infinite-horizon MDP (see Lemma 10 in
Appendix C). Secondly, our lower bound is in the form of high
probability, in contrast with the form in expectation in [18].

4.3.2 Lower Bound with Interaction
In this part, we present the lower bound with interaction is
allowed (i.e., the transition information could be provided
to the agent), where methods like GAIL can be applied.

We consider a class of MDPs named “Standard Imi-
tation” [18] shown in Figure 3. The main feature of this
construction is that each state is absorbing. Thus interactions
with the environment can not provide more information for
the agent, which makes these tasks statistically challenging.
Intuitively, in “Standard Imitation”, the agent always stays
in the same state, and hence the policy value gap scales
linearly w.r.t. the effective planning horizon.

1 · · · |S|−1 |S|

01 01 01

Fig. 3. A class of MDPs named “Standard Imitation” for Proposition 2.
Green arrows indicate state transitions under the expert’s actions, blue
arrows indicate state transitions under non-expert’s actions. Digits be-
sides the arrows are the corresponding rewards. Each state is absorbing
and d0 = (η, · · · , η, 1− (|S| − 1)η), where η = 1

m+1
. At each state, if

the agent takes the expert action (shown in green), it gets +1 reward.
Otherwise, the agent gets 0 reward.

Proposition 2. In the setting where the agent can inter-
act with the environment, given expert demonstrations D =

图 3.1: Reset Cliff马尔可夫决策过程 [45, 72]。

下面以有限长度的马尔可夫决策过程来讲述复合误差（虽然是有限长度的马尔可夫决策过程，但是转移函
数是时不变的）。由于专家的数据集很难覆盖所有的状态，因此在某些状态上，是没有专家示例的。根据前面的

9



3.3 DAgger算法

介绍，如果在这些未被访问的状态上，BC会采取一个均匀分布的策略，也就是说，智能体将会以 1− 1/|A|的概
率转移到坏状态 b。如果这样糟糕的事情发生在第一个时间步，那么智能体在这个回合里得到的奖励便是 0；对
比之下，专家得到的奖励则是 H。这样的现象就是引理3.1和定理3.1里讲述的复合误差。
注图3.1里的马尔可夫决策过程和常用的测试环境 Gym MuJoCo任务比较相像。相似之处在于 Gym MuJoCo里
的机器人控制任务，如果机器人不小心摔倒了，相当于进入一个坏的吸收态。因此行为克隆的复合误差分析对
实际观测到的实验现象有很好的解释。

3.3 DAgger算法

为了解决复合误差问题，Stéphane Ross等人又提出了 DAgger（Dataset Aggregation）算法 [49]。这是一个基
于在线学习 [54]（Online Learning）的算法，其把行为克隆得到的策略与环境不断的交互，来产生新的数据。在
这些新产生的数据上，DAgger会向专家策略申请示例；然后在增广后的数据集上，DAgger会重新使用行为克隆
进行训练，然后再与环境交互 · · ·；这个过程会不断重复进行。由于数据增广和环境交互，DAgger算法会大大减
小未访问的状态的个数，从而减小复合误差。

Algorithm 1 DAgger算法
1: 初始化数据集 D和策略 π̂1。
2: for episode i = 1, 2, . . . , T do
3: 设置混合策略 πi = βiπ

E + (1− βi)π̂i。
4: 让 πi 与环境交互得到一条新的轨迹 tr。
5: 向专家咨询示例动作得到新的数据集 Di = {(s, πE(s) : s ∈ tr}。
6: 增广数据集 D ← D ∪Di。
7: 在增广后的数据集上重新使用行为克隆训练策略 π̂i+1

8: end for

3.4 讨论

行为克隆是一个简单有效的算法。尽管行为克隆存在复合误差的问题，但这个问题可以认为是问题提供的
信息有限（也就是说，学习者只被提供了一个包含专家状态和动作的数据集）。在不改变问题设定的前提下，可
以从信息论的角度证明，任何算法（包括但不限于行为克隆）在最坏的情况下都会存在复合误差的问题 [45]。
即使针对 DAgger这个算法，虽然从问题设定上，允许学习者可以与环境交互并且咨询专家。但是由于学习

者事前并不知道专家策略的分布，因此对于恢复一个 ε-最优的策略，DAgger需要的总专家示例数量未必会比行
为克隆需要的总专家示例数量要少；详细地讨论见 [45]。
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第 4章 对抗式模仿学习

内容提要

h 状态-动作分布匹配
h 极小极大优化

h 生成对抗式模仿算法实现
h 能更好利用环境信息的对抗式模仿学习算法

这一章主要介绍对抗式模仿学习（Adversarial Imitation Learning） [1, 65, 76]。状态-动作分布匹配是对抗式
模仿学习的核心思想，我们将讲解为什么这一准则可以缓解复合误差问题。然后基于对偶表示，给出对抗式模
仿学习的极小极大化建模 [1, 24, 65]。最终，我们将介绍比较前沿的内容：如何能更好地利用转移函数信息来进
一步地改善对抗式模仿学习算法 [44, 45, 71]。

4.1 状态-动作分布匹配

考虑有限长度回合制马尔可夫决策过程。由值函数的对偶表示（V (π) =
∑H

h=1

∑
(s,a)∈S×A P

π
h (s, a)rh(s, a)）

可知，当模仿策略 π 的状态-动作分布 Pπ
h 和专家策略的状态-动作分布 PπE

h 之间的距离很小时，模仿学习的目
标 V πE −V π 也会很小。基于这一观察，生成对抗式模仿学习 [1, 17, 65]的准则是专家策略的 ‘‘状态-动作分布匹
配’’：

min
π∈Π

H∑
h=1

ψ
(
Pπ
h , P

πE

h

)
, (4.1)

其中 ψ是某种距离度量。
现在一个自然的问题是，相比于行为克隆中 ‘‘策略分布匹配’’的准则，生成对抗式模仿学习中 ‘‘状态-动作

分布匹配’’的准则的好处是什么？我们以图3.1里的马尔可夫决策过程 Reset Cliff为例来说明。在 Reset Cliff马
尔可夫决策过程中，初始状态只会出现在前 |S| − 1个状态中，在前 |S| − 1状态上，执行专家动作之后，状态转
移也服从初始状态分布，我们很容易地分析得到专家策略的状态-动作分布为

PπE

h (s, green) = ρ(s), PπE

h (s,blue) = 0, ∀s ∈ {1, 2, · · · , |S| − 1}, ∀h ∈ [H],

PπE

h (b, green) = PπE

h (b,blue) = 0, ∀h ∈ [H].

其中 green,blue分别表示专家动作和非专家动作。‘‘状态-动作分布匹配’’准则的优势在于：即使在数据集未被访
问的状态上，‘‘状态-动作分布匹配’’准则也会帮助选择能够接近专家状态-动作分布的动作。具体而言，在 Reset
Cliff马尔可夫决策过程中，专家的状态-动作分布的最大特点是在坏状态 “b’’上的访问概率为 0。基于 ‘‘状态-动
作分布匹配’’ 的准则，模仿策略会避免访问坏状态 “b’’，进而会在状态 1, · · · , |S| − 1 上去选择执行专家动作
green，避免复合误差的产生（即使这个专家动作可能在数据集里未曾出现）。但是，如果在 ‘‘策略分布匹配’’的
准则下，如小节3.2所描述的，在未被访问的状态上，模仿策略会采取一个均匀分布的策略，从而以一定的概率
转移到坏状态 b上，再也不能得到奖赏，产生较大的复合误差。由此可见，相比于行为克隆中 ‘‘策略分布匹配’’
的准则，生成对抗式模仿学习中 ‘‘状态-动作分布匹配’’的准则可以降低复合误差，提升模仿策略的累计回报。

考虑优化目标公式 (4.1)，在实际中，我们并不知道专家策略的状态-动作分布 PπE

h ，我们需要从有限的专家
数据集 D = {tri}mi=1, tri = {si1, ai1, si2, ai2, · · · , siH , aiH} 来估计 PπE

h ，一个最直接的估计方法便是最大似然估计
[1, 57, 65]：

P̂πE

h (s, a) =

∑m
i=1 I{sih = s, aih = a}

m
, ∀(s, a, h) ∈ S ×A× [H]. (4.2)

有了专家策略的状态-动作分布的估计器 P̂πE

h (s, a)，我们可以得到下面的优化目标:

min
π∈Π

H∑
h=1

ψ
(
Pπ
h , P̂

πE

h

)
. (4.3)



4.2 极小极大优化建模

�
笔记 根据状态-动作分布匹配原则，学习到的策略与专家策略的动作分布差异（也就是说 DKL(π

E(·|s), π(·|s))）
未必是很小的，甚至是不随着训练过程单调递减的；这个现象在专家数据贫乏的时候尤为显现（可以参考 [72]
附录里的图 11和图 12）。具体而言，智能体会倾向于选择任何可以使得产生的状态-动作分布能够与专家匹配的
动作，而这样的动作不一定只是专家动作。因此不能直接把前面提到的行为克隆的损失函数作为对抗式模仿学
习的评估准则（Validation Metric）和实验分析的指标。

我们考虑一个简单的基于 ‘‘状态-动作分布匹配’’准则的算法实例。我们将距离度量 ψ选择为 TV-距离：

π̂ = argmin
π∈Π

H∑
h=1

DTV

(
Pπ
h , P̂

πE

h

)
, (4.4)

P̂πE

h (s, a) =

∑m
i=1 I{sih = s, aih = a}

m
, ∀(s, a, h) ∈ S ×A× [H]. (4.5)

我们暂时不考虑公式 (4.4)里的优化细节，假设可以得到上述优化目标的最优解 π̂。下面的定理给出了这个
算法的专家样本复杂度上界：

定理 4.1 (对抗模仿学习的样本复杂度 [73])

♥

对于有限长度回合制马尔可夫决策过程，用 π̂来表示公式（4.4）中定义的策略，对于任意的 δ ∈ (0, 1)和
ε ∈ (0,H)，以高于 1−δ的概率，当专家样本复杂度m ≿ H2|S| log(H/δ)

ε2 时，那么我们有 V (πE)−V (π̂) ≤ ε。

注符号 ≿表示进行比较的时候可以忽略低阶项和常数项。�
笔记当忽略常数项和对数项时，公式 (4.4)定义的算法的样本复杂度为 Õ

(
H2|S|/ε2

)
。当精度要求较高的时候，即

ε ∈ (0, 1)，这样的样本复杂度比行为克隆算法的样本复杂度 Õ
(
H2|S|/ε

)
要高。而且直接改变距离度量 ψ，并不

会改善样本复杂度；比如后续要介绍的衍生算法（FEM [1]和GTAL [65]），其样本复杂度也基本是 Õ
(
H2|S|/ε2

)
。

另外，实验观测到（后面要介绍的图4.3），这样的样本复杂度是紧的 [73]。这表明，为了得到更好的样本复杂度，
我们需要改进算法，而不是改进理论分析技术。�
笔记我们看到，相比于行为克隆算法，基于 ‘‘状态-动作分布匹配’’准则进行设计的算法（公式 (4.4)）并没有在
最坏情况（Worst-Case）下实现更好的样本复杂度。注意这与前面的分析得出状态-动作匹配能缓解复合误差问
题并不矛盾。这里的重要原因是，由公式 (4.5)定义的最大似然估计器 P̂πE

h ，集中到 PπE

h 的速率为 Õ(
√
1/m)，

即 ‖PπE

h − P̂πE

h ‖1 ≤ Õ
(√

1/m
)

[68]，这会导致 Õ(1/ε2)的样本复杂度。在4.3小节，我们将介绍几个从估计器
设计的角度来改进对抗模仿学习的算法，其样本复杂度比行为克隆算法会更好。

在本小节，基于专家策略的状态-动作分布的匹配的准则，我们导出了公式 (4.3)中的目标函数，并阐述了状
态-动作分布匹配的准则的优势。下面小节，我们将会介绍如何具体地求解公式 (4.3)对应的优化问题。

4.2 极小极大优化建模

考虑公式 (4.1)里的目标函数：

min
π∈Π

H∑
h=1

ψ
(
Pπ
h , P̂

πE

h

)
.

其中 ψ是某种距离度量。常用的距离度量包括 f -距离 [29]。f -距离的定义为

Df (P,Q) =
∑
x

p(x)f

(
p(x)

q(x)

)
,

其中 f 是一个凸函数且满足 f(0) = 1，p(x)和 q(x)分别为分布 P 和 Q的概率密度。当 f(x) = 1/2 · |x− 1|时，
我们便得到前面提到的 TV-距离。我们以 TV-距离为例，考虑优化下面的目标函数：

min
π∈Π

H∑
h=1

DTV

(
Pπ
h , P̂

πE

h

)
=

1

2
min
π∈Π

H∑
h=1

∑
(s,a)∈S×A

∣∣∣Pπ
h (s, a)− P̂πE

h (s, a)
∣∣∣ .
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4.2 极小极大优化建模

直接优化上述目标函数比较困难：考虑最常见的梯度法，求解上述目标函数关于优化变量 π 的梯度就会比较困
难。因此，我们考虑利用 TV-距离的对偶表示（即 ℓ1-norm的对偶范数 [69]），得到下面的极小极大目标:

min
π∈Π

H∑
h=1

DTV

(
Pπ
h , P̂

πE

h

)
=

1

2
min
π∈Π

max
w∈W

∑
(s,a,h)∈S×A×[H]

wh(s, a)
(
P̂πE

h (s, a)− Pπ
h (s, a)

)
,

其中W = {w ∈ R|S|×|A|×H : ‖w‖∞ ≤ 1}。
注对于任何一个 f -距离，我们都可以通过相应的对偶表示，得到对应的极小极大化目标，这一技术在生成对抗
式网络中也有应用 [37]。

当把 w看作奖赏函数时，根据值函数的对偶表示，我们可以得到下面的优化目标

min
π∈Π

max
w∈W

Vw(π
E)− Vw(π),

其中 Vw(π)表示在奖赏函数 w下，策略 π的价值函数。在上面的极小极大化目标中，给定策略 π，变量 w的目
的是找到一个奖赏函数来最大化专家策略和模仿策略的价值差距；给定奖赏函数 w，变量 π 的目的是找到一个
策略来最大化在奖赏函数 w下的价值函数 V π

w，这与强化学习的目标一样。
我们可以通过梯度下降-上升（Gradient Descent Ascent）来优化极小极大化目标。具体而言，在第 t+1轮迭

代时，给定当前模仿策略 π(t)，关于奖赏函数的优化目标为

min
w∈W

F (t)(w) := −1

2

∑
(s,a,h)∈S×A×[H]

wh(s, a)
(
P̂πE

h (s, a)− Pπ(t)

h (s, a)
)
.

可以用在线投影梯度下降 [22]进行优化：

w(t+1) = PW

(
w(t) − ηw∇F (t)(w(t))

)
.

其中 ηw 是步长，PW 是投影算子：PW(w) = argminz∈W ‖w − z‖22。给定奖赏函数 w(t+1)，关于策略的优化目
标为：maxπ∈Π Vw(t+1)(π)，我们可以利用基本的求解MDP的算法（例如策略迭代 [42]、值迭代 [42]和策略梯度
[2]）。

4.2.1 学徒学习

除了前面用到的 TV-距离，经典的学徒学习（Apprenticeship Learning）算法 Feature Expectation Matching [1]
（FEM）和 Game Theoretic Apprenticeship Learning [65]（GTAL）也可以被对抗式模仿学习的框架所描述。在 FEM
和 GTAL的原始论文里，作者假设真实的奖赏函数可以被一组已知的特征 ϕ : S × A × [H] → [0, 1]k 线性表示：
rh(s, a) = w∗Tϕh(s, a)，其中 w∗ ∈ Rk。对于任意一个策略 π，它的特征期望（Feature Expectation）定义为：

µ(π) = E

[
H∑

h=1

ϕh(sh, ah)

∣∣∣∣π
]
∈ Rk.

FEM和 GATL的思想是进行专家的特征期望的匹配。具体地，

min
π
µ(πE)− µ(π).

当我们选取 k = |S| × |A| ×H 和特征 ϕ(s′, a′, h′) = (I (s = s′, a = a′, h = h′))s∈S,a∈A,h∈[H]时，策略 π的特征期
望 µ(π)中的每个元素便是策略 π的状态-动作分布。因此，FEM和 GTAL也可以看作是专家的状态-动作分布的
匹配。FEM和 GATL分别选择 ℓ2-范数和 ℓ∞-范数作为距离度量，相应的极小极大化目标如下：

FEM : min
π∈Π

max
w∈R|S|×|A|×H :∥w∥2≤1

∑
(s,a,h)∈S×A×[H]

wh(s, a)
(
P̂πE

h (s, a)− Pπ
h (s, a)

)
, (4.6)

GTAL : min
π∈Π

max
w∈R|S|×|A|×H :∥w∥1≤1

∑
(s,a,h)∈S×A×[H]

wh(s, a)
(
P̂πE

h (s, a)− Pπ
h (s, a)

)
. (4.7)

这里的 P̂πE

h (s, a)对应公式 (4.2)。FEM和 GATL也是利用之前的梯度下降-上升思想来优化极小极大化目标。具
体而言，FEM会维护着一个状态-动作分布 Pπ(t)

，给定当前的奖赏函数 w(t)，FEM先求解在奖赏函数 w(t)下的
最优策略 π̃，通过线搜索的方式来更新状态-动作分布 Pπ(t+1)

= Pπ(t)

+ η(P π̃ − Pπ(t)

)，其中 η ∈ [0, 1]是通过线
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4.3 更高级的对抗模仿学习算法

搜索确定的步长，即

η = argmin
η∈[0,1]

∥∥∥P̂πE

−
(
Pπ(t)

+ η
(
P π̃ − Pπ(t)

))∥∥∥
2
.

得到 Pπ(t+1)

之后，奖赏函数更新为 w(t+1) = P̂πE − Pπ(t+1)

。
给定奖赏函数 w(t)，类似地，GTAL求解在奖赏函数 w(t) 下的最优策略得到 π(t)。考虑公式 (4.7)，注意到

内层max问题的最优解会在边界 ‖w‖1 = 1的地方取到，即奖赏函数为概率单纯形。GTAL利用了奖赏函数是概
率单纯形这一特点，使用在线镜像下降算法（Online Mirror Descent [22]）来优化奖赏函数：

w
(t+1)
h (s, a) ∝ wt

h(s, a) · exp
(
P̂πE

h (s, a)− Pπ(t)

h (s, a)
)
, ∀(s, a, h) ∈ S ×A× [H].

4.2.2 生成对抗式模仿学习

在极小极大化目标下，一个著名模仿学习算法便是生成对抗式模仿学习算法（Generative Adversarial Imitation
Learning，GAIL）[24]。为了简便和原始论文保持一致，我们在无限长度的折扣马尔可夫决策过程下介绍这个算
法。
在 GAIL中，作者选择 Jensen-Shannon距离作为距离度量 ψ，进行专家策略的状态-动作分布的匹配：

min
π∈Π

DJS(d
π, d̂π

E

),

其中 d̂π
E

是专家的状态-动作分布的估计器。根据 Jensen-Shannon距离的对偶表示，我们可以得到下面的极小极
大化优化目标:

min
π∈Π

max
D:S×A→R

E(s,a)∼d̂πE [log (D(s, a))] + E(s,a)∼dπ [log(1−D(s, a))] . (4.8)

上述目标函数和生成对抗式网络（Generative Adversarial Networks, GAN）[19]中的目标函数十分相近。其中 D

可以看作 GAN中的判别器，作用是区分某个状态-动作对 (s, a)是由专家策略 πE还是由模仿策略 π产生，是一
个二分类问题。π 是生成器，目标是产生与专家数据相似的状态-动作对，提升判别器的打分，混淆判别器。生
成对抗式模仿学习的算法流程如下：

Algorithm 2生成对抗式模仿学习

Input: 专家示例 D = {(s, a)} i.i.d.∼ dπ
E

，将策略参数和判别器参数分别初始化为 θ0, w0。
1: for i = 1, 2, · · · , N do
2: 使用策略 πθi 在环境中采样，得到数据集 Di = {(st, at)t}。
3: 通过下面的梯度公式来更新判别器参数 wi → wi+1：∑

(s,a)∈D

∇w log (Dw(s, a)) +
∑

(s,a)∈Di

∇w log(1−Dw(s, a)).

4: 设置奖赏函数 r(s, a) = − log
(
1−Dwi+1(s, a)

)
，利用信赖域策略优化算法 [53]来更新策略参数 θi → θi+1。

5: end for
Output:

4.3 更高级的对抗模仿学习算法

在4.1小节中，我们举例说明了，相比于 BC 遵循的 ‘‘策略分布匹配’’ 准则，‘‘状态-动作分布匹配’’ 准则能
够降低复合误差。但是，经典的对抗式模仿学习算法在最坏情况下的样本复杂度未必比行为克隆好。在本小节，
我们将会介绍两个对抗式模仿学习的改进算法，这两个算法相较于传统的对抗式模仿学习算法具有更好的样本
复杂度。在本小节，我们假设算法已知环境的转移概率并且专家策略是一个确定性策略。
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4.3 更高级的对抗模仿学习算法

4.3.1 TAIL

Transition-aware Adversarial Imitation Learning [73]（TAIL）考虑的是对专家状态-动作分布 PπE

h (s, a)进行更
好的估计，并且基于4.2小节介绍的极小极大化目标进行优化。

我们引入新的符号 trh，表示截断到时间步 h的轨迹，即 trh = {s1, a1, · · · , sh, ah}。根据截断轨迹 trh，我
们考虑对 PπE

h (s, a)进行如下的分解：

PπE

h (s, a) =
∑

trh∈Trh

PπE

(trh) I {trh (sh, ah) = (s, a)} .

其中 Trh 表示截断到时间步 h的全部轨迹，trh (sh, ah)表示阶段轨迹 trh 在时间步 h时访问的状态-动作对。即
在时间步 h访问状态-动作对 (s, a)的概率为所有包含 (s, a)的（截断）轨迹的发生概率。

我们引入截断轨迹的集合 TrDh := {trh : ∀h′ ∈ [h], trh(sh′) ∈ Sh′(D)}，其中 trh(sh′)表示在截断轨迹 trh 在
时间步 h′上访问的状态。也就是说，TrDh 包含的截断轨迹上的任意一个状态，都被数据集 D访问过。
我们考虑将数据集 D随机等分为两份：D = D1 ∪Dc

1，其中 |D1| = |Dc
1| = m/2。给定 D1，我们对截断轨迹

进行划分，可以得到

PπE

h (s, a) =
∑

trh∈Tr
D1
h

PπE

(trh) I {trh (sh, ah) = (s, a)}+
∑

trh ̸∈Tr
D1
h

PπE

(trh) I {trh (sh, ah) = (s, a)} .

通过数据集D1，我们知道被D1访问的状态上的专家动作，因此我们可以利用马尔可夫决策过程的转移概率，对
上式右侧第一项

∑
trh∈Tr

D1
h

PπE

(trh) I {trh (sh, ah) = (s, a)}进行准确计算。对于上式右侧的第二项，我们可以
利用数据集 Dc

1 进行最大似然估计：
1

|Dc
1|

∑
trh∈Dc

1

I
{
trh 6∈ TrD1

h , trh(sh, ah) = (s, a)
}
.

我们便得到了 PπE

h (s, a)的新的估计器 P̃πE

h (s, a)：

P̃πE

h (s, a) =
∑

trh∈Tr
D1
h

PπE

(trh) I {trh (sh, ah) = (s, a)}+ 1

|Dc
1|

∑
trh∈Dc

1

I
{
trh 6∈ TrD1

h , trh(sh, ah) = (s, a)
}
. (4.9)

直观地说，相比于估计器 P̂πE

h (s, a)（公式 (4.5)），在新估计器 P̃πE

h (s, a)中，第一部分是利用转移概率准确计算得
到的，第二部分用来估计的样本量（m/2）与 P̂πE

h (s, a)中的m为同一量级。可以认为，在相同样本量（|D| = m）
下，新估计器 P̃πE

h (s, a)的误差比公式 (4.2)里的最大似然估计器 P̂πE

h (s, a)的误差更小。
注如果读者仍然对公式 (4.9)的具体计算细节困惑，可以参考 [72]的附录 C，那里有详细的例子来说明。
有了新的估计器 P̃πE

h (s, a)之后，我们考虑4.2小节中的极小极大优化：

min
π∈Π

H∑
h=1

DTV

(
Pπ
h , P̃

πE

h

)
= min

π∈Π
max
w∈W

∑
(s,a)∈S×A

wh(s, a)
(
P̃πE

h (s, a)− Pπ
h (s, a)

)
. (4.10)

对于奖赏函数 wh(s, a)，我们利用在线投影梯度法进行优化。对于策略 π，因为已知转移概率和奖赏函数，我们
利用基本的求解MDP的算法（例如策略迭代 [42]、值迭代 [42]和策略梯度 [2]）得到一个 εopt-最优的策略。TAIL
算法的流程图如下：

定理 4.2 (TAIL的样本复杂度 [73])

♥

对于任意的 ε ∈ (0,H)和 δ ∈ (0, 1)；假设 H ≥ 5. 考虑 TAIL算法（Algorithm 3），令 π 为算法输出的策
略，假设优化误差满足 εopt ≤ ε/2，当专家样本复杂度、迭代轮数、步长满足

m ≿ H3/2|S|
ε

log

(
H|S|
δ

)
, T ≿ H2|S||A|

ε2
, η(t) :=

√
|S||A|
8T

.

以至少 1− δ的概率，我们有 V πE − V π ≤ ε。

�
笔记当忽略常数项和对数项时，TAIL的专家样本复杂度上界为 Õ

(
H3/2|S|/ε

)
。相比于 BC的专家样本复杂度

Õ
(
H2|S|/ε

)
，TAIL提升了 Õ

(
H1/2

)
。相比传统的对抗式模仿学习算法（FEM和 GTAL，甚至包括 GAIL），这
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4.3 更高级的对抗模仿学习算法

Algorithm 3 Transition-aware Adversarial Imitation Learning (TAIL)

Input: 专家样本 D，迭代轮数 T，步长 η(t)，初始化奖赏函数 w(1)。
1: 将专家数据集 D随机等分为两份：D = D1 ∪ Dc

1，得到公式 (4.9)中的估计器 P̃πE

h 。
2: for t = 1, 2, · · · , T do
3: π(t) ←求解得到在奖赏函数 w(t) 下的 εopt-最优的策略。
4: 对于策略 π(t) 求解对应的状态-动作分布 Pπ(t)

h (s, a)。
5: 利用在线投影梯度法更新奖赏函数：w(t+1) := PW

(
w(t) − η(t)∇F (t)(w(t))

)
，其中 F (t)(w) =

−
∑

(s,a)∈S×A wh(s, a)
(
P̃πE

h (s, a)− Pπ(t)

h (s, a)
)
。

6: end for
7: 求解平均状态-动作分布：Ph(s, a) =

∑T
t=1 P

π(t)

h (s, a)/T。
8: 导出策略 πh(a|s)← Ph(s, a)/

∑
a Ph(s, a)。

Output: 策略 π。

样的对抗式模仿学习算法在最坏情况下的样本复杂度要更好。�
笔记 TAIL里的数据集切分是为了利用行为克隆的里的 ‘‘质量缺失’’（Missing Mass）性质 [45]（见小节3.1里的
笔记）。正是因为这个性质，TAIL才能够把定理4.1样本复杂度里的 Õ(1/ε2)改进到 Õ(1/ε)。�
笔记这里我们假设环境的转移概率已知，在每个迭代步 t时，可以容易地求解 εopt-最优的策略 π(t)，和计算 π(t)

的状态-动作分布。当环境的转移概率未知时，我们需要与环境进行交互，在线地求解策略 π(t)和计算相应的状
态-动作分布。在这种情形下，除了专家样本量，我们还关心与环境交互的样本量。在 [73]中，作者给出了当环
境的转移概率未知时，相应的算法和理论结果，感兴趣的读者可以深入了解。

4.3.2 MIMIC-MD

我们介绍另一个基于 ‘‘状态-动作分布匹配’’准则的算法MIMIC-MD [45]。事实上，MIMIC-MD是第一个克
服样本复杂度难题的对抗式模仿学习算法（这个关系在 [44]里被明确点出）；但是为了方便讲述这一原理，我们
先介绍了 TAIL，后介绍MIMIC-MD。
给定数据集 D，我们定义一个在 D上，由行为克隆算法产生的策略的集合 Πmimic(D)。

Πmimic(D) ≜
{
π ∈ Πdet : ∀h ∈ [H], s ∈ Sh(D), πh(· | s) = δπE

t (s)

}
, (4.11)

其中 Πdet表示包含全部确定性策略的集合，Sh(D)表示数据集 D中在时间步 h上访问的状态的集合，δπE
t (s)表

示定义在动作空间上的狄拉克分布，在专家动作 πE
t (s)上赋予 1的概率，在其他动作上赋予 0的概率。也就是

说，策略集合 Πmimic(D)中的每一个策略，在数据集 D包含的状态上，会执行专家动作。
因为我们假设专家策略是确定性策略，MIMIC-MD 的思想就是在已经访问的状态上像行为克隆一样采取

与专家一致的行为。这样的策略集合就是公式 (4.11) 里定义的集合。但显然直接做行为克隆并不可取，所以
MIMIC-MD 还考虑了状态-动作对匹配。特别地，我们仍把数据集 D 随机等分为两份：D = D1 ∪ Dc

1，其中
|D1| = |Dc

1| = m/2。MIMIC-MD把待选策略的集合限定为 Πmimic(D1)，这么做的动机是：最后算法输出策略的
性能一定不弱于行为克隆算法输出策略的性能，因为待选策略的集合被限定为行为克隆输出策略的集合。

我们回顾在4.3.1小节中定义的截断轨迹的集合 TrDh，TrDh 包含的截断轨迹上的任意一个状态，都被数据集
D访问过。MIMIC-MD的优化目标为

min
π∈Πmimic(D1)

H∑
h=1

∑
(s,a)∈S×A

∣∣∣∣Pπ
(
trh : trh 6∈ TrD1

h , trh(sh, ah) = (s, a)
)
−

1

|Dc
1|

∑
trh∈Dc

1

I
{
trh 6∈ TrD1

h , trh(sh, ah) = (s, a)
} ∣∣∣∣. (4.12)

给定数据集 D1，Pπ(trh : trh 6∈ TrD1

h , trh(sh, ah) = (s, a))表示策略 π 产生未完全被数据集 D1 访问，且在时间
步 h上访问 (s, a)的截断轨迹的概率。1/|Dc

1| ·
∑

trh∈Dc
1
I{trh 6∈ TrD1

h , trh(sh, ah) = (s, a)}可以看作是在数据集
Dc

1 上，对概率 PπE

(trh : trh 6∈ TrD1

h , trh(sh, ah) = (s, a))的最大似然估计。
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4.4 讨论

优化目标（公式 (4.12)）可以看作是 TAIL优化目标（公式 (4.10)）下的一个特例。因为限定待选策略集合为
Πmimic(D1)，对于 π ∈ Πmimic(D1)，π 在数据集 D1 访问过的状态上是执行专家动作的，所以对于集合 TrD1

h 中
的任意一个截断轨迹 trh，都有 Pπ (trh) = PπE

(trh)。因此，我们只需要匹配那些 TrD1

h 中没有包含的截断轨迹
的概率。由此，我们便可以得到公式 (4.12)的目标函数。

下面的定理给出了MIMIC-MD的样本复杂度上界：

定理 4.3 (MIMIC-MD的样本复杂度 [45])

♥

考虑MIMIC-MD算法，令 π̂为公式 (4.12)下的最优解，对于任意的 ε ∈ (0,H)和 δ ∈ (0, 1)，以至少 1− δ
的概率，当专家样本复杂度m ≿ H3/2|S|

ε log
(

H|S|
δ

)
，V (πE)− V (π̂) ≤ ε。

�
笔记公式 (4.12)中定义的优化问题是无法在多项式时间内直接精确求解的。在 [44]中，作者将优化问题（公式
(4.12)）转化为了一个线性规划问题，从而可以在多项式时间内精确求解。�
笔记 TAIL和 MIMIC-MD的除了解法的区别（前者是基于梯度下降-上升，后者是线性规划），在算法设计上的
区别在于 MIMIC-MD直接将模仿策略的动作在数据集 D1 里状态上投影到了专家动作，而 TAIL并没有这么一
个限制，因此 TAIL更灵活一些，这一点对设计后续算法比较重要 [73]。

4.4 讨论

在本节里介绍的对抗式模仿学习算法，之所以能可以克服复合误差问题，是因为显示地或隐式地利用了转
移函数的信息。因此这些算法往往要求转移函数已知，或者可以与环境进行大量交互来获取转移函数的信息。关
于对抗式模仿学习算法与环境交互的复杂度研究相对较少。模仿学习算法样本复杂度的总结可以见表 4.1 [73]。

表 4.1: 专家样本和环境交互复杂度总结 [73]。

转移函数已知 转移函数未知

专家样本复杂度 专家样本复杂度 环境交互复杂度

BC [45] Õ
(

H2|S|
ε

)
Õ
(

H2|S|
ε

)
0

FEM [1] Õ
(

H2|S|
ε2

)
Õ
(

H2|S|
ε2 + H8|S|3|A|

ε5

)
0

GTAL [65] Õ
(

H2|S|
ε2

)
Õ
(

H2|S|
ε2 + H6|S|3|A|

ε3

)
0

MIMIC-MD [45] Õ
(

H3/2|S|
ε

)
- -

TAIL [73] Õ
(

H3/2|S|
ε

)
- -

OAL [57] - Õ
(

H2|S|
ε2

)
Õ
(

H4|S|2|A|
ε2

)
MB-TAIL [73] - Õ

(
H3/2|S|

ε

)
Õ
(

H3|S|2|A|
ε2

)
Lower Bound [44] Ω̃

(
H3/2

ε

)
Ω̃
(

H3/2

ε

)
-

除此理论分析外，[73] 也进行了实验研究来帮助更好的理解。与之前的（大规模）实验性对比 [24, 27, 30]
不同，[73]里考虑的任务更具有代表性，能够反应实际情况里遇到的实验观察；其实验研究结果更具有说服力，
更能揭示算法的本质。
首先，我们说对于前面提到的满足的 PAC [35, 55]（Probably Approximately Correct）保证的模仿学习算法，

如果其样本复杂度满足：m ≿ Hα|S|/εβ，那么累计回报差异满足 V πE − V π ≾ Hα/β |S|1/β/m1/β。更进一步地：

log(V πE

− V π) ≾ (α/β) log(H)− 1/β log(m) + 1/β log(|S|).

也就是说，如果以 log(H)为横轴、log(V (πE)−V (π))为纵轴的时候，斜率 ‘‘最坏’’为 α/β。同理，以 log(m)为
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4.4 讨论

横轴，纵轴不变的时候，斜率 ‘‘最坏’’为 1/β。‘‘最坏’’的情况可以在最难的马尔可夫决策过程上观测的。比如
图3.1里的马尔可夫决策过程就是转移函数未知、只知道专家数据集情况下最坏的马尔可夫决策过程 [45]；在这
种情况下，我们预期观测到行为克隆算法关于 log(H)的斜率为 2/1 = 2。对比之下，对抗式模仿学习算法关于
log(H)的斜率应该为 1。
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图 4.1: 在 Reset Cliff马尔可夫决策过程（图 3.1）上模仿学习算法性能关于 log(V (πE)− V (π))的对比 [73]。

Reset Cliff上的性能对比见图4.1。在图 (a)里可以看到我们预期的实验结果。在图 (b)里我们看到几乎所有
的模仿学习算法关于 log(m)的斜率都基本为 1。这对于行为克隆应该说是合理的（因为 1/β = 1/1 = 1）。但是
对抗式模仿学习算法比如 FEM和 GTAL的斜率不是预期的 1/β = 1/0.5 = 2，这是因为 Reset Cliff不是统计意
义上难的任务。为了进一步地解决这个理论和实际差距的问题，[73]又考虑了一个称作为 Standard Imitation [45]
的马尔可夫决策过程；见图4.2。

2 Bandit

1 · · · |S|−1 |S|

01 01 01

2

图 4.2: Standard Imitation马尔可夫决策过程 [45, 73]。

在图4.2所示的马尔可夫决策决策过程中，每个状态都是一个独立的状态，采取任何动作都将停留在自己。但
是，只有采取专家动作green才能获取 +1 的奖励，否则奖励为 0。假设初始状态分布为均匀分布。实验结果见
图4.3。
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图 4.3: 在 Standard Imitation马尔可夫决策过程（图 4.2）上模仿学习算法性能关于 log(V (πE)−V (π))的对比 [73]。

考察图4.3。在图 (a)里我们可以看到，所有算法关于 log(H)的斜率基本为 1，都不存在复合误差问题。但是
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4.4 讨论

在图 (b)里，我们看到 TAIL和 BC的性能则更好，其关于 log(m)的斜率接近 1/β = 1/1 = 1（在m ∈ [102, 103]

的区间内），而传统的对抗式模仿学习算法的斜率则接近 1/β = 1/2 = 0.5。这表明传统的对抗式模仿学习算法
在统计估计上存在缺陷，而 TAIL因为借助行为克隆算法里的 ‘‘缺失质量” [45]的性质，从而有较好地统计性能。

总结一下，基于统计学习理论的思路，我们可以更好地分析和理解对抗式模仿学习算法的优势、缺陷和极
限，并且设计出更好的对抗式模仿学习算法。[45] 是模仿学习里利用统计学习理论的先驱工作；后续的工作包
括 [44, 46, 72, 73]。把这些理论拓展到更接近实际的模仿学习任务（比如多专家、环境未知）是一项比较意义的
工作。此外，把这些理论算法和神经网络进行结合，设计更好的实际算法也是一个不错的研究方向。
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第 5章 环境模仿

内容提要

h 基于模型的强化学习
h 基于行为克隆的环境模仿

h 基于对抗式的环境模仿

在第3章和第4章中，我们介绍了两大类模仿学习算法，用来模仿专家策略。如图5.1所示，在智能体与环境
交互的过程中，除了智能体的策略之外，另一个重要的成分是环境的奖赏和转移函数。如果我们可以学到一个
近似的奖赏和转移函数，我们便可以在这个近似的环境中进行策略学习，从而降低样本复杂度，这便是基于模
仿的强化学习（Model-Based Reinforcement Learning） [63]的主要思想。在这一章，我们将介绍利用模仿学习算
法来模仿环境的奖赏和转移函数。

⇡(a|s)
<latexit sha1_base64="qBV+Za0JbUuQwUylFLhcnFQI/p4="></latexit>

Agent Expert  dataset
(s, a, s0) ⇠ M⇤(·|s, a)

<latexit sha1_base64="Q3NZIX+J/CDItURU6dyFZ8QboGk="></latexit>

a ⇠ ⇡(·|s)
<latexit sha1_base64="y78uiXB8xC1Y1PHn7quuNZ9/r1w="></latexit>

s0 ⇠ P (·|s, a)
<latexit sha1_base64="idIQR31cJScEIMeQ+ySBFhcij90="></latexit>

r = r(s, a)
<latexit sha1_base64="BhCNl57x9d/S2AF0mmktmvgAYP0="></latexit>

智能体 环境

图 5.1: 智能体与环境交互示意图。

5.1 环境模仿学习

基于模型的强化学习 [63]是一类在虚拟的马尔可夫决策过程中进行学习策略的算法。具体而言，基于模型
的强化学习首先从与真实环境交互得到的样本中，学习到一个经验环境模型 M̂ = (S,A, ρ̂, P̂ , r̂, γ)，这个经验模
型包含近似的奖赏函数 r̂ 和转移函数 P̂ 和初始状态分布 ρ̂，之后智能体便在这个虚拟的环境模型上进行采样和
策略的学习。在基于模型的强化学习中，由于智能体可以在经验环境模型上完成采样，从而降低了在真实环境
的样本复杂度，有助于提升强化学习算法的样本效率。基于模型的强化学习算法的一般算法框架如下：

Algorithm 4基于模型的强化学习

Input: 初始化策略 π，奖赏函数 r̂，转移函数 P̂，初始状态分布 ρ̂，和空数据集 D = ∅。
1: for i = 1, 2, · · · , N do
2: 使用策略 π在环境中采样，得到数据集 D = D ∪ {(st, at, s′t+1)}。
3: 通过数据集 D训练奖赏函数 r̂和转移函数 P̂ 和初始状态分布 ρ̂。
4: 在经验环境模型中优化策略：π ← argmaxπ′ V π′

M̂
。

5: end for
Output:

环境模型的学习是基于模型的强化学习算法中重要的一步。可以看到，由于策略学习是基于经验模型 r̂ 和
P̂ 和 ρ̂，经验模型的精度直接影响学习到的策略的性能：经验模型的误差越大，学到的策略的性能就会越差。
构建环境模型的过程中，可以把真实环境的奖赏转移函数以及初始状态分布视作 ‘‘专家’’，因此模仿（策略）

学习的算法可以被应用到模仿环境模型的任务中。其中，模仿奖励函数和初始状态分布比较简单：对于前者，我
们只需要利用回归模型构建一个从 S × A 到 R的映射即可1；对于后者，我们只要学习一个生成模型来模拟初
始状态分布。而模仿转移函数则比较困难，这是因为转移函数一般是一个高维的条件概率分布。在本章后面的
小节中，我们将从模仿学习的角度来考虑如何构建一个高精度的经验转移模型。

1并且学习奖赏函数的统计复杂度相对于学习转移函数而言往往是一个低阶项 [6, 7]。



5.2 基于行为克隆的环境模仿

5.2 基于行为克隆的环境模仿

在这一节，我们考虑利用行为克隆算法进行环境模仿。环境的转移函数的输入是当前的状态-动作对 (s, a)，
输出是下一时刻的状态 s′，因此可以用一个 ‘‘对偶智能体’’对环境的转移函数进行建模。图5.2展示了智能体与
对偶智能体之间的关系图。根据前面的介绍，我们可以利用模仿学习算法来训练 ‘‘对偶智能体’’：专家策略是环
境的真实转移函数 P，对偶智能体的策略是经验转移函数 P̂θ（θ是经验转移模型的参数）。我们首先考虑利用行
为克隆算法来模仿环境。 ⇡(a|s)

<latexit sha1_base64="qBV+Za0JbUuQwUylFLhcnFQI/p4="></latexit>
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s0 ⇠ P (·|s, a)
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r = r(s, a)
<latexit sha1_base64="BhCNl57x9d/S2AF0mmktmvgAYP0="></latexit>

智能体 对偶智能体

图 5.2: 智能体与对偶智能体示意图。

考虑用某个采样策略 πD 与真实环境交互，得到数据集 D = {(s, a, s′)}，其中 (s, a) ∼ dπ
D

M , s′ ∼ P (·|s, a),
dπ

D

M 表示采样策略 πD在真实环境M上的状态-动作分布。在行为克隆里，我们基于最大化似然的准则可以得到
下面的目标函数：

max
P̂θ∈R|S|×|A|×|S|

∑
(s,a,s′)∈D

log
(
P̂θ(s

′|s, a)
)
,

s.t.
∑
s′

P̂θ(s
′|s, a) = 1 ∀(s, a) ∈ S ×A.

上述优化问题的对于有限状态和动作空间的马尔可夫决策过程的最优解为

P̂θ(s
′|s, a) =

∑
(si,ai,s′i)∈D I(si = s, ai = a, s′i = s′)∑

(si,ai,s′i)∈D I(si = s, ai = a)
.

对于状态空间为连续空间、动作空间为连续空间或者两者都为连续空间的情况下，我们可以利用小节3.1里介绍
的参数化方法（softmax参数化、Gaussian参数化）来进行下面的优化问题:

min
θ

∑
(s,a,s′)∈D

log
(
P̂θ(s

′|s, a)
)
.

如何评价学习到的转移函数质量呢？最直接的指标是: maxs,aDKL(P (·|s, a), P̂θ(·|s, a))。但考虑到我们的背
景任务是基于模型的强化学习，我们更希望知道在经验模型里估计的值函数与真实环境下的值函数的差异，其
对策略优化非常重要。所以，研究者们一般采用这个指标来衡量模型学习的好坏。

引理 5.1 (基于行为克隆的环境学习的策略评估误差 [28, 33, 62, 71])

♥

考虑无限长度的折扣马尔可夫决策过程。给定一个数据收集策略 πD，假设行为克隆算法被用
于环境模仿学习，并且有 E(s,a)∼d

πD
M

[DKL(P (·|s, a), P̂θ(·|s, a)] ≤ εm。这时，给定任意一个满足
maxsDKL(π(·|s), πD(·|s)) ≤ επ的评估策略 π，策略评估误差的上界为：|V π

M−V π
M̂
| ≤
√
2/(1− γ)2√εm+

2
√
2/(1− γ)2√επ。

�
笔记引理5.1揭示了行为克隆得到的转移模型，在进行策略评估时，关于优化误差的系数是有效决策长度 1/(1−γ)
的二次方，即环境模仿学习的 ‘‘复合误差’’。
注 有一些基于 ‘‘短视’’（short rollout）的方法 [28, 32] 在一定条件下也可以做到评估误差关于 √εm 的系数是
1/(1− γ)的一次方，但这些方法并没有本质上解决复合误差的问题。
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5.3 基于对抗式的环境模仿

根据前面的介绍，对抗式模仿学习算法有望在序列决策任务中克服复合误差的难题。因此，我们可以考虑
把对抗式策略模仿学习的方法也拓展到环境模仿的任务中。这时，对偶智能体的输入仍然是当前的状态-动作对
（s, a），输出是下一时刻的状态 s′。不同之前策略模仿的是，我们需要将状态-动作分布 dπ(s, a)的概念拓展为状
态-动作-下一状态的分布 dπ(s, a, s′)。相当于说，对偶智能体的状态空间是之前原始的状态空间和动作空间的增
广，对偶智能体的动作空间是原始的（下一时刻的）状态空间。

dπ(s, a, s′) = dπ(s, a) · P (s′|s, a).

利用这种建模方法，我们便可以使用之前的对抗式模仿学习算法，比如 GAIL。以此为例，我们也可以分析策略
评估误差。

引理 5.2 (基于对抗式模仿学习的环境学习的策略评估误差 [71])

♥

考虑无限长度的折扣马尔可夫决策过程。给定一个数据收集策略 πD, 假设 GAIL 方法被用于环境模仿学
习，并且有DJS(d

π
M(s, a, s′), dπ

M̂
(s, a, s′)) ≤ εm。这时，给定任意一个满足maxsDKL(π(·|s), πD(·|s)) ≤ επ

的评估策略 π，，策略评估误差的上界为：|V π
M − V π

M̂
| ≤ 2

√
2/(1− γ)√εm + 2

√
2/(1− γ)2√επ。

�
笔记引理5.2表明当 GAIL的优化误差很小的时候，由于 GAIL的策略评估误差关于优化误差√εm的系数是有效
决策长度 1/(1− γ)的一次方，所以 GAIL方法在环境模仿时效果可能会更好。关于这方面的实验性工作可以参
考 [70, 71]。
注引理5.2里的具体环境模仿学习算法的流程，可以参考 [71]附录里的算法 1。
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第 6章 总结

这篇教程主要从统计的角度揭示了模仿学习算法的本质。针对行为克隆算法，详细地介绍了复合误差的来
源。此后，介绍了对抗式模仿学习是怎么缓解复合误差问题的，并且点出了现在的对抗式模仿学习算法的统计
缺陷，以及最新的方法是如何克服这一难题的。最后，介绍了策略模仿学习在环境模仿学习里的应用。我们希
望这个教程能帮助更多的人了解、改进和应用模仿学习算法。
由于时间仓促和能力有限，我们意识到一些与模仿学习相关但没有详细陈述的主题并没有详细地介绍。这

些主题包括：
非有限状态和动作空间的理论结果。当使用神经网络等函数近似的时候，除了统计估计的问题，还有全局
优化的问题，这方面的研究进展包括 [10, 21, 75]。
除了教程里提交到模仿学习算法，另外一类算法是 AggreVaTe（Aggregate Values to Imitate）族 [11, 47, 61]。
像 DAgger一样，这也是一类基于在线学习算法的模仿学习算法。
模仿学习与强化学习的结合。一些任务中，给定的专家策略可能不是最优的，这时候模仿学习一般是为后
续的强化学习做铺垫。把模仿学习和强化学习结合的文章可以参考 [13, 23, 38, 60]。
VTR类环境模仿。除了本文提到的行为克隆和对抗式模仿学习在环境模仿里的应用，最近提出来的一类构
建经验转移函数的方式称作为：Value-Targeted-Regression（VTR）。简单来讲，这类方法的目标是直接最小
化估计的值函数与真实值函数的差异。这类方法的文献可以参考 [5, 15, 20, 52]。
模仿学习里的探索问题。针对对抗式模仿学习算法，其需要与环境不断交互来进行模仿，如何在学习的过
程中平衡探索和利用（模仿）也是一个非常重要的问题，这部分研究包括 [12, 57, 73]。
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