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CH9 线性系统理论 
l  ⼀一、什么是线性系统 
l  ⼆二、调谐信号分析 
l  三、卷积 
l  四、五个有⽤用函数 
l  五、卷积滤波及其应⽤用 
l  要点总结 



1 什么是线性系统 
l  1）定义 

 
 
 
 
 

线性系统
f(x,y) g(x,y)

输入 输出

线性系统
x(t) y(t)

输入 输出

⼀一维系统， 不失⼀一般性，以时间t作为系统变量。 

⼆二维系统， 不失⼀一般性，以空间坐标x,y作为系统变量。 



1 什么是线性系统 
l  2）性质 

l  线性 
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假设

若

则称此系统是

显然，对于线性系统若

则 	   	  其中 是有理数

显然，

线性系统满足叠加性和

线性系统

齐次性。



1 什么是线性系统 
l 移不变性 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )0 0 0 0

,

( , ) ,

( , ) ,

x t y t x t T y t T

f x y g x y

f x x y y g x x y y

→ − → −

→

− − → − −

对于线性系统，如果存在

且

则称此线性系统具有移不变性。

对于二维系统，若

则



2 调谐信号分析 
l  0）复数的基本概念 

l  复数的⼀一般表⽰示形式 

l  a, b都是实数 
l  实数a表⽰示复数z的实部, 也记为re(z) 
l  bi 表⽰示复数z的虚部，也记为im(z) 

z = a+ bi



2 调谐信号分析 
l  0）复数的基本概念 

l  复数的基本运算 
通过形式上应用代数的结合律、交换律和分配律，再加上等式i ² = −1，定义复数的加法、减法、乘法和除法:

加法: 
减法: 
乘法: (模值相乘，幅角相加)

除法: ，

复数域

复数可定义为实数 组成的有序对，而其相关之和及积为：

，

，

复数数系是一个域，复数域常以 来表示。

一个实数 等同于复数 ，故实数域为复数域的子域。虚数单位 就是复数 。此外，还有:

加法单位元（“零元”）: (0, 0)
乘法单位元（“幺元”）: (1, 0)
(a,b)的加法逆元: (−a, −b)

非零 (a, b)的乘法逆元（倒数）: 。

复数域亦可定为代数数的拓扑闭包或实数域的代数闭包。

复平面

先把坐标轴画出来，横的叫实轴，竖的叫虚轴，然后确定0的位置，z=a十bi可以用二维空间来表示出来

复数z可以被看作在被称为阿甘得图（得名于让-罗贝尔·阿冈，也叫做高斯平面）的二维笛卡尔坐标系内的一个点或位置向量。这个点也
就是这个复数z可以用笛卡尔（直角）坐标指定。复数的笛卡尔坐标是实部 x = Re(z)和虚部y = Im(z)。复数的笛卡尔坐标表示叫做复数
的“笛卡尔形式”、“直角形式”或“代数形式”。

绝对值、共轭与距离

，则 是 的“绝对值”（“模”、“幅值”）。如果 ，则 .

对所有 及 ，有

当定义了距离 ，复数域便成了度量空间，我们亦可谈极限和连续。加法、乘法及除法都是连续的运算。

的共轭复数定义为 ，记作  或  。如图所示， 是 关于实数轴的“对称点”。有

 当且仅当 是实数

 若z非零。这是计算乘法逆最常用的等式。

对于所有代数运算 ，共轭值是可交换（commute）的。这即是说 。一些非代数运算如正弦“sin”亦有此性质。这是由于

的不明确选择—— 有二解。可是，共轭值是不可微分的（参见全纯函数）。

一复数 的“幅角”或“相位”为 。此值对模 而言是唯一的。

复数运算的几何解释



2 调谐信号分析 
l  0）复数的基本概念 

l  复平⾯面（笛卡尔坐标系） 



2 调谐信号分析 
l  0）复数的基本概念 

l  极坐标表⽰示 

X = A + B

X = AB

X = A*

考虑一个平面。一个点是原点0。另一个点是单位1。

两个点A和B的和是点X = A + B使得顶点0, A, B的三角形和顶点A, B, X的三角形是全等的。

两个点A和B的积是点X = AB使得顶点0, 1, A的三角形和顶点0, B, X的三角形是相似的。

点A的共轭复数是点X = A*使得顶点0, 1, A的三角形和顶点0, 1, X的三角形相互是镜像。

极坐标形式

作为替代，复数z可以用极坐标来指定。极坐标是叫做绝对值或模的r = |z| ≥ 0和叫做z的辐角的φ =
arg(z)。对于r = 0，任何值的φ都描述同一个数。要得到唯一的表示，常规的选择是设置arg(0) = 0。对
于r > 0辐角φ 模以2π后是唯一的；就是说，如果复数辐角的两个值只相差精确的2π的整数倍数，则它们
被认为是等价的。要得到唯一表示，常规的选择是限制φ在区间 (-π,π]内，就是−π < φ ≤ π。复数的极
坐标表示叫做复数的“极坐标形式”。

从极坐标形式到笛卡儿坐标形式的转换

从笛卡尔坐标形式到极坐标形式的转换

前面的公式要求非常繁杂的情况区分。但是很多编程语言提供了经常叫做atan2一个变体的反正切函数
来处理这些细节。使用反余弦函数的公式要求更少的情况区分:

极坐标形式的符号

极坐标形式的符号

，

被叫做“三角形式”。有时使用符号cis φ简写cosφ + isinφ。 使用欧拉公式还可以写为

这叫做“指数形式”。

极坐标形式下的乘法、除法、指数和开方根

在极坐标形式下乘法、除法、指数和开方根要比笛卡尔形式下容易许多。

使用三角恒等式得到

，

和

。

依据棣莫弗定理做整数幂的指数运算，

。

任意复数幂的指数运算在条目指数函数中讨论。

两个复数的加法只是两个向量的向量加法，乘以一个固定复数的可以被看作同时旋转和伸缩。

X = A + B

X = AB

X = A*

考虑一个平面。一个点是原点0。另一个点是单位1。

两个点A和B的和是点X = A + B使得顶点0, A, B的三角形和顶点A, B, X的三角形是全等的。

两个点A和B的积是点X = AB使得顶点0, 1, A的三角形和顶点0, B, X的三角形是相似的。

点A的共轭复数是点X = A*使得顶点0, 1, A的三角形和顶点0, 1, X的三角形相互是镜像。

极坐标形式

作为替代，复数z可以用极坐标来指定。极坐标是叫做绝对值或模的r = |z| ≥ 0和叫做z的辐角的φ =
arg(z)。对于r = 0，任何值的φ都描述同一个数。要得到唯一的表示，常规的选择是设置arg(0) = 0。对
于r > 0辐角φ 模以2π后是唯一的；就是说，如果复数辐角的两个值只相差精确的2π的整数倍数，则它们
被认为是等价的。要得到唯一表示，常规的选择是限制φ在区间 (-π,π]内，就是−π < φ ≤ π。复数的极
坐标表示叫做复数的“极坐标形式”。

从极坐标形式到笛卡儿坐标形式的转换

从笛卡尔坐标形式到极坐标形式的转换

前面的公式要求非常繁杂的情况区分。但是很多编程语言提供了经常叫做atan2一个变体的反正切函数
来处理这些细节。使用反余弦函数的公式要求更少的情况区分:

极坐标形式的符号

极坐标形式的符号

，

被叫做“三角形式”。有时使用符号cis φ简写cosφ + isinφ。 使用欧拉公式还可以写为

这叫做“指数形式”。

极坐标形式下的乘法、除法、指数和开方根

在极坐标形式下乘法、除法、指数和开方根要比笛卡尔形式下容易许多。

使用三角恒等式得到

，

和

。

依据棣莫弗定理做整数幂的指数运算，

。

任意复数幂的指数运算在条目指数函数中讨论。

两个复数的加法只是两个向量的向量加法，乘以一个固定复数的可以被看作同时旋转和伸缩。



2 调谐信号分析 
l  0）复数的基本概念 

l  复平⾯面的极坐标表⽰示 

l  欧拉公式(1748年)： 

X = A + B

X = AB

X = A*

考虑一个平面。一个点是原点0。另一个点是单位1。

两个点A和B的和是点X = A + B使得顶点0, A, B的三角形和顶点A, B, X的三角形是全等的。

两个点A和B的积是点X = AB使得顶点0, 1, A的三角形和顶点0, B, X的三角形是相似的。

点A的共轭复数是点X = A*使得顶点0, 1, A的三角形和顶点0, 1, X的三角形相互是镜像。

极坐标形式

作为替代，复数z可以用极坐标来指定。极坐标是叫做绝对值或模的r = |z| ≥ 0和叫做z的辐角的φ =
arg(z)。对于r = 0，任何值的φ都描述同一个数。要得到唯一的表示，常规的选择是设置arg(0) = 0。对
于r > 0辐角φ 模以2π后是唯一的；就是说，如果复数辐角的两个值只相差精确的2π的整数倍数，则它们
被认为是等价的。要得到唯一表示，常规的选择是限制φ在区间 (-π,π]内，就是−π < φ ≤ π。复数的极
坐标表示叫做复数的“极坐标形式”。

从极坐标形式到笛卡儿坐标形式的转换

从笛卡尔坐标形式到极坐标形式的转换

前面的公式要求非常繁杂的情况区分。但是很多编程语言提供了经常叫做atan2一个变体的反正切函数
来处理这些细节。使用反余弦函数的公式要求更少的情况区分:

极坐标形式的符号

极坐标形式的符号

，

被叫做“三角形式”。有时使用符号cis φ简写cosφ + isinφ。 使用欧拉公式还可以写为

这叫做“指数形式”。

极坐标形式下的乘法、除法、指数和开方根

在极坐标形式下乘法、除法、指数和开方根要比笛卡尔形式下容易许多。

使用三角恒等式得到

，

和

。

依据棣莫弗定理做整数幂的指数运算，

。

任意复数幂的指数运算在条目指数函数中讨论。

两个复数的加法只是两个向量的向量加法，乘以一个固定复数的可以被看作同时旋转和伸缩。

cos ✓ + i sin ✓ = ei✓



2 调谐信号分析 
l  0）复数的基本概念 

l  欧拉公式证明 



2 调谐信号分析 
l  0）复数的基本概念 

l  复平⾯面的极坐标表⽰示 

 
l  极坐标下的复数乘法、除法、开⽅方、幂次 

z = rei'

r1e
i'1 · r2ei'2 = r1r2e

i('1+'2)

r1ei'1

r2ei'2
=

r1
r2

ei('1�'2)

�
rei'

�n
= rnein'



2 调谐信号分析 
l  1）调谐信号 

( ) ( ) ( )
2

cos sin

1, 2

j tx t e t j t

j f

ϖ ϖ ϖ

ϖ π

= = +

= − =其中 且

调谐信号是复函数的一种
简单形式 

0 
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2 调谐信号分析 
l  2）线性移不变系统对调谐输⼊入的响应：输⼊入
输出均为调谐信号 

l  根据移不变性 

 

x1 t( ) = e jϖ t , y1 t( ) = K ϖ ,t( )x1 t( ) = K ϖ ,t( )e jϖ t

x2 t( ) = x1 t −T( ) = e jϖ t−T( ) = e jϖ te− jϖT

y2 t( ) = K ϖ ,t( )x2 t( ) = K ϖ ,t( )x1 t −T( )

y2 t( ) = y1 t −T( ) = K ϖ ,t −T( )x1 t −T( )

K ϖ ,t( ) = K ϖ ,t −T( )



2 调谐信号分析 
l  2）线性移不变系统对调谐输⼊入的响应：输⼊入
输出均为调谐信号 

l  根据移不变性 

l  从⽽而线性移不变系统对于调谐信号的响应相当于
输⼊入信号乘于⼀一个只依赖频率的函数 

y2 t( ) = y1 t −T( ) = K ϖ ,t −T( )x1 t −T( )

K ϖ ,t( ) = K ϖ ,t −T( )
K ϖ ,t( ) = K ϖ( )

对任意T成立 



2 调谐信号分析 
l  3）调谐信号与正弦波信号 

l  具体物理系统中，输出信号常为正弦或余弦波； 

l  正弦波信号如何通过线性系统来响应： 
l  将输⼊入的正弦型信号表⽰示成调谐信号； 
l  计算线性系统对此调谐输⼊入的响应； 
l  取调谐输出的实部为真正的输出。 

 



2 调谐信号分析 
l  4）传递函数K(w) 

l  将K(w)表⽰示成极坐标形式 

l  假设输⼊入为余弦波，令其为调谐信号的实部 

K ϖ( ) = A ϖ( )ejφ ϖ( )

x t( ) = cos ϖt( ) = Re ejϖt( )



2 调谐信号分析 
l  4）传递函数K(w) 

l  调谐输⼊入的响应（输出）为 
 
l  余弦函数的输出为 

l  其中A(w)为乘积增益函数，φ为相移⾓角 

K ϖ( )ejϖt = A ϖ( )ejφ ϖ( )ejϖt

y t( ) = Re A ϖ( )ejφ ϖ( )ejϖt( )
= Re A ϖ( ) cos ϖt+ϕ( )+ jsin ϖt +ϕ( )( )( )
= A ϖ( )cos ϖt+ϕ( )



2 调谐信号分析 
l  5）线性移不变系统对调谐信号响应的⼏几个重
要性质 
l  1）调谐输⼊入总是产⽣生同频率的调谐响应输出； 
l  2）系统的传递函数是仅依赖于频率的复值函数，
包含系统全部信息； 

l  3）传递函数对调谐信号输⼊入只产⽣生两种影响，即
幅度的变化和相位的平移。 



3 卷积 
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3 卷积 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

x t y t

f t, x d

f t,

f t, x T d

T

f t T, T x d

f t T, T f t,

f t,

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

= τ τ τ

τ

= τ τ − τ

τ −

= + τ + τ τ

+ τ + ≡ τ

τ = τ

∫

∫

∫

线性系统 、 的另一种一般表示

y t

根据移不变性质，简化

y t -‐ T

对t - T和 进行变量变换，则

y t

所以

所以两个变量的f函数可表达成

g t -‐
冲激响应 



3 卷积 

l  1）线性移不变系统的两种表⽰示形式 
l  复数形式的传递函数； 
l  实数形式的卷积冲激响应； 
l  两者是统⼀一的。 

( ) ( ) ( )x d
∞

−∞
= τ τ τ∫

因此线性系统总可以表示成卷积形式

y t g t -‐



3 卷积 
l  2）卷积的⼏几个性质 

l  交换性 

l  加法的分配率 

l  结合率 

l  求导的性质 

f g g f∗ = ∗

 f ∗ g + h( ) = f ∗g + f ∗h

( ) ( )f g*h f g h∗ = ∗ ∗

( )d f g f g f g
dt

ʹ′ ʹ′∗ = ∗ = ∗



3 卷积 
l  3）离散⼀一维卷积 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
j

m n f i g j

h i f i g i f j g i j

N m n

= ∗ = −

= + −

∑
对于两个长度为 和 的序列 和 ，

给出长度为 的输出序列。

  �

��	�����

h = g i f =

gp 1( ) gp N( ) ! gp 2( )
gp 2( ) gp 1( ) ! gp 3( )
" " " "

gp N( ) gp N −1( ) ! gp 1( )

"

#

$
$
$
$
$

%

&

'
'
'
'
'

fp 1( )
fp 2( )
"

fp N( )

"

#

$
$
$
$
$

%

&

'
'
'
'
'



3 卷积 
l  4）⼆二维卷积和离散⼆二维卷积 

l  ⼆二维卷积定义 
 

l  离散⼆二维卷积定义 

( ) ( ) ( ), , ,h x y f g f u v g x u y v dudv
∞ ∞

−∞ −∞
= ∗ = − −∫ ∫

( ) ( ) ( ), , ,
m n

H F G
H i j F m n G i m j n
= ∗

= − −∑∑





3 卷积 
l  ⼆二维卷积的矩阵计算形式 

( )

1 1 2 2

1 2

1 2
2

1: , ,
, ,

1;
1;

2 : 1

3:

1

p p

p p

p p

p

i

step F m n G m n
F G F G M N

M m m
N n n
step F N f

F f N

step G N N

N G i N

× ×

×

= + −

= + −

×

×

≤ ≤

设 大小为 大小为

扩展 和 矩阵为 和 大小为 其中

以下假定M=N。

从矩阵 构造一个 维列向量 ，

将 的第一行转置，使成为 最上面的 个元素，

然后其他行转置依次在下面。

矩阵 每一行生成一个 循环矩阵，总共

产生一个 个这样的矩阵 。



3 卷积 

2 2

1 2

2 1 3

1 1

4 : :

5 :

b

N

b

N N

p b p

step N N G
G G G
G G G

G

G G G

step
h G f

−

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= •

L
L

M M O M
L

按如下方式生成一个 的块循环矩阵

二维卷积的矩阵形式，再行列转换回矩阵形式



3 卷积 
l 例：⼆二维卷积的矩阵计算形式。 

1 2 1 1
, , ;

3 4 2 2

1 1 01 2 0
1: , 2 2 03 4 0

0 0 00 0 0
p p

F G F G

Step F G

−
= = ∗

−

−

= = −

已知 求



3 卷积 
1
2
0
3

2 : 4
0
0
0
0

pStep f =



3 卷积 

1 3 2

2 1 3 1

3 2 1

2 3

1 0 1
3: 1 1 0

0 1 1

2 0 2 0 0 0
2 2 0 , 0 0 0
0 2 2 0 0 0

1 1 2
4 : 5 3 8

6 2 8

p

G G G
Step G G G G G

G G G

G G

Step F G

−

= = −

−

−

= − =

−

− −

∗ = − −

− −

其中



3 卷积 
l  例：请花5分钟时间计算。 

0 1 0
3 1

, 1 4 1 ,
4 1

0 1 0
F G F G= = − ∗已知 求 。

1 0

F G

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥∗
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0 3 1 0
3 -‐ 7 0 1

=
4 -‐ 12 1 1
0 4



在实际图像应⽤用中，边缘处四种卷积处理⽅方法并不重要。 

3 卷积 
l  5）图像边缘处卷积处理⽅方法 

l  1）重复图像边缘的⾏行和列，使卷积在边缘可计算； 
l  2）卷绕输⼊入图像，使之成为周期性； 
l  3）在图像边缘外侧填充0或其他常数； 
l  4）去掉不能计算的⾏行和列，仅对可计算的象素进
⾏行卷积。 



4 五个有⽤用函数 
l  1）矩形脉冲（Pi Function） 

( )
1, 1 2 x 1 2

x 1 2,x 1 2
0,others

− < <⎧
⎪

Π = = ±⎨
⎪
⎩

A

-a/2 a/2

A*Pi ( x/a)

对应⼆二维，即⽅方
形卷积模板 



4 五个有⽤用函数 
l  2）三⾓角脉冲（ Lamda Function ） 

l  两个相同矩形脉冲的卷积得到⼀一个三⾓角脉冲。 

( )
1 , 1

      0, 1

x x
x

x

⎧ − ≤⎪
Λ = ⎨

>⎪⎩

B

- b b

B*La(x/b)



4 五个有⽤用函数 
l  3）⾼高斯函数（Gaussian Function） 
                             

l  两个⾼高斯函数的卷积产⽣生另⼀一个⾼高斯函数。 ( )
2

22
x

G x e σ
−

=

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

2 222 2 2

2 2

22 2
31 2

22 2
31 2

2 2

2
2 2 2 2

2 2 22 2
1 2 1 2 1 2

3 1 2
2 2 2
3 1 2

12
4

2

x xy yx yx x y

x x xy

xx x

e e e e dy e dy

e e dy e

Ae A e A A e
µµ µ

σσ σ

π

πσ σ

µ µ µ

σ σ σ

∞ ∞ − − −− −− − −

−∞ −∞

∞ − − − −

−∞

−− −
−− −

∗ = =

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∗ =

= +

= +

∫ ∫

∫

其中



4 五个有⽤用函数 
l  4）冲激函数（Delta Function） 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

0

1 0 0

1lim

0

a

x dx x dx x x

xx
a a

A x dx A

f x x dx f

ε

ε
δ δ δ

δ

δ

δ

∞

−∞ −

→

∞

−∞

∞

−∞

= = ≠ =

⎛ ⎞= Π⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

=

∫ ∫

∫

∫

， 时，



4 五个有⽤用函数 
l  5）阶跃函数 

( )
1, 0
1 2, 0
0, 0

x
u x x

x

>⎧
⎪

= =⎨
⎪ <⎩

1

x0

u( x- x0)

0



4 五个有⽤用函数 
l  5）阶跃函数 

l  阶跃函数是单位冲激函数的积分 
l  单位冲激函数是阶跃函数的导数 



5 卷积滤波及其应⽤用 
l  1）平滑 

l  可采⽤用矩形脉冲、三⾓角脉冲或⾼高斯脉冲为平滑函数。 
l  等价于邻域处理中的平滑去噪。 

l  2）边缘增强 
l  带负的旁瓣（side lobes）的正尖峰函数，其边缘增强时产
⽣生两个效果。 
l  * 增加边缘的梯度； 
l  * 在边缘的两侧加边。类似与拉普拉斯算⼦子产⽣生的效果。 

l  3）去卷积 
l  利⽤用⼀一个卷积去除另⼀一卷积影响的技术。 



要点总结 
l 线性和移不变系统的定义； 
l 调谐信号及其线性系统分析、传递函数； 
l 线性移不变系统与卷积的关系； 
l 离散⼆二维卷积的矩阵计算； 
l 典型冲激响应函数及其应⽤用。 



思考题 
l 线性移不变系统的传递函数为何不依赖于时间

变量t 

l 计算 g=[1 2 4 3 2] 与 f=[2 4] 的卷积； 

l 矩形冲击函数与⾃自⾝身卷积的结果是什么？ 


