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第⼗十章 
傅⽴立叶变换及其应⽤用 



CH10 傅⽴立叶变换及其应⽤用 
l ⼀一、⼀一维连续傅⽴立叶变换 
l ⼆二、⼆二维连续傅⽴立叶变换 
l 三、⼀一维离散傅⽴立叶变换 
l 四、⼆二维离散傅⽴立叶变换 
l 五、傅⽴立叶变换性质 
l 六、线性系统和傅⽴立叶变换 
l 七、数字图像处理和傅⽴立叶变换 
l 要点总结 
l 上机实习题 

 



1 ⼀一维连续傅⽴立叶变换 
l  引⼦子——信号（波）的三种表⽰示⽅方法 

第1种表⽰示⽅方法 

第2种表⽰示⽅方法 



1 ⼀一维连续傅⽴立叶变换 
l  第3种表⽰示⽅方法 

1/2Pi 1/Pi

1

2

频率

幅值



1 ⼀一维连续傅⽴立叶变换 
l  思考 

l  如何把任意波形的信号表达成不同频率基波的组

合？ 
l  在上⼀一章中，不同频率的基波（正弦或余弦信号）

表现为复域上的调谐信号； 
l  因此：问题转化成如何把任意波形的信号表达成

复数域上不同⾓角速度的调谐信号之和. 

( ) ( ) ( )2

2

cos 2 sin 2

1

j utx t e ut j ut

j

π π π= = +

= −其中



请仔细思考F(u)
函数的形式. 

1 ⼀一维连续傅⽴立叶变换 
l  1）变换 

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

2

2

2 2

1tan

j ux

j ux

x f x

F u f x e dx R u jI u

F u f x

f x F u e du F u f x

F u R u I u

I uu R u

F u f x

π

π

φ

∞ −

−∞

∞

−∞

−

= = +

= ⇔

= +

⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠

∫

∫

定义实变量 的连续可积函数 的傅立叶变换为

从 中恢复 ，定义为傅立叶反变换

  记

幅度    

相角    

幅度函数 又称为 的傅立叶谱



1 ⼀一维连续傅⽴立叶变换 
l  例10-1：为下图所⽰示的简单函数f(x)，求其傅⽴立叶变
换F(u)。 
 

( ) ( )

( )

( ) ( )
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1
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A uX e
u

uX
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π

π π

π π π π

π

π
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π
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π
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−∞
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−

=

− ⎡ ⎤= = ⎣ ⎦
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=

=

∫
∫

解：



1 ⼀一维连续傅⽴立叶变换 

0
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0. 4
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1. 4

- 1 - 0. 8- 0. 6- 0. 4- 0. 2 0. 2 0. 4 0. 6 0. 8 1 1. 2 1. 4x

0

0. 2

0. 4

0. 6

0. 8

- 4 - 2 2 4u

矩
形
函
数

矩形
函数
的傅
立叶
谱

请思考除此之外
的第3种表达? 

X

A



1 ⼀一维连续傅⽴立叶变换 
l  例10-2：对⾼高斯函数G(t)，求其傅⽴立叶变换

F(u)。 

       ⾼高斯函数的傅⽴立叶变换同样是⾼高斯函数。 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
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1 ⼀一维连续傅⽴立叶变换 
( ) ( )

( )
( )
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( )
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冲激

单位阶跃
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复指数请课后练习! 



1 ⼀一维连续傅⽴立叶变换 
l  2）加快运算 

( ) ( )[ ]

( )
( )

2 cos2 sin 2j uxf x e f x ux j ux

f x

f x

π π π− = −

因为奇函数乘偶函数为奇函数，

奇函数乘奇函数为偶函数。

而积分对于奇函数为零。

因此若 为奇函数，只需计算虚数项；

若 为偶函数，只需计算实数项。



2 ⼆二维连续傅⽴立叶变换 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
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( ) ( ) ( )
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∫ ∫

∫ ∫

定义实变量 的连续可积函数 的傅立叶变换为

从 中恢复 ，定义为傅立叶反变换

幅度    

相角    

能量谱    



2 ⼆二维连续傅⽴立叶变换 
l  例10-3：为下图所⽰示的⼆二维函数f(x,y)，求其傅⽴立叶变
换F(u,v)。 
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解：



2 ⼆二维连续傅⽴立叶变换 
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3 ⼀一维离散傅⽴立叶变换 
l  1）⼀一维离散傅⽴立叶变换对 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
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1 2

0
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N j ux
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f x N x
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∑

∑

设离散函数 为相应连续函数取 个间隔 的取样值。

离散函数的傅立叶变换对为

注意: 1/N并没有固定位置. 



3 ⼀一维离散傅⽴立叶变换 
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3 ⼀一维离散傅⽴立叶变换 
l  例：⼀一维离散函数如下,求其离散傅⽴立叶变换. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 32 2
4

0 0

0 1, 1 1, 2 1, 3 1

1 1
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3 ⼀一维离散傅⽴立叶变换 
l  例：对连续sinc函数的不同采样，导致的不同离
散傅⽴立叶变换。 
l  1）采样10个点； 
l  2）采样100个点。 



3 ⼀一维离散傅⽴立叶变换 

下标从[0,1]扩展到[0,10] 



3 ⼀一维离散傅⽴立叶变换 

下标从[0,1]扩展到[0,100] 



3 ⼀一维离散傅⽴立叶变换 
l  2）DFT的矩阵表⽰示法 
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考虑到 记作



3 ⼀一维离散傅⽴立叶变换 

0 0 0 0

0 1 2 3
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N=4和N=8的W各元素 步进法 



3 ⼀一维离散傅⽴立叶变换 
l  N=8时W各元素 

( )
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3 ⼀一维离散傅⽴立叶变换 
l  3）常⽤用⼀一维DFT的⼏几个性质 

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
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( )

( )
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, ;
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4

ux
N

N
ux
N
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F u F u N f x f x N

f x

f x
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W

= + = +

阵是对称阵

阵 方向和 方向是对称的；

的 是周期性,即 阵是周期性

即

为偶函数或奇函数情况

当 为奇函数，计算时只计算虚部；

当 为偶函数，计算时只计算实部；

阵的可分性

参看快速傅立叶变换



3 ⼀一维离散傅⽴立叶变换 
l  4）快速傅⽴立叶变换FFT 

l  时域分组：将W中把x不断分解为奇偶表达式； 
l  频域分组：将u不断分解为奇偶表达式。 
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F u f x e
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∑
计算复杂度= 次乘法+ 次加法

对于 幂时有快速算法

计算复杂度=



旋转因⼦子         的性质 km
NW
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N

Nmk
N

mNk
N WWW == ++ )()(

1)周期性 

2) 对称性 

( ) mk
N
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N WW −∗

=

3)可约性 
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N

Nmk

N WW −=
+
2
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nN

mk
N WW =

为整数nNWW nmk
nN

mk
N /,//=



3 ⼀一维离散傅⽴立叶变换 
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幂， 分解为 和

⎡ ⎤
⎟⎢ ⎥⎠⎣ ⎦

注意x的取值范围 



3 ⼀一维离散傅⽴立叶变换 

( ) ( )

( ) ( )
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Q

因此 和 中的 继续分解，直到 点。

0 7 0 3 0 1 0 0~ ~ ~F F F F F F F f⇒ ⇒ ⇒ =



3 ⼀一维离散傅⽴立叶变换 
l  蝶形图 

l  显然计算⼀一次蝶形需1次乘法和2次加（减）法。 
  

a

b

a+bw

a-bw

w

2

2 2

2 / 2

log
2 2

log log
2

mN DFT N
N Nm N

N N N N

=

× = ×

×

对于 点的 ，每轮有 个蝶形，

总共有 个蝶形。

总共有 次乘法和 加法。



3 ⼀一维离散傅⽴立叶变换 
l  ⽐比特倒序 

第1次分奇偶 第2次分奇偶 第3次分奇偶
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x4
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x7



4 ⼆二维离散傅⽴立叶变换 
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L
L

L
L

容易将一维离散傅立叶变换推广到二维情况

式中：

式中：

在数字图象处理中，图象一般取方形，

即



5 傅⽴立叶变换性质 
l  1）加法定理 

l  时域或空域内的相加对应于频域内的相加。 
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∫ ∫

∫
∫ ∫

设有两个傅立叶变换对

若

则



5 傅⽴立叶变换性质 
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5 傅⽴立叶变换性质 
l  2）位移定理 

l  函数位移不改变傅⽴立叶变换的幅值。 
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其中， 为 的傅立叶变换



5 傅⽴立叶变换性质 
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5 傅⽴立叶变换性质 
l  3）卷积定理 

l  时域（或空域）中的卷积等价于频域的乘积。 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2

2

2

1

j ut

j ut

j ux
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f x e G u dx
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−∞ −∞
∞ ∞ −

−∞ −∞
∞ −

−∞

∗ = −
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=

=

∫ ∫
∫ ∫
∫

因为任何函数冲激函数的卷积保持不变，

因此可证明冲激函数的傅立叶变换是单位



5 傅⽴立叶变换性质 
l  4）相似性定理 

l  描述函数⾃自变量尺度变化对其傅⽴立叶变换的作⽤用。 
 

( )( ) ( )

( ) ( )
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2 21 1
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j ut
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5 傅⽴立叶变换性质 
l  5）其他常⽤用性质 

l  （1）线性 

l  （2）可分离性 
 
 

( ) ( )} ( ) ( ){ 1 2 1 2, , , ,af x y bf x y aF x y bF x y+ = +

傅立叶变换是一种线性算子
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x
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5 傅⽴立叶变换性质 
l  （3）周期性和共轭对称性 
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5 傅⽴立叶变换性质 
l  （4）旋转不变性 

( ) ( )
( ) ( )0 0

cos cos
    

sin sin

, ,

, ,

x r u
y r v

f r F

f r F

θ ϖ φ
θ ϖ φ

θ ϖ φ
θ θ ϖ φ φ

= =⎧ ⎧
⎨ ⎨= =⎩ ⎩

=

+ = +

引入极坐标



5 傅⽴立叶变换性质 
l  （5）平均值 
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二维离散函数平均值定义如下：

将 代入二维傅立叶定义

因此



5 傅⽴立叶变换性质 
l  （6）微分性质 

l  等于傅⽴立叶谱乘以        项，相当于传递函数随频率
平⽅方增加的线性系统。 
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6 线性系统和傅⽴立叶变换 
l  1）线性系统术语 

g(t)
G(u)

f(t)
F(u)

h(t)
H(u)

h(t)=f(t)*g(t) H(u)=F(u)G(u)

f(t)=输入信号 F(u)=输入信号的谱
g(t)=冲激响应 G(u)=传递函数
h(t)=输出信号 H(u)=输出信号的谱



6 线性系统和傅⽴立叶变换 

l  2）线性系统辨识 
l  定义：确定系统的冲激响应及传递函数； 
l  ⽅方法：输⼊入已知的f(x)，测量输出h(t)，然后通过
数字积分计算g(t)。 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )
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( )( )

1 1

H u F u G u

G u H u F u

F h tH u
g t F F

F u F f t
− −

=

∴ =

⎛ ⎞⎛ ⎞
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Q g



6 线性系统和傅⽴立叶变换 
l  例： 

( ) ( ) ( ) ( )
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( )
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输入为 输出为



6 线性系统和傅⽴立叶变换 
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6 线性系统和傅⽴立叶变换 
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6 线性系统和傅⽴立叶变换 
l  例 
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6 线性系统和傅⽴立叶变换 
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6 线性系统和傅⽴立叶变换 
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7 数字图像处理和傅⽴立叶变换 
l  1）频谱的图像显⽰示 

l  谱图像加深对图像的视觉理解，如⼀一幅遥感图像受
正弦⺴⽹网纹的干扰，从谱图像中可看出干扰的空间频
率并有效去除。 

( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

,

, log 1 ,

, log 1 ,

F u v

D u v F u v

K

D u v K F u v

= +

= +

谱图象：就是把 作为亮度显示出来。

人的视觉可分辨灰度有限：

实用公式常用 系数调整：



7 数字图像处理和傅⽴立叶变换 
 

 



7 数字图像处理和傅⽴立叶变换 

采样数减少⼀一半 



7 数字图像处理和傅⽴立叶变换 



7 数字图像处理和傅⽴立叶变换 



7 数字图像处理和傅⽴立叶变换 



7 数字图像处理和傅⽴立叶变换 
l  2）频谱的频域移中 

 

( )

( ) ( ) ( )

( )

0 02
0 0

,

, ,

,
2 2

j u N v N

F u v

F u u v v e F u v

N NF u v F u

π− +− − =

⎛ ⎞∴ − − =⎜ ⎟⎝ ⎠

Q

傅立叶变换以零点为中心，导致谱图象最亮点

在图象的左上角。

为符合正常习惯，将 的原零点从左上角

移到显示屏的中心。



7 数字图像处理和傅⽴立叶变换 



7 数字图像处理和傅⽴立叶变换 



7 数字图像处理和傅⽴立叶变换 
l  3）快速卷积 

l  原理：由线性系统理论，若C=A*B，等式两边同时
做傅⽴立叶变换得 
    ( ) ( ) ( )

( ) ( )1

F C F A F B

C F F A F B−

= •

⎡ ⎤= •⎣ ⎦

则有



7 数字图像处理和傅⽴立叶变换 

l  4）图像匹配 
l  模板匹配是检测图像中某⼀一⺫⽬目标的⼀一种简单滤波⽅方

法。 
l  步骤： 

l  以⺫⽬目标图像做模板在图像上滑动； 
l  同时做相关运算； 
l  对运算结果取适当的阈值，找出⺫⽬目标的位置。

  



要点总结 
l  连续函数的傅⽴立叶变换定义。掌握常⽤用函数的傅⽴立叶变

换。 
l  离散函数的傅⽴立叶变换定义。掌握离散傅⽴立叶变换的矩

阵表⽰示和快速傅⽴立叶变换的原理。 
l  傅⽴立叶变换的常⽤用性质，并能证明。 
l  掌握系统辩识的⽅方法。 
l  初步了解傅⽴立叶变换在数字图像处理中的应⽤用。 


