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基于紧集子覆盖的流形学习算法

张绍群

（四川大学数学学院　成都６１００２４）
　
摘　要　２０００年以后新兴了一系列非线性降维的方法，流形学习中的Ｉｓｏｍａｐ就是其中的代表。该算法能够反映数

据集的全局结构且简单高效，但是存在低维流形等距的欧氏子集必须是凸集和计算复杂度高等缺点。Ｌ－Ｉｓｏｍａｐ成功

降低了算法的计算复杂度，但是对于地标点（ｌａｎｄｍａｒｋ　ｐｏｉｎｔｓ）的选取大多采用随机的方法，致使该算法不稳定。依据

拓扑学和泛函分析中有限维空间有界闭集与紧集（ｃｏｍｐａｃｔ　ｓｅｔ）等价、紧集的任一开覆盖存在有限子覆盖等经典定理，

分析数据集所在区域的拓扑结构，确定了一系列能够反映数据结构的地标点。这样的方法计算复杂度低，比Ｌ－Ｉｓｏ－
ｍａｐ稳定，且将数据集是凸集的要求弱化到紧集（有界闭集），避免了传统Ｉｓｏｍａｐ算法放大不完整流形中的“空洞”误

差等问题。
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１　背景

数据降维的目的是从高维数据集中找到其隐藏的低维数

据结构。随着大数据时代的来临，数据降维已经深入到计算

机科学等学科的各个领域，比如图像分类系统、文本分类系

统、基因序列的建模等。现有的数据降维方法大致可以分为

两类：１）线性降维的方法，比如主成分分析法（ＰＣＡ）、非负矩

阵分解（ＮＭＦ）和多维尺度变换算法（ＭＤＳ）等；２）非线性降维

方法，如等距映射算法（Ｉｓｏｍａｐ）、局部线性嵌入法（ＬＬＥ）和局

部切空间排列法（ＬＴＳＡ）等［１－３］。

目前，非线性降维的一个主流方向是流形学习（Ｍａｎｉｆｏｌｄ

Ｌｅａｒｎｉｎｇ）。流形学习假设数据集分布在一个高维欧氏空间

中的低维流形上，其目的是从高维数据集中恢复这个低维流

形结构，并求出相对应的嵌入映射，以实现降维。流形学习可

以大致分为两类：一类是全局优化算法，以等距映射（Ｉｓｏｍａｐ）

为代表；另一类是局部优化算法，以局部线性嵌入（ＬＬＥ）、局

部切空间排列法（ＬＴＳＡ）等为代表。在流形学习方面最有影

响力的文章是２０００年Ｊ．Ｂ．Ｔｅｎｅｎｂａｕｍ等和Ｓ．Ｔ．Ｒｏｗｅｉｓ等

人在《Ｓｃｉｅｎｃｅ》同一期上发表的两篇文章，他们各自提出了自

己的流形学习算法：等距映射（Ｉｓｏｍａｐ　Ｍａｐｐｉｎｇ，Ｉｓｏｍａｐ）和局

部线性嵌入（Ｌｏｃａｌｌｙ　Ｌｉｎｅａｒ　Ｅｍｂｅｄｄｉｎｇ）［２－３］。

Ｉｓｏｍａｐ是一种高效的全局优化流形学习算法，能较好地

保持数据集的全局结构特点，但是其计算复杂度高，且要求低

维流形等距的欧氏子集必须是一个凸集。后来，Ｖｉｎ　ｄｅ　Ｓｉｌｖａ
和Ｊ．Ｂ．Ｔｅｎｅｎｂａｕｍ提出了带地标点（Ｌａｎｄｍａｒｋ　Ｐｏｉｎｔｓ）的快

速算法Ｌ－Ｉｓｏｍａｐ，降低了计算复杂度。但是对于如何选取地

标点，Ｌ－Ｉｓｏｍａｐ采取随机选取的方法，很难保证算法的稳定

性，且要求低维流形等距的欧氏子集是凸集的缺点依然存在。

本文依据拓扑学和泛函分析中有限维空间有界闭集与紧集

（ｃｏｍｐａｃｔ　ｓｅｔ）等价、紧集的任一开覆盖存在有限子覆盖等定

理，分析数据集所在区域的拓扑结构，确定了一系列能够反映

数据结构的地标点，从而提出一种基于紧集子覆盖地标点的

快速流形学习算法（ＣＬ－Ｉｓｏｍａｐ）。该算法降低了计算复杂

度，将低维流形等距的欧氏子集必须是凸集的要求弱化到紧



集（有界闭集），并通过实验验证了该算法的高效性、稳定性和

优越性。

２　Ｉｓｏｍａｐ

Ｉｓｏｍａｐ建立在多维尺度变换（ＭＤＳ）的基础上，力求保持

数据集的内在几何性质。Ｉｓｏｍａｐ与 ＭＤＳ的最大区别在于：

ＭＤＳ构造距离矩阵时采取的是样本之间的欧氏距离，而Ｉｓｏ－

ｍａｐ采取的是样本之间的测地距离。在Ｉｓｏｍａｐ中，测地距离

的计算方法如下：样本点ｘ和它的邻域点之间的测地距用它

们之间的欧氏距离来代替，这里认为局部邻近的关系可以用

线性来逼近；样本点ｘ和它邻域外的点用流形上他们之间的

最短路径来代替。

Ｉｓｏｍａｐ的步骤如下。
输入：数据集Ｘ（Ｎ个ｌ维的数据样本），近邻数ｋ或者邻域距离ε
输出：降维后的数据集Ｙ

Ｓｔｅｐ１　选取邻域，构造无向图Ｇ。计算每个样本点ｘｉ与其余样本点

之间的欧氏距离ｄ。ε－邻域：当ｘｉ与ｘｊ的欧氏距离ｄ（ｘｉ，ｘｊ）小

于固定值ε时，认为ｘｉ与ｘｊ相邻，则图Ｇ有边ｘｉｘｊ；ｋ－邻域：当

ｘｊ是ｘｉ最近的ｋ个点之一时，认为ｘｉ与ｘｊ相邻，则图Ｇ有边

ｘｉｘｊ。这里采取哪一种计算邻域的方式都可以，设图 Ｇ的边

ｘｉｘｊ的权为ｄ（ｘｉ，ｘｊ）。

Ｓｔｅｐ２　计算测地距离矩阵。当无向图Ｇ有边ｘｉｘｊ时，设测地距离为

ｄＧ（ｘｉ，ｘｊ）＝ｄ（ｘｉ，ｘｊ）；否则设ｄＧ（ｘｉ，ｘｊ）＝∞。对于ｍ＝１，…，

Ｎ，ｄＧ（ｘｉ，ｘｊ）＝ｍｉｎ｛ｄ（ｘｉ，ｘｊ），ｄ（ｘｉ，ｘｍ）＋ｄ（ｘｍ，ｘｊ）｝。这样即

可得到测地距离矩阵ＤＧ＝｛ｄ２Ｇ（ｘｉ，ｘｊ）｝
Ｎ
ｉ，ｊ＝１

。

Ｓｔｅｐ３　计算ｄ维流形嵌入。将 ＭＤＳ的方法应用到距离矩阵ＤＧ 上。

记 Ｈ＝－（Ｉ－１Ｎ１ＴＮ）ＤＧ（Ｉ－１Ｎ１ＴＮ）／２，Ｈ的最大ｄ个特征值

λ１，…，λｄ以及对应的特征列向量ｕ１，…，ｕｄ 所构成的矩阵为

Ｕ＝｛ｕ１，…，ｕｄ｝，则Ｔ＝ｄｉａｇ（λ
１
２
１
，…，λ

１
２
ｄ
）ＵＴ 是ｄ维流形嵌入

的嵌入结果。

从算法可以看出，Ｉｓｏｍａｐ是一种全局优化方法，它的嵌

入结果能够反映出高维数据集中存在的低维流形结构，且这

个低维流形结构与欧氏空间的一个子集是整体等距的。但需

要注意的是，Ｉｓｏｍａｐ要求与低维流形等距的欧氏子空间的子

集是凸集。当这个欧氏子集非凸即数据集所在区域中间存在

“空洞”时，计算样本间的测地距离时会出现较大的偏差，致使

嵌入结果产生明显的变形。具体例子可以参见文献［７］。

Ｉｓｏｍａｐ还存在计算复杂度高的问题：１）选取邻域时，构

造无向图Ｇ的计算复杂度为Ｏ（１　Ｎ２）；２）计算测地距离矩阵

的计算复杂度为Ｏ（Ｎ３）；３）在计算ｄ维流形嵌入、求解ＤＧ 的

特征值方面，由于ＤＧ 的稠密性，其计算复杂度为Ｏ（Ｎ３）。显

然，影响Ｉｓｏｍａｐ计算复杂度的因素主要有两个：计算测地距

离矩阵ＤＧ 和求解ＤＧ 的特征值。采用 Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法或者

Ｆｌｏｙｄ算法可以将计算测地距离的计算复杂度降低到

Ｏ（Ｎ２ｌｏｇ　Ｎ）。

３　Ｌ－Ｉｓｏｍａｐ

为了弥补Ｉｓｏｍａｐ计算复杂度大的缺点，Ｖｉｎ　ｄｅ　Ｓｉｌｖａ和

Ｊ．Ｂ．Ｔｅｎｅｎｂａｕｍ提出了带地标点（Ｌａｎｄｍａｒｋ　Ｐｏｉｎｔｓ）的快速

算法Ｌ－Ｉｓｏｍａｐ，即在Ｎ 个样本点中随机挑选ｎ个点作为地标

点（ｎ≤Ｎ），在构计算测地距离矩阵时，并不是计算所有样本

间的测地距离，而是计算ｎ个地标点和Ｎ 个样本之间的测地

距离，得到的测地距离矩阵是一个ｎ×Ｎ 的矩阵Ｄｎ×Ｎ，然后

将Ｌ－ＭＤＳ的方法运用到测地距离矩阵Ｄｎ×Ｎ上得到嵌入结

果。

Ｌ－Ｉｓｏｍａｐ的步骤如下。

输入：数据集Ｘ（Ｎ个ｌ维的数据样本），近邻数ｋ或者邻域距离ε，地

标点个数ｎ

输出：降维后的数据集Ｙ

Ｓｔｅｐ１　选取邻域，构造无向图Ｇ。计算每个样本点同其余样本点之

间的欧氏距离ｄ。ε－邻域：当ｘｉ与ｘｊ的欧氏距离ｄ（ｘｉ，ｘｊ）小于

固定值ε时，认为ｘｉ与ｘｊ相邻，则图Ｇ有边ｘｉｘｊ；ｋ－邻域：当ｘｊ
是ｘｊ最近的ｋ个点之一时，认为ｘｉ与ｘｊ相邻，则图 Ｇ有边

ｘｉｘｊ。这里采取哪一种计算邻域的方式都可以，设图 Ｇ的边

的权为ｄ（ｘｉ，ｘｊ）。

Ｓｔｅｐ２　从Ｎ个样本点中随机挑选ｎ个样本作为地标点。

Ｓｔｅｐ３　计算基于地标点的测地距离矩阵Ｄｎ×Ｎ。

Ｓｔｅｐ４　应用Ｌ－ＭＤＳ求解低维嵌入流［４］。

由上可知，Ｌ－Ｉｓｏｍａｐ算法主要分为两部分：从样本中随

机选取ｎ（ｎＮ）个地标点，计算地标点和样本之间测地距离

矩阵Ｄｎ×Ｎ，然后使用Ｌ－ＭＤＳ的方法求低维流形嵌入。这两

步的计算复杂度分别为 Ｏ（ｎ２　Ｎ）和 Ｏ（ｎＮｌｏｇ　Ｎ）。Ｌ－Ｉｓｏｍａｐ
虽然降低了计算复杂度，但是地标点选取的随机性影响到了

其嵌入结果的稳定性，而且要求与低维流形等距的欧氏子空

间的子集是凸集的弊端并没有得到改善，相反还可能扩大其

“空洞”误差。

本文提出了一种基于紧集子覆盖地标点的快速流形学习

算法（ＣＬ－Ｉｓｏｍａｐ）。该算法基于拓扑学和泛函分析有限维空

间紧集及紧性定理的方法选取地标点，在计算复杂度增幅不

大的情况下取得了稳定解，并成功规避了流形结构中的“空

洞”放大问题。

４　ＣＬ－Ｉｓｏｍａｐ

首先引入泛函分析中几个重要的定义和定理（参见文献

［５－６］）。

定义１　距离空间Ｚ中的集合Ｘ 称为紧的，如果Ｘ的任

一开覆盖都存在有限的子覆盖，集合Ｘ也称为紧集（Ｃｏｍｐａｃｔ

ｓｅｔ）。

紧性本身是一种拓扑结构性质，一个集合Ｘ 是紧集，则

说明这个集合的结构是紧的，即存在一个有限的覆盖结构。

以距离空间Ｚ取定为欧氏空间为例，如果Ｘ 是Ｚ 上的紧集，

则存在一个有限的序列｛αｉ｝ｎｉ＝１Ｘ 及及其邻域集｛Ｂ（αｉ，

εｉ）｝ｎｉ＝１，满足Ｘ∏
ｎ

ｉ＝１
Ｂ（αｉ，εｉ）。

定理１　有限维欧氏空间中的紧集等同于有界闭集。

定理２　紧集Ｘ１ 经过等距映射得到的集合Ｘ２ 依然是紧

的。

假设所采用的原始数据集Ｘ为Ｎ 个ｌ维的样本，由以上

的定理及定义不难得到以下结论：若高维数据集Ｘ 是欧氏空

间Ｒｌ中的一个有界闭集，即紧集，则存在一个有限的序列

｛αｉ｝ｎｉ＝１Ｘ及其邻域集｛Ｂ（αｉ，εｉ）｝ｎｉ＝１可以覆盖Ｘ。其中，序

列｛αｉ｝ｎｉ＝１即是将要选取的地标点。若Ｉｓｏｍａｐ算法整体等距

地将Ｘ映射为欧氏空间Ｒｄ 中的数据集Ｍ，则Ｍ 也是一个紧

集，即Ｒｄ 中的有界闭集，而不是Ｒｄ 中的凸集。从而Ｘ 在Ｒｌ
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中的地标点集｛αｉ｝ｎｉ＝１和覆盖｛Ｂ（αｉ，εｉ）｝ｎｉ＝１通过Ｉｓｏｍａｐ的等

距映射后成为Ｍ 在Ｒｄ 中的点集和覆盖。进一步，通过紧性

和覆盖可以将Ｉｓｏｍａｐ方法中所有点的降维过程压缩为地标

点集｛αｉ｝ｎｉ＝１的降维，从而大大减少了计算量。

以上的推理基于全局非线性降维方法在几何上的理论基

础。不难发现，只要选取合适的地标点｛αｉ｝ｎｉ＝１和覆盖｛Ｂ（αｉ，

εｉ）｝ｎｉ＝１，并将其与Ｉｓｏｍａｐ方法相结合，就可以保证高维原始

数据集Ｘ和低维嵌入数据集Ｍ 具有一样的拓扑结构。当

然，这也从侧面说明了地标点不能随机选取。

下面具体介绍如何选取地标点｛αｉ｝ｎｉ＝１。为了选取有代表

性的地标点并保证选取地标点的方法稳定，从数据集Ｘ 的欧

氏距离矩阵ｄ中距离最大的两个点开始搜索，即

ｄ（ｘｉ，ｘｊ）＝ｍａｘ　ｄ（ｘｔ，ｘｓ）

其中，ｔ，ｓ＝１，…，Ｎ。

令ｘｉ（或者ｘｊ）为第一个地标点α１，并计算其邻域Ｂ（α１，

ε１），然后从剩余样本集Ｘ＼Ｂ（α１，ε１）中以同样的方法挑选第

二个地标点α２，并计算其邻域Ｂ（α２，ε２）。以此类推，可求得

全部地标点｛αｉ｝ｎｉ＝１及其邻域｛Ｂ（αｉ，εｉ）｝ｎｉ＝１。这样的选取方法

既可以保证地标点分散均匀，也可以使邻域间部分重叠。为

了计算方便，通常令邻域半径ε１＝ε２＝…＝εｎ，如果邻域半径

不等且数值相差不大，则在本质上不会对算法产生退化等影

响。这里选取地标点的方法称为 Ｃｏｍｐａｃｔ　ＳｅｌｅｃｔＬａｎｄｍａｒｋ
（ＣＳ）。显然ＣＳ的计算复杂度为Ｏ（Ｎ）。

挑选好地标点之后，将ＣＳ部分嵌入到Ｌ－Ｉｓｏａｍｐ之中，得

到新算法ＣＬ－Ｉｓｏｍａｐ。

ＣＬ－Ｉｓｏｍａｐ的步骤如下。

输入：数据集Ｘ（Ｎ个ｌ维的数据样本），近邻数ｋ或者邻域距离ε，地

标点个数ｎ

输出：降维后的数据集Ｙ

Ｓｔｅｐ１　选取邻域，构造无向图Ｇ。计算每个样本点ｘｉ同其余样本点

之间的欧氏距离ｄ，如果ｘｉ与ｘｊ相邻，则图Ｇ有边ｘｉｘｊ，边权

为ｄ（ｘｉ，ｘｊ）。

Ｓｔｅｐ２　应用ＣＳ方法选取地标点集｛αｉ｝ｎｉ＝１。

Ｓｔｅｐ３　计算地标点和样本点之间的测地距离矩阵Ｄｎ×Ｎ。

Ｓｔｅｐ４　应用Ｌ－ＭＤＳ求解低维嵌入流［４］。

由上述算法可知，相对于Ｌ－Ｉｓｏｍａｐ算法，ＣＬ－Ｉｓｏｍａｐ只

在挑选ｌａｎｄｍａｒｋ　ｐｏｉｎｔｓ方面多了计算复杂度为 Ｏ（Ｎ）的

Ｓｔｅｐ２。因此在计算复杂度方面，其与Ｌ－Ｉｓｏｍａｐ算法并无太

多差别。

５　实验验证

为了验证算法的稳定性和有效性，设计了两组实验，分别

在完整的“Ｓ”形状的数据集和不完整的流形（含有“空洞”）的

“Ｓ”形状数据集上比较Ｉｓｏｍａｐ，Ｌ－Ｉｓｏｍａｐ和ＣＬ－Ｉｓｏｍａｐ　３种

算法。

图１和图２为第一次实验的结果，该次实验采用完整的

“Ｓ”形状的数据集，比较Ｉｓｏｍａｐ，Ｌ－Ｉｓｏｍａｐ和ＣＬ－Ｉｓｏｍａｐ　３种

算法，实验参数保持一致：样本数Ｎ＝２０００，近邻数Ｋ＝２０，地

标点个数ｎ＝１００。图１示出完整的“Ｓ”形状数据集和其二维

平面上的原始数据点集，图２（ａ）－图２（ｃ）分别是Ｉｓｏｍａｐ，Ｌ－

Ｉｓｏｍａｐ和ＣＬ－Ｉｓｏｍａｐ　３种算法的实验结果。

（ａ）“Ｓ”形状的高维数据集

（ｂ）原始数据点集

图１　完整的“Ｓ”形状数据集和其二维平面上的原始数据点集

（ａ）Ｉｓｏｍａｐ

（ｂ）Ｌ－Ｉｓｏｍａｐ

（ｃ）ＣＬ－Ｉｓｏａｍｐ

图２　完整的“Ｓ”形状数据集上的３种嵌入结果比较

Ｌ－Ｉｓｏｍａｐ算法中的地标点个数ｎ只要满足ｎ＞ｄ（低维流
形维数）即可，但是ＣＬ－Ｉｓｏｍａｐ的地标点需要多一些，为保证

对比效果，取ｎ＝１００。从图２可以观察到：图２（ｂ）与图２（ａ）

的结果出现了较大的偏差，这是由Ｌ－Ｉｓｏｍａｐ算法选择地标点
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的随机性造成的，由此可设想，如果在地标点个数更少，则结

果会更加不够稳定；而图２（ｃ）和图２（ａ）的结果没有较大差

别，说明了ＣＬ－Ｉｓｏｍａｐ算法能够对Ｉｓｏｍａｐ算法保持足够忠

实，多次实验结果比较稳定。

（ａ）带“空洞”的“Ｓ”形状的高维数据集

（ｂ）原始数据点集

图３　带“空洞”的“Ｓ”形状数据集和其二维平面上的原始数据点集

（ａ）Ｉｓｏｍａｐ

（ｂ）Ｌ－Ｉｓｏｍａｐ

（ｃ）ＣＬ－Ｉｓｏａｍｐ

图４　带“空洞”的“Ｓ”形状数据集上的３种嵌入结果

图３和图４为第二次实验的结果，本次实验采用不流形

（含有“空洞”）的“Ｓ”形状的数据集来比较Ｉｓｏｍａｐ，Ｌ－Ｉｓｏｍａｐ
和ＣＬ－Ｉｓｏｍａｐ　３种算法，实验参数保持一致：样本数 Ｎ＝

１４００，近邻数Ｋ＝２０，地标点个数ｎ＝７０。图３示出了带“空

洞”的“Ｓ”形状数据集和其二维平面上的原始数据点集，图４
（ａ）－图４（ｃ）分别是Ｉｓｏｍａｐ，Ｌ－Ｉｓｏｍａｐ和ＣＬ－Ｉｓｏｍａｐ　３种算

法的实验结果。

从图４可以观察到：图４（ａ）放大了中间的“空洞”，图４
（ｂ）出现了严重的失真，而图４（ｃ）相对较好地还原了“空洞”

结构。

结束语　针对Ｉｓｏｍａｐ算法计算复杂度高、要求与低维流

形等距的欧氏子集必须为凸集和Ｌ－Ｉｓｏｍａｐ算法随机选取地

标点造成的不稳定性等缺点，本文提出的ＣＬ－Ｉｓｏｍａｐ充分考

虑了高维数据集所在区域的拓扑结构性质，将每一个子覆盖

视为等价类，选取等价元或者代表元作为地标点。这种选取

方式即保证了原始数据集的拓扑结构，避免了“空洞”误差放

大问题，又保证了地标点的足够分散和稳定，从而使嵌入结果

更加稳定。实验表明，ＣＬ－Ｉｓｏｍａｐ算法忠于原始数据集的数

据结构，能够快速稳定地实现全局等距降维，且对带有“空洞”

的不完整流形也有很好的嵌入结果。

另外，第二次实验建立在“空洞”较小、高维数据集所在区

域还能够保持良好的连通性的基础上，如果“空洞”足够大，几

乎可以使高维数据集所在的区域断片时，ＣＬ－Ｉｓｏｍａｐ算法则

不会表现出较强的优越性，这是因为数据集的流形拓扑结构

已被破坏。这个问题也是流形学习需要解决的难题。

参 考 文 献

［１］ ＲＡＢＩＮＯＷＩＴＺ，ＧＥＯＲＧＥ　Ｂ．Ａｎ　Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ　ｔｏ　Ｎｏｎｍｅｔｒｉｃ［Ｊ］．

Ａｍｅｒｉｃａｎ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｐｏｌｉｔｉｃａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅ，１９７５，１９（２）：３４３－３９０．

［２］ ＴＥＮＥＮＢＡＵＭ　Ｊ　Ｂ，ＤＥ　ＳＩＬＶＡ　Ｖ．Ａｇｌｏｂｅｌ　ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ　ｆｒＡｍｅ－

ｗｏｋ　ｆｏｒ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙ　ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｓｃｉｅｎｃｅ，２０００，

２９０（５５００）：２３１９－２３２３．

［３］ ＲＯＷＥＩＳ　Ｓ，ＳＡＵＬ　Ｌ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙ　ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ　ｂｙ　ｌｏ－

ｃａｌｌｙ　ｌｉｎｅａｒ　ｅｍｂｅｄｄｉｎｇ［Ｊ］．Ｓｃｉｅｎｃｅ，２０００，２９０（５５００）：２３２３－

２３２６．

［４］ ＴＥＮＥＮＢＡＵＭ　Ｊ　Ｂ，ＳＩＬＶＡ　Ｖ　Ｄｅ．Ｇｌｏｂａｌ　ｖｅｒｓｕｓ　ｌｏｃａｌ　ｍｅｔｈｏｄｓ

ｉｎ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙ　ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ［Ｃ］∥Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇ　ｏｆ　Ａｄ－

ｖａｎｃｅｓ　ｉｎ　Ｎｅｕｒａｌ　Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ　Ｓｙｓｔｅｍｓ．Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ，

ＭＡ：ＭＩＴ　Ｐｒｅｓｓ，２００３．

［５］ ＬＡＸ　Ｐ　Ｄ．Ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ　Ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｈｉｇｈｅｒ　Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ

Ｐｒｅｓｓ，２００７：４３－５１，２３３－２４４．

［６］ 江泽坚，孙善利．泛函分析［Ｍ］．北京：高等教育出版社，２００５：

１９－２５．

［７］ 王靖．流形学习的理论与方法研究［Ｄ］．杭州：浙江大学理学院，

２００６．

［８］ ＣＡＲＬＯＴＴＡ　Ｏ．Ａｎ　ｉｍｐｒｏｖｅｄ　ｓｅｔ　ｃｏｖｅｒｉｎｇ　ｐｒｏｂｌｅｍ　ｆｏｒ　Ｉｓｏｍａｐ

ｓｕｐｅｒｖｉｓｅｄ　ｌａｎｄｍａｒｋ　ｓｅｌｅｃｉｏｎ［Ｊ］．Ｐａｔｔｅｒｎ　Ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ　Ｌｅｔｔｅｒｓ，

２０１４，４９：１３１－１３７．

１９第６Ａ期 张绍群：基于紧集子覆盖的流形学习算法


