
Ch02: 条件概率与独立性

案例分析: 概率计算
(习题课)

回答思考题、补充例题、复盘作业

October 8, 2023
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三囚徒问题: 例 0.43

例 0.43 (三囚徒问题) 犯人 a, b, c 均被判为死刑, 法官随机赦免其中一
人, 看守知道谁被赦免但不会说. 犯人 a 问看守: b 和 c 谁会被执行死

刑? 看守的策略:

1.若赦免 b,则说 c

2.若赦免 c,则说 b

3.若赦免 a,则以 1/2的概率说 b或 c

看守回答犯人 a: 犯人 b会被执行死刑. 犯人 a兴奋不已,因为自己生存
的概率为 1/2. 犯人 a将此事告诉犯人 c. c同样高兴,因为他觉得自己
的生存几率为 2/3.

那么谁才是正确的呢?
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解答: 例 0.43

问题: 三犯人 a, b, c均被判为死刑,法官随机赦免其中一人,看守知道谁被赦免但不会
说. 犯人 a问看守: b和 c谁会被执行死刑? 看守的回答策略为: i)若赦免 b ,则说 c; ii)
若赦免 c ,则说 b; iii)若赦免 a ,则以 1/2的概率说 b或 c ;看守回答 a : 犯人 b会被执

行死刑. 犯人 a兴奋不已,认为自己生存的概率为 1/2. 犯人 a将此事告诉犯人 c, c同
样高兴,因为他觉得自己的生存几率为 2/3,犯人 a和犯人 c中谁的想法是正确的?
解答:

事件“看守说犯人 b会被执行死刑”的“原因”有两种情况,即事件“赦免 c ,看
守说 b会被执行死刑”或者事件“赦免 a ,看守说以 1/2的概率说 b或 c会被执行

死刑”.
用事件 A,B,C 分别表示 a, b, c被赦免,则 P (A) = P (B) = P (C) = 1/3 . 用事件 D

表示看守说犯人 b被执行死刑,则

P (D|A) = 1/2 P (D|B) = 0 P (D|C) = 1
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由全概率公式有

P (D) = P (A)P (D|A) + P (B)P (D|B) + P (C)P (D|C) = 1/2

由贝叶斯公式有

P (A|D) = P (A)P (D|A)/P (D) = 1/3 和 P (C|D) = P (C)P (D|C)/P (D) = 2/3

所以犯人 a的想法是错误的,犯人 c的想法是正确的.
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解答: 例 0.43

用事件 A, B, C 分别表示犯人 a, b, c被赦免,因为法官随机赦免,所以

P (A) = P (B) = P (C) = 1/3 .

用事件 D表示看守人说犯人 b被执行死刑,根据看守的策略,有

P (D | A) = 1/2 , P (D | B) = 0 , P (D | C) = 1 .

我们要求解的是 “哪个犯人才是导致 D事件发生的最大原因”,即求 max,

P (A | D) =
P (A)P (D | A)

P (D)
, P (C | D) =

P (C)P (D | C)

P (C)

根据上式我们还需要知道 P (D),可以根据全概率公式求得

P (D) = P (A)P (D | A) + P (B)P (D | B) + P (C)P (D | C) = 1/2 .

最后得到, P (A | D) = 1/3 and P (C | D) = 2/3.
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抛投不均匀硬币: 例 0.44

例 0.44 设一个箱子中有 k + 1枚不均匀的硬币,投掷第 i枚硬币时正面

向上的概率为 i/k (i = 0, 1, 2, . . . , k). 现从箱子中任意取出一枚硬币,并
任意重复投掷多次,若前 n次正面向上,求第 n + 1次正面向上的概率.
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解答: 例 0.44

问题: 设一个箱子中有 k + 1 枚不均匀的硬币, 投掷第 i枚硬币时正面向上的概率为

i/k (i = 0, 1, 2, . . . , k). 现从箱子中任意取出一枚硬币,并任意重复投掷多次,若前 n次

正面向上,求第 n + 1次正面向上的概率.

解答:

本题中,事件“前 n次正面向上”和“第 n+ 1次正面向上”在“从箱子中任意取

出一枚硬币反复抛掷多次”发生的情况下是条件独立的, 即同一枚硬币抛掷的结
果是独立事件.
用 A表示第 n + 1次投掷正面向上的事件,用 B 表示前 n次投掷正面向上的事件,
用 Ci表示从箱子中取出第 i枚硬币的事件 (i = 0, 1, 2, . . . , k).
我们要求解的是 P (A | B) [方法一].
因为 P (A | B) =

∑
i P (A | BCi)P (Ci | B) ̸=

∑
i P (A | BCi)P (Ci)

其中, P (A | BCi) =
P (AB|Ci)
P (B|Ci)

, P (Ci | B) = P (Ci)P (B|Ci)
P (B)

因此, P (A | B) =
∑

i
P (AB|Ci)P (Ci)

P (B) ,只需要计算: P (AB | Ci), P (Ci),和 P (B).
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我们要求解的是 P (A | B) [方法二].
因为 P (A | B) = P (AB)/P (B),且

P (AB) =

k∑
i=0

P (Ci)P (AB | Ci) =

k∑
i=0

P (Ci)P (A | Ci)P (B | Ci) =
1

k + 1

k∑
i=0

in+1

kn+1

以及

P (B) =

k∑
i=0

P (Ci)P (B | Ci) =
1

k + 1

k∑
i=0

in

kn

由此可知

P (A | B) =

∑k
i=0(i/k)

n+1∑k
i=0(i/k)

n

另外,当 k非常大或 k → ∞时可利用积分近似

1

k

k∑
i=1

(i/k)n ≈
∫ 1

0

xndx =
1

n + 1
和

1

k

k∑
i=1

(i/k)n+1 ≈
∫ 1

0

xn+1dx =
1

n + 2

此时有 P (A|B) ≈ (n + 1)/(n + 2).
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电路可靠性: 例 0.45

例 0.45 设构成系统的每个元件的可靠性均为 p (0 < p < 1) ,且各元件
是否正常工作是相互独立的. 设有 2n 个元件按下图所示, 两种不同连
接方式构成两个不同的系统,比较这两种系统的可靠性大小.
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解答: 例 0.45

问题: 设构成系统的每个元件的可靠性均为 p (0 < p < 1) ,且各元件是否正常工作是
相互独立的. 设有 2n个元件按下图所示,两种不同连接方式构成两个不同的系统,比
较这两种系统的可靠性大小.
解答:

对于系统 I,它能正常工作当且仅当系统中的两条通路至少有一条正常工作,而每
条通路正常工作当且仅当它的每个元件都能正常工作;对于系统 II,它能正常工作
当且仅当每对并联元件能够正常工作.
用事件 Ai和 Bi表示图中对应元件正常工作 (i = 0, 1, 2, . . . , n) ,因此系统 I的可靠
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性为

P ((A1A2 . . . An) ∪ (B1B2 . . . Bn))

= P (A1A2 . . . An) + P (B1B2 . . . Bn)− P (A1A2 . . . AnB1B2 . . . Bn)

= 2pn − p2n = pn(2− pn)

系统 II可靠性为

P

(
n⋂

i=1

(Ai ∪Bi)

)
=

n∏
i=1

P (Ai ∪Bi) = (2p− p2)n = pn(2− p)n

利用数学归纳法可证明当 n ≥ 2时有 (2− p)n > 2− pn成立,由此可知系统 II的可
靠性更好.
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多项式相等: 0.46

例 0.46 给定两个较复杂的多项式

F (x) = (x + 2)7(x + 3)5 + (x + 1)100 + (x + 2)(x + 3) + x20

G(x) = (x + 3)100 − (x + 1)25(x + 2)30 + x20 + (x− 2)(x− 3) . . . (x− 100)

如何快速验证 F (x) ≡ G(x)?
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解答: 例 0.46

问题: 如何快速验证 F (x) ≡ G(x),给定两个较复杂的多项式

F (x) = (x + 2)7(x + 3)5 + (x + 1)100 + (x + 2)(x + 3) + x20

G(x) = (x + 3)100 − (x + 1)25(x + 2)30 + x20 + (x− 2)(x− 3) . . . (x− 100)

解答:

若通过展开多项式合并同类项,比较每项系数是否相同的方法来验证F (x) ≡ G(x),
则需要较高的计算时间开销.

设计一种利用独立随机性方法来验证 F (x) ≡ G(x)是否正确, 使得该方法验证结
果为正确的概率较高,同时降低计算时间.
假设 F (x)或G(x)的最高次项不超过 d ,考虑从集合 [100d] = {1, 2, . . . , 100d}中
等可能独立地随机选取 k(< d)个数 r1, r2, . . . , rk . 若存在 ri使得 F (ri) ̸= G(ri)

成立,则返回 F (x) ̸= G(x) ,否则返回 F (x) ≡ G(x).
为什么要用 “[100d]”?
分析该方法的正确性:
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1.若多项式 F (x) ≡ G(x) ,则该方法得到“正确”的结果,因为对于任意 ri ∈ [100d]

都有 F (x) = G(x) ;
2.若多项式 F (x) ̸= G(x)且 F (ri) ̸= G(ri) ,则该方法得到“正确”的结果,因为存
在一个 ri使得 F (ri) ̸= G(ri);

3.若多项式 F (x) ̸= G(x)但 F (ri) = G(ri) ,即存在 ri ∈ [100d]使得 F (ri) = G(ri)

成立,此时 ri为多项式 F (x)−G(x) = 0的一个实数根. 根据代数知识可知最高
次项不超过 d的多项式 F (x)−G(x) = 0至多有 d个实数根,而 ri为 [100d]中等

可能随机选取,因此有

P (F (ri) = G(ri)) ≤
d

100d
=

1

100
.

进而有,

P

(
k⋂

i=1

{F (ri) = G(ri)}

)
=

k∏
i=1

P (F (ri) = G(ri)) ≤
1

100k
.
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矩阵乘法相等: 例 0.47

例 0.47 给定矩阵 A,B,C ∈ {0, 1}n×n(n ≥ 10000000) , 如何快速验证
AB = C .
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解答: 例 0.47

问题: 给定矩阵 A,B,C ∈ {0, 1}n×n(n ≥ 10000000) ,如何快速验证 AB = C .
解答:

若直接采用矩阵乘法计算 AB ,再与矩阵 C 进行比较,计算复杂度开销为 O(n3)

类似于验证多项式 F (x) ≡ G(x)的方法, 随机选取一个向量 r̄ = (r1, r2, . . . , rn)
T ,

其中元素 r1, r2, . . . , rn都是从 {0, 1}独立等可能随机选取所得,通过验证事件

存在一个向量 r̄使得 A(Br̄) ̸= Cr̄

发生的概率极小来反向验证 AB = C .

这里, r可以理解为 “函数” AB 和 C 的自变量.
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解答: 例 0.47

Freivalds (弗赖瓦尔兹)算法

计算事件 “存在一个向量 r̄使得A(Br̄) ̸= Cr̄”发生的概率. 设随机变量 r̄1, r̄2, . . . , r̄k ∈
{0, 1}n中每个元素都是从 {0, 1}独立等可能随机选取所得,若 AB ̸= C ,则有

P

[
k⋂

i=1

{A(Br̄i) = Cr̄i}

]
≤ 1

2k
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小结与发散

通过例 0.46 和例 0.47, 我们可以发现在证明一些数学的等式的时候可
以通过 “设计随机试验 +概率计算”的方式来证明.

进一步,我们可以思考如下问题要如何解决呢?

证明不等式 2ab ≤ a2 + b2

比较 nk和 (k + 1)n+1的大小?

F 和 G是两个不规则的图形,比较这两者的面积大小?

这套方法有何利弊?
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完全图着色 (边着色): 例 0.48

例 0.48 设平面上有 n个顶点,其中任意三个顶点不在同一条直线上,用
n(n− 1)/2条边将这些顶点连接起来的图称为 n个顶点的完全图. 例如
三个、四个、五个顶点的完全图如下所示.

现将图中的每条边都分别染成红色或蓝色, 给定两正整数 n ≥ 10 和

k > n/2 , 是否存在一种染色方法, 使得图上任意 k 个顶点相对应的

k(k − 1)/2条边不是同一颜色?
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解答: 例 0.48

问题: 如上所述.
解答:

若通过穷举的方法,则计算的开销较大
可以利用概率的方法证明至少存在一种染色方法使得任意 k个顶点相对应的 k(k−
1)/2条边不是同一颜色

假设每条边都等可能独立地被染成红色或蓝色,即每条边为红色或蓝色的概率
均为 1/2. 从 n个不同的顶点中选出 k 个顶点有

(
n

k

)
种不同的选法,分别对应

于

(
n

k

)
个包含 k个顶点的子集,这里将的子集分别标号为 1, 2, . . . ,

(
n

k

)
.

用 Ei表示第 i个子集中 k(k − 1)/2条边染成相同颜色的事件,根据题意可得

P (Ei) = 2(1/2)k(k−1)/2 i = 1, 2, . . . ,

(
n

k

)

若存在 k个顶点,其对应的 k(k−1)/2条边是同一种颜色的事件可表示为
⋃(n

k

)
i=1 Ei.
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根据布尔不等式有

P


(
n
k

)⋃
i=1

Ei

 ≤

(
n
k

)∑
i=1

P (Ei) =

(
n

k

)
(1/2)k(k−1)/2−1

当 n ≥ 10和 k > n/2时有 P

(⋃(n
k

)
i=1 Ei

)
≤ 1,因此事件“完全图中任意 k个顶

点相对应的 k(k − 1)/2条边不是同一颜色”的概率大于零. 这意味着至少存在
一种染色方法使得任意 k个顶点相对应的 k(k − 1)/2条边不是同一颜色.
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隐私问题的调查 0.49

例 0.49 每个人都有一些隐私或秘密, 相关信息不希望被外人知晓. 对
于具有社会普遍性的隐私问题, 需要对相关问题进行一些必要的调查.
需要设计一种调查方案,使被调查者既愿意作出真实回答、又较好地保
护个人隐私. 经过多年研究与实践,心理学家和统计学家设计了一种巧
妙的方案. 核心是如下两个问题:

[问题 A]:你的生日是否在 7月 1日之前? [问题 B]:你是否有抑郁倾向?

同时再准备一个箱子,里面装有m个白球和 n个红球,被调查者随机抽
取一球,若抽中白色回答问题 A,否则回答问题 B.无论抽中哪个问题都
只需回答“是”或“否”,并将答案放入一个密封箱中 (假设在保护隐
私的情况下,学生诚实回答问题). 上述过程在一无人的房间内进行,以
保障被调查者的隐私.
若有 N(N ≥ 500)位学生参加调查,请估计出具有抑郁倾向的学生比例.
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解答: 例 0.49

问题: 如上所述.
解答:

事件“答卷选择 ‘是’”的“原因”有两种情况,即事件“学生抽到红球时,选择 ‘是’
”或者事件“学生抽到白球时,选择 ‘是’”.
设有 Ny 张答卷选择“是”,一个学生有抑郁倾向的概率为 p ;不妨假设一个学生
的生日在 7月 1日之前的概率为 1/2,根据全概率公式有

P (一个学生回答 ‘是’)

=P (一个学生回答 ‘是’|红球)P (红球) + P (一个学生回答 ‘是’|白球)P (白球)

由此可得
Ny

N
≈ m

m + n
× 1

2
+

n

m + n
× p

进一步估计出具有抑郁倾向的学生比例 p ≈ (m + n)Ny/nN −m/2n.
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