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引言

已知二维随机向量 (X,Y )的概率分布,求随机变量 (X,Y )的函数 Z =

g(X,Y )的概率分布,分离散和连续两种情况讨论.
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离散型随机变量函数的分布

已知离散型随机向量 (X,Y )的联合分布列,求随机变量 Z = g(X,Y )的

分布列:

根据 X,Y 的各种取值,计算随机变量 Z 的取值;

X
Y

y1 y2 … yn

x1 X = x1, Y = y1 X = x1, Y = y2 … X = x1, Y = yn

x2 X = x2, Y = y1 X = x2, Y = y2 … X = x2, Y = yn
... ... ... . . . ...
xm X = xm, Y = y1 X = xm, Y = y2 … X = xm, Y = yn

对相同的 Z 值合并,对应的概率相加.
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举例：离散型随机变量函数的分布

求随机变量 Z = g(X,Y ) = X ∗ Y 的分布列:

X,Y 的分布列

X

Y
1 2 3 4

1 p11 p12 p13 p41

2 p21 p22 p23 p42

3 p31 p23 p33 p43

4 p41 p24 p34 p44

对相同的 Z 值合并,对应的概率相加

Z 1 2 3 4 6 8 9 12 16

P p11 p12 + p21 … p14 + p41 + p22 … p24 + p42 … … …
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二维离散型随机变量和 (和函数 g = X + Y )的分布

定理 0.18 [卷积公式 –和函数]若离散随机变量X 与 Y 独立,其分布列
为

ai = P (X = i) 和 bj = P (Y = j) (i, j ∈ N+)

则随机变量 Z = X + Y 的分布列为

P (Z = X + Y = k) =

k∑
i=1

aibk−i

Remarks:

独立性: P (X = i, Y = j) = P (X = i)P (Y = j).

将 k = i + j 的项加在一起.

比如: k = 3,有 P (Z = 3) = P (X = 1)P (Y = 2) + P (X = 2)P (Y =

1) = a1b2 + a2b1.
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命题一：二项分布之和是二项分布

定理 0.19 若随机变量 X ∼ B(n1, p)和 Y ∼ B(n2, p)独立,则

Z = X + Y ∼ B(n1 + n2, p)

Remarks of Proof: 二项分布 P (X = i) =

(
n1

i

)
pi(1− p)n−i (i ∈ N).

P (Z = k) =

k∑
i=0

P (X = i)P (Y = k − i)

=

k∑
i=0

(
n1

i

)
pi(1− p)n−i

(
n2

k − i

)
pk−i(1− p)n−(k−i)

=

[
k∑

i=0

(
n1

i

)(
n2

k − i

)]
pkpn1+n2−k =

(
n1 + n2

k

)
pk(1− p)n1+n2−k
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命题一：二项分布之和是二项分布

推论 (多变量推论:二项分布) 若相互独立的随机变量Xi ∼ B(1, p) (i ∈
N+),则

X =

n∑
i=1

Xi ∼ B(n, p)
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命题二：泊松分布之和是泊松分布

定理 0.20 若随机变量 X ∼ P (λ1)和 Y ∼ P (λ2)独立,则

Z = X + Y ∼ P (λ1 + λ2)

Remarks of Proof: 泊松分布 P (X = k) = λk

k! e
−λ (k ∈ N).

P (Z = k) =

k∑
i=0

P (X = i)P (Y = k − i) =

k∑
i=0

(
n1

i

)
λi
1

i!
e−λ1

λk−i
2

(k − i)!
e−λ2

=

[
1

k!

k∑
i=0

(
k

i

)
λi
1λ

k−i
2

]
e−λ1−λ2

=
e−(λ1+λ2)

k!
(λ1 + λ2)

k

421



连续型随机向量函数的分布

设二维连续型随机向量 (X,Y ) 的联合概率密度为 f (x, y), 求随机变量
Z = g(X,Y )的概率密度:

先计算分布函数 (积分区域)

FZ(z) = P (Z ≤ z) = P (g(x, y) ≤ z) =

∫ ∫
g(x,y)≤z

f (x, y)dxdy

对分布函数 FZ(z)求导得到密度函数

fZ(z) = F
′
Z(z)
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连续型随机向量函数的分布：例 0.84

例 0.84 设随机变量X 与 Y 相互独立、且服从标准正态分布,求下列随
机变量的密度函数.

Z1 =
√
X2 + Y 2

Z2 = X2 + Y 2
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解答：例 0.84

题目:设随机变量X与Y 相互独立、且服从标准正态分布,求随机变量Z1 =
√
X2 + Y 2

和 Z2 = X2 + Y 2的密度函数.

解答:

由独立性有 (X,Y )的联合概率密度为

f (x, y) = fX(x)fY (y) = e−(x2+y2)/2/2π (x, y ∈ R)

当 z1 ≤ 0时有 FZ1(z1) = 0;当 z1 > 0时有

FZ1(z1) = P (Z1 ≤ z1) = P (
√
X2 + Y 2 ≤ z1) =

∫ ∫
X2+Y 2≤z21

e−(x2+y2)/2/2πdxdy

利用极坐标积分变换 x = r cos θ和 y = r sin θ有

FZ1(z1) =

∫ 2π

0

∫ z1

0

r

2π
e−r2/2dθdr =

∫ z1

0

re−r2/2dr = 1− e−z21/2
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对分布函数 FZ1(z1)求导得到密度函数

fZ1(z1) =

z1e
−z21/2, z1 > 0

0, z1 ≤ 0

上述分布称为瑞利分布 (Rayleigh distribution),该分布常用于通信等领域.
同理可证随机变量 Z2 ∼ E(12),即

fZ2(z2) =


1
2e

−z2/2, z2 > 0

0, z2 ≤ 0

上述分布称为卡方分布 (chi-square distribution, OR χ2-distribution).
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二维连续型随机向量和 (和函数 g = X + Y )的分布

定理 0.21 [求和基本公式]设随机向量 (X,Y )的联合密度为 f (x, y),则
随机变量 Z = X + Y 的分布函数为

FZ(z) =

∫ ∫
x+y≤z

f (x, y)dxdy

=

∫ +∞

−∞

[∫ z−x

−∞
f (x, y)dy

]
dx (积分区域)

=

∫ +∞

−∞

[∫ z

−∞
f (x, u− y)du

]
dx (变量)

=

∫ z

−∞

[∫ +∞

−∞
f (x, u− y)dx

]
du

因此,概率密度为

fZ(z) =

∫ +∞

−∞
f (x, z − x)dx =

∫ +∞

−∞
f (z − y, y)dy
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二维连续型随机向量和的分布

定理 0.22 [卷积公式 –和函数]若连续随机变量X 与 Y 相互独立,其概
率密度函数分别为 fX(x)和 fY (y),则随机变量 Z = X + Y 的密度函数

为

fZ(z) =

∫ +∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx =

∫ +∞

−∞
fX(z − y)fY (y)dy

推论: 更一般的情况,对于同定义域上的函数 f (x), g(x),其卷积为

f ∗ g (y) =

∫ +∞

−∞
f (x)g(y − x) dx
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二维连续随机向量函数和的分布 –均匀分布: 例 0.85

例 0.85 设随机变量X ∼ U(0, 1)和 Y ∼ U(0, 1)相互独立,求Z = X+Y

的概率密度.
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解答：例 0.85

题目: 设随机变量 X ∼ U(0, 1)和 Y ∼ U(0, 1)相互独立,求 Z = X + Y 的概率密度.

解答:

根据卷积公式有

fZ(z) =

∫ +∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx

分析 fX(x), fY (z − x)的取值情况可知:
当 x ∈ [0, 1]时,有 fX(x) = 1

当 z − x ∈ [0, 1]时,有 fY (z − x) = 1

因此,积分区域为 {x ∈ [0, 1], z − x ∈ [0, 1]}.

由下图所示:
当 z ≤ 0或 z ≥ 2时,有 fZ(z) = 0

当 z ∈ (0, 1)时,有 fZ(z) =
∫ z

0 1 dz = z

当 z ∈ [1, 2)时,有 fZ(z) =
∫ 1

z−1 1 dx = 2− z
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Z = X + Y 的概率密度为

fZ(z) =


z, z ∈ [0, 1]

2− z, z ∈ [1, 2]

0, 其它
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二维连续随机向量函数和的分布 –指数分布：例 0.86

例 0.86 设随机变量 X ∼ e(λ)和 Y ∼ e(λ)相互独立,求 Z = X + Y 的

分布函数和概率密度.
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解答：例 0.86

题目: 设随机变量 X ∼ e(λ)和 Y ∼ e(λ)相互独立,求 Z = X + Y 的分布函数和概率

密度.

解答:

根据卷积公式有

fZ(z) =

∫ +∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx

分析 fX(x), fY (z − x)的取值情况可知,
当 x ≥ 0时,有 fX(x) = λ exp(−λx);
当 z − x ≥ 0时,有 fY (z − x) = λ exp(−λ(z − x)),

因此积分区域为 {x ∈ [0,+∞], z − x ∈ [0,+∞]}.
当 z ≥ 0时有

fZ(z) = λ2

∫ z

0

exp(−λx) exp(−λ(z − x))dx = λ2z exp(−λz)
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命题三：正态分布之和是正态分布

定理 0.23 若随机变量 X ∼ N (µ1, σ
2
1)和 Y ∼ N (µ2, σ

2
2)相互独立,则

X + Y ∼ N
(
µ1 + µ2, σ

2
1 + σ2

2

)
推论 若相互独立的随机变量 Xi ∼ N (µi, σ

2
i ) (i ∈ [n]),则

X =

n∑
i=1

Xi ∼ N

(
n∑

i=1

µi,

n∑
i=1

σ2
i

)

433



434



随机变量的乘/除法分布

前面提及了连续型随机变量的加法,减法是同样的计算. 接下来我们介
绍关于乘法/除法的计算.

定理 0.24 设随机向量 (X,Y ) 的联合密度为 f (x, y), 则随机变量 Z =

XY 的概率密度为

fXY (z) =

∫ +∞

−∞

1

|x|
f (x,

z

x
)dx

随机变量 Z = Y/X 的概率密度为

fY/X(z) =

∫ +∞

−∞
|x|f (x, xz)dx
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随机变量的乘/除法分布: 证明

求证:
fXY (z) =

∫ +∞

−∞

1

|x|
f (x,

z

x
)dx

证明: 对 FXY (z)关于 z求导即可,

FXY (z) = P (XY ≤ z)

=

∫ ∫
xy≤z

f (x, y) dxdy =

∫
x<0

∫
y≥z/x

f (x, y) dxdy +

∫
x≥0

∫
y≤z/x

f (x, y) dxdy

=

∫ 0

−∞

[∫ +∞

z/x

f (x, y) dy

]
dx +

∫ +∞

0

[∫ z/x

−∞
f (x, y) dy

]
dx

=

∫ 0

−∞

[∫ −∞

z

1

x
f (x,

t

x
) dt

]
dx +

∫ +∞

0

[∫ z

−∞

1

x
f (x,

t

x
) dt

]
dx

=

∫ 0

−∞

[∫ z

−∞
−1

x
f (x,

t

x
) dt

]
dx +

∫ +∞

0

[∫ z

−∞

1

x
f (x,

t

x
) dt

]
dx

=

∫ z

−∞

[∫ 0

−∞
−1

x
f (x,

t

x
) dx +

∫ +∞

0

1

x
f (x,

t

x
) dx

]
dt =

∫ z

−∞

[∫ +∞

−∞

1

|x|
f (x,

t

x
) dx

]
dt
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命题四：连续随机向量函数的分布：例 0.87

例 0.87 若标准正态分布的随机变量 X 与 Y 相互独立,证明: 则随机变
量 Z = Y/X 服从柯西分布.

Proof: 根据独立性和定理0.24有

fZ(z) =

∫ +∞

−∞
|x|f (x, xz)dx =

∫ +∞

−∞
|x|fX(x)fY (xz)dx

=
1

2π

∫ +∞

−∞
|x|e−x2(1+z2)/2dx =

1

π

∫ +∞

0

xe−x2(1+z2)/2dx

=
1

π

[
−e−x2(1+z2)/2

1 + z2

]+∞

0

=
1

π(1 + z2)

证毕.
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最大值和最小值的分布

定理 0.25 设X1, . . . , Xn相互独立、分布函数为 FX1(x1), . . . , FXn(xn),则

随机变量 Y = max(X1, . . . , Xn)的分布函数为

FY (y) = FX1(y) FX2(y) . . . FXn(y)

随机变量 Z = min(X1, . . . , Xn)的概率密度为

FZ(z) = 1 − [1− FX1(z)] [1− FX2(z)] . . . [1− FXn(z)]

Proof Sketches:

For max, P (Y ≤ y) = P (max(X1, . . . , Xn) ≤ y) = P (X1 ≤ y,X2 ≤
y, . . . , Xn ≤ y)

Formin,P (Z ≤ z) = P (min(X1, . . . , Xn) ≤ z) = 1−P (min(X1, . . . , Xn) >

z) = 1− P (X1 > z,X2 > z, . . . , Xn > z)
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最大值和最小值的分布: 证明

随机变量 Y = max(X1, . . . , Xn) ≤ y,则需要每一个 Xi ≤ y

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (max(X1, . . . , Xn) ≤ y)

= P (X1 ≤ y,X2 ≤ y, . . . , Xn ≤ y)

= P (X1 ≤ y)P (X2 ≤ y) . . . P (Xn ≤ y)

= FX1(y) FX2(y) . . . FXn(y)

随机变量 Z = min(X1, . . . , Xn) ≤ z,则需要每一个 1−Xi ≥ y

FZ(z) = P (Z ≤ z) = P (min(X1, . . . , Xn) ≤ z) = 1− P (min(X1, . . . , Xn) > z)

= 1− P (X1 > z,X2 > z, . . . , Xn > z)

= 1− P (X1 > z)P (X2 > z) . . . P (Xn > z)

= 1− [1− P (X1 ≤ z)] [1− P (X2 ≤ z)] . . . [1− P (Xn ≤ z)]

= 1− [1− FX1(z)] [1− FX2(z)] . . . [1− FXn(z)]
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最大值和最小值的分布: 推论

推论 若相互独立的随机变量 X1, . . . , Xn 其分布函数和密度函数分别

为 F (x)和 f (x),即

FX1(x) = FX2(x) = · · · = FXn(x) = F (x)

fX1(x) = fX2(x) = · · · = fXn(x) = f (x)

则随机变量 Y = max(X1, . . . , Xn)的分布函数和密度函数分别为

FY (y) = (F (y))n 和 fY (y) = n(F (y))n−1f (y)

随机变量 Z = min(X1, . . . , Xn)的分布函数和密度函数分别为

FZ(z) = 1− (1− F (z))n 和 fZ(z) = n(1− F (z))n−1f (z)
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连续随机向量函数的分布：例 0.88指数分布

例 0.88 若随机变量 X 与 Y 相互独立,且 X ∼ e(α)和 Y ∼ e(β),求随
机变量 Z1 = max(X,Y )和 Z2 = min(X,Y )的概率密度.
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解答：例 0.88

题目: 若随机变量 X 与 Y 相互独立, 且 X ∼ E(α) 和 Y ∼ E(β), 求随机变量 Z1 =

max(X,Y )和 Z2 = min(X,Y )的概率密度.

解答:

根据定理0.25有,随机变量 Z1的分布函数为

FZ1(z1) = FX(z1)FY (z1) =

∫ z1

−∞
fX(t)dt

∫ z1

−∞
fY (t)dt

当 z1 ≤ 0时有 FZ1(z1) = 0;当 z1 > 0时

FZ1(z1) =

∫ z1

−∞
fX(t)dt

∫ z1

−∞
fY (t)dt =

∫ z1

−∞
αe−αtdt

∫ z1

−∞
βe−βtdt = (1−e−αz1)(1−e−βz1)

等式两边对 z1求导可得其密度函数为

fZ1(z1) =

αe−αz1 + βe−βz1 − (α + β)e−(α+β)z1, z1 > 0

0, z1 ≤ 0

442



同理可得,随机变量 Z2的分布函数和密度函数分别为

FZ2(z2) =

1− e−(α+β)z2, z2 > 0

0, z2 ≤ 0
和 fZ2(z2) =

(α + β)e−(α+β)z2, z2 > 0

0, z2 ≤ 0
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连续型随机变量复合函数的联合分布函数

问题: 随机变量 (X,Y )的联合密度为 f (x, y),设 (X,Y )的函数

U = u(x, y), V = v(x, y).

如何求 (U, V )的联合分布. 这里二元函数 u(·, ·)和 v(·, ·)具有连续的偏
导,并满足u = u(x, y)

v = v(x, y)
存在唯一的反函数

x = x(u, v)

y = y(u, v)
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连续型随机变量复合函数的联合分布函数

定理 0.26 设 U = u(X,Y ) 和 V = v(X,Y ) 有连续偏导, 反函数 X =

x(U, V )和 Y = y(U, V ). 若 (X,Y )的联合概率密度为 f (x, y),则 (U, V )

的联合密度为

fUV (u, v) = fXY (x(u, v), y(u, v))|J |,

其中 J 为变换的雅可比行列式,即

J =

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∂(u, v)∂(x, y)

∣∣∣∣−1

=

∣∣∣∣∣∂u∂x ∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣
−1

,

上述结论可推广到一般的 n维随机变量.
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连续型随机向量复合函数的分布：例 0.89

例 0.89 设 X 与 Y 是相互独立的标准正态分布随机变量. 证明: 有随机
变量

R = X2 + Y 2 与 θ = arctan(Y/X)

相互独立,且有 R ∼ e(1/2)以及 θ ∼ U(0, 2π).
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解答：例 0.89

题目: 设 X 与 Y 是相互独立的标准正太分布随机变量,证明: 有随机变量 R2 = X2 +

Y 2与 θ = arctan(Y/X)相互独立,且有 R ∼ e(1/2)以及 θ ∼ U(0, 2π).

解答:

根据定理0.26列出雅可比行列式

J =

∣∣∣∣∣∣
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣∣
−1

=

∣∣∣∣∣∣ 2x 2y
−y

x2+y2
x

x2+y2

∣∣∣∣∣∣
−1

=
1

2
.

由此可得 R与 Θ的联合分布为

fR×Θ(r, θ) = fX×Y (
√
r cos θ,

√
r sin θ)|J | = 1

4π
exp(−r/2) =

1

2
exp(−r/2)× 1

2π

由此可发现 R ∼ E(1/2)以及 θ ∼ U(0, 2π), R与 Θ相互独立.
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