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正态分布的抽样分布

定理 0.67 设 X1, X2, . . . , Xn是来自总体 N (µ, σ2)的样本,则有

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi ∼ N (µ, σ2/n),
X̄ − µ

σ/
√
n

∼ N (0, 1)

定理 0.68 设 X1, X2, . . . , Xn 是来自总体 N (µ, σ2) 的样本, 其样本均值
和无偏样本方差分别为

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi, S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

则有
X̄ − µ

S/
√
n

∼ t(n− 1).
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正态分布的抽样分布

定理 0.69 设 X1, X2, . . . , Xn 是来自总体 N (µ, σ2) 的样本, 其样本均值
和无偏样本方差分别为

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi, S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

则有 X̄ 和 S2相互独立,且

(n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1) .
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Proof: 正态分布的抽样分布 THM 0.69

定义一线性变换

Y = AX =



1/
√
n 1/

√
n 1/

√
n . . . 1/

√
n

1√
2·1

−1√
2·1 0 . . . 0

1√
3·2

1√
3·2

−2√
3·2 . . . 0

... ... ... ... ...
1√

n·(n−1)

1√
n·(n−1)

1√
n·(n−1)

. . . 1−n√
n·(n−1)


,

其中, Y 和 X分别为列向量. 由此,可得 Y1 = X̄ ,进而 E(Y1) =
√
nµ和 E(Yi) = 0. 后

者可以根据多变量的概率密度函数求得. 进而,我们有

Y =

∑n
i=1(Xi − X̄)2

σ2
=

∑n
i=1(Xi − 1

n

∑n
j=1Xj)

2

σ2

=

∑n
i=1X

2
i − (

√
nX̄)2

σ2
=

∑n
i=1 Y

2
i − Y 2

1

σ2

=

n∑
i=2

(
Yi

σ

)2

∼ χ2(n− 1) .
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正态分布的抽样分布

定理 0.70 设 X1, X2, . . . , Xm 和 Y1, Y2, . . . , Yn 分别来自总体 N (µX, σ
2)

和 N (µY , σ
2)的两个独立样本,令其样本均值分别为 X̄ 和 Ȳ ,无偏样本

方差分别为 S2
X 和 S2

Y ,则有

X̄ − Ȳ − (µX − µY )√
(m−1)S2

X+(n−1)S2
Y

m+n−2

√
1
m + 1

n

∼ t(m + n− 2).

定理 0.71 设 X1, X2, . . . , Xm 和 Y1, Y2, . . . , Yn 分别来自总体 N (µX, σ
2
X)

和 N (µY , σ
2
Y )的两个独立样本,令其无偏样本方差分别为 S2

X 和 S2
Y ,则

有
S2
X/σ

2
X

S2
Y /σ

2
Y

∼ F (m− 1, n− 1).
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抽样分布：例 0.124

例 0.124 设随机变量 T ∼ t(n),求 Y = T 2的分布.
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解答：例 0.124

题目: 设随机变量 T ∼ t(n),求 Y = T 2的分布.

解答:

根据 t分布的定义 0.77可知,随机变量 T = X√
Y/n
服从自由度为 n的 t分布,其中

随机变量 X ∼ N (0, 1)和 Y ∼ χ2(n)相互独立. 因此

Y = T 2 =

(
X√
Y/n

)2

=
X2

Y/n

易知 X2 ∼ χ2(1), Y/n ∼ χ2(1),且 X2与 Y/n相互独立,因此 Y = T 2 ∼ F (1, n).
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抽样分布：例 0.125

例 0.125 设X1, X2, . . . , X5是来自N (0, 1)的样本,令 Y = c1(X1+X3)
2+

c2(X2 +X4 +X5)
2. 求常数 c1, c2使 Y 服从 χ2分布.
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解答：例 0.125

题目: 设X1, X2, . . . , X5是来自N (0, 1)的样本,令 Y = c1(X1+X3)
2+c2(X2+X4+X5)

2.
求常数 c1, c2使 Y 服从 χ2分布.

解答:

随机变量 X1+X3√
2

∼ N (0, 1),又 X2+X4+X5√
3

∼ N (0, 1)且相互独立,根据 χ2分布的定义

可得 (
X1 +X3√

2

)2

+

(
X2 +X4 +X5√

3

)2

∼ χ2(2),

即 c1 =
1
2, c2 = 1

3, Y ∼ χ2(2).
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抽样分布：例 0.126

例 0.126 设 X1, X2是来自总体 N (0, σ2)的样本,求 (X1+X2)
2

(X1−X2)2
的分布.
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解答：例 0.126

题目: 设 X1, X2是来自总体 N (0, σ2)的样本,求 (X1+X2)
2

(X1−X2)2
的分布.

解答:

随机变量 X1+X2√
2σ

∼ N (0, 1),又 X1−X2√
2σ

∼ N (0, 1)且相互独立,根据 χ2分布的定义可

得 (
X1 +X2√

2σ

)2

∼ χ2(1),

(
X1 −X2√

2σ

)2

∼ χ2(1),

根据 F 分布的定义可得

(X1 +X2)
2

(X1 −X2)2
=

(
X1+X2√

2σ

)2
(
X1−X2√

2σ

)2 ∼ F (1, 1).
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抽样分布小结

设X1, X2, . . . , Xm和Y1, Y2, . . . , Yn分别来自总体N (µX, σ
2)和N (µY , σ

2)

的两个独立样本,抽样分布如下表所示.

统计量 抽样分布

单个样本均值 X̄ = 1
n

∑n
i=1Xi ∼ N (µX , σ

2/n)

单个样本方差 (n−1)S2

σ2 ∼ χ2(n− 1)

两个样本之差 X̄−Ȳ−(µX−µY )√
(m−1)S2

X
+(n−1)S2

Y
m+n−2

√
1
m+ 1

n

∼ t(m+ n− 2)

两个样本的方差之比
S2
X/σ2

X

S2
Y /σ

2
Y
∼ F (m− 1, n− 1)
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分位数 (点)

很多概率统计问题最后都归结为求解满足概率不等式 1 − F (x) > α的

最大 x,其解可用上侧分位数 λα 表示. 为此人们对常用的分布 (如正态
分布、t分布、χ2分布等)编制了各种分位数表供实际使用.

定义 0.79 对给定 α ∈ (0, 1)和随机变量 X ,称满足

P (X > λα) = α

的实数 λα为上侧 α分位数 (点).
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对称分布的分位数

定理 0.72 随机变量 X 的概率密度函数关于 y轴对称,则有

λ1−α = −λα.
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分位数：例 0.127

例 0.127 设TA, TB表示某厂生产的两种轴承A,B的寿命,已知λA
0.5 =1000h,

λB
0.5 =1500h,请说明 A,B 两种轴承中哪个质量更好?
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解答：例 0.127

题目: 设 TA, TB表示某厂生产的两种轴承 A,B的寿命,已知 λA
0.5 =1000h, λB

0.5 =1500h,
请说明 A,B 两种轴承中哪个质量更好?

解答:

根据上侧分位数的定义可知, λA
0.5 =1000h 表示 A 轴承中约有 50% 的寿命超过

1000h, λB
0.5 =1500h表示 B 轴承中约有 50%的寿命超过 1500h,从上侧 α = 0.5分

位数上说明了后者的质量比前者更高一点.
特别的,称上侧 α = 0.5的分位数 (点)λ0.5为中位数,中位数和均值一样都是随机变
量的特征数.
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正态分布的分位数

定义 0.80 对正态分布 X ∼ N (0, 1),给定 α ∈ (0, 1),满足

P (X > µα) =

∫ ∞

µα

f (x)dx = α

的点 µα称为正态分布上侧 α分位点.

正态分布的分位数的性质:

由对称性可知: µ1−α = −µα

由正态分布的密度函数可知: Φ(µα) = 1− α
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χ2分布的分位数

定义 0.81 对 χ2分布 X ∼ χ2(n),给 α ∈ (0, 1),满足 P (X ≥ χ2
α(n)) = α

的点 χ2
α(n)称为 χ2(n)分布上侧 α分位点.

χ2分布的分位数的性质:

当 n → ∞时有 χ2
α(n) ≈ 1

2

(
µα +

√
2n− 1

)2,其中 µα为正态分布上侧

α分位点.
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附录: χ2分布的上侧分位数表
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t分布的分位数

定义 0.82 对 t分布 X ∼ t(n),给 α ∈ (0, 1),满足 P (X ≥ tα(n)) = α的

点 tα(n)称为 t(n)分布上侧 α分位点.

t分布的分位数的性质:

由对称性可知: t1−α = −tα.
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附录: t分布的上侧分位数表
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F 分布的分位数

定义 0.83 对F 分布X ∼ F (m,n),给α ∈ (0, 1),满足P (X ≥ Fα(m,n)) =

α的点 Fα(m,n)称为 F (m,n)分布上侧 α分位点.

F 分布的分位数的性质:

F1−α(m,n) = 1/Fα(n,m).
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正态分布的抽样分布：例 0.128

例 0.128 设 X1, X2, . . . , X10是来自总体 N (µ, 1/4)的样本. 问

(1)若 µ = 0,求 P (
∑10

i=1X
2
i ≥ 4)

(2)若 µ未知,求 P (
∑10

i=1(Xi − X̄)2 ≥ 3.45)
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解答：例 0.128

题目: 设X1, X2, . . . , X10是来自总体N (µ, 1/4)的样本, i)若 µ = 0,求 P (
∑10

i=1X
2
i ≥ 4);

ii)若 µ未知,求 P (
∑10

i=1(Xi − X̄)2 ≥ 3.45).

解答:

若 µ = 0,根据 χ2 分布的定义可知
(

X1
1/2

)2
+
(

X2
1/2

)2
+ · · · +

(
X10
1/2

)2
∼ χ2(10). 则有

P
(∑10

i=1X
2
i ≥ 4

)
= P

(∑10
i=1X

2
i

1/4 ≥ 4
1/4

)
. 通过查询 χ2分布的上侧分位数表可知,自

由度为 10的 χ2分布上侧 0.1分位点恰好约为 16,即 P (
∑10

i=1X
2
i ≥ 4) ≈ 0.1.

根据
(n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1) ,

则有
∑10

i=1(Xi−X̄)2

1/4 ∼ χ2(9). 则有

P (

10∑
i=1

(Xi − X̄)2 ≥ 3.45) = P (

∑10
i=1(Xi − X̄)2

1/4
≥ 3.45

1/4
≈ 13.8)

通过查询 χ2分布的上侧分位数表可知,自由度为 9的 χ2分布.
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正态分布的抽样分布：例 0.129

例 0.129 设 X1, X2, . . . , X25是来自总体 N (12, σ2)的样本,求

i)若 σ = 2,求 P (
∑25

i=1Xi/25 ≥ 12.5);
ii)若 σ未知,但知道无偏方差为 S2 = 5.57,求P (

∑25
i=1Xi/25 ≥ 12.95).
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解答：例 0.129

题目: 如上所述.

解答:

若 σ = 2,根据定理0.67可知 X̄ = 1
25

∑25
i=1Xi ∼ N (12, 4/25),则有

P

(∑25
i=1Xi

25
≥ 12.5

)
= P (X̄ ≥ 12.5) = P

(
X̄ − 12

2/5
≥ 12.5− 12

2/5

)
= 1− Φ(1.25) = 0.1056.

根据定理 0.68可知 X̄−µ
S/

√
n
∼ t(n− 1),又根据题目有无偏方差为 S2 = 5.57,即

P

(∑25
i=1Xi

25
≥ 12.95

)
= P

(∑25
i=1Xi/25− 12

5.57/
√
25

≥ 12.95− 12

5.57/
√
25

≈ 0.85

)
通过查询 t分布的上侧分位数表可知,自由度为 24的 t分布上侧 0.2分位点恰好约

为 0.85,即 P (
∑25

i=1Xi/25 ≥ 12.95) ≈ 0.2.
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如何考察抽样分布？

抽样分布中具有极其复杂的公式,哪一些知识点是需要我们记忆的,哪一些是比较重
要的?

利用中心极限定理,将变量归一化为 N (0, 1)

Y ∼ χ2(n), which operation of Y obeys N (0, 1).
设总体分布 U(0, 1), x1, x2, . . . , xn为样本,试求 x(k).

本节课所提及的六种分布 (包含三大抽样分布),其来源是怎样的?
X1, X2 ∼ N (0, 1), which distribution does X2

1 +X2
2 obey?

X1, X2 ∼ N (0, 1), if aX2
1 + bX2

2 obeys χ2, find a, b.
If Y ∼ t(n), compute Y = T 2.

六种分布 (包含三大抽样分布)的数字特征 (期望、方差)、基本性质

查表 (三大抽样分布、正态分布)判断分位数及概率
设 X1, X2, . . . , X10是来自总体 N (0, 1/4)的样本. 求 P (

∑10
i=1X

2
i ≥ 4).
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