
Ch02: 条件概率与独立性

全概率公式 (Law of Total Probability)

September 20, 2024
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全概率公式: 分割

概率论中一个重要的公式, 将一个复杂事件的概率计算分解为若干
简单事件的概率计算.

定义 0.12 (分割) 若随机事件 A1, A2, . . . , An满足

1.任意两两事件是互不相容的 Ai ∩ Aj = ∅ i ̸= j

2.完备性: Ω = ∪n
i=1Ai

称事件 A1, A2, . . . , An为样本空间 Ω的一个分割,或称为完备事件组.
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全概率公式

概率论中一个重要的公式, 将一个复杂事件的概率计算分解为若干
简单事件的概率计算.

定义 0.13 (全概率公式) 若随机事件 A1, A2, . . . , An 为样本空间 Ω的一

个分割,则对任意事件 B 有

P (B) =

n∑
i=1

P (BAi) =

n∑
i=1

P (Ai)P (B | Ai)

Remarks:

将一个复杂事件分解为若干不相容的简单事件之和, 通过分别计算
简单事件的概率,利用概率的可加性得到复杂事件的概率.

186



解读: 全概率公式

将事件 B 看作某一过程的结果,将事件 A1, A2, . . . , An看作产生该结果

的若干原因→ P (B)可计算.

1.每一种原因 Ai已知,即 P (Ai)已知

2.每一种原因 Ai对结果 B 的影响已知,即 P (B | Ai)已知
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解读: 全概率公式

考虑事件 A1, A2, . . . , An对事件 B 的影响，则有

P (B) =

n∑
i=1

P (BAi) 且 P (BAi) = P (Ai)P (B | Ai)
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全概率公式: 例 0.38

例 0.38 小明参加一次竞赛,目前排名不理想,分析其原因:

方法不够新颖的概率为 50%, 通过设计新方法后取得理想排名的概
率为 50%,
程度代码有误的概率为 30%, 通过纠正代码后取得理想排名的概率
为 60%,
数据不充分的概率为 20%, 通过采集更多数据后取得理想排名的概
率为 80%,

小明可以任意选择 (组合)策略,求小明最后取得理想排名的概率.
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解答：例 0.38

解答:

用 B 表示小明最后取得理想排名的事件,用 A1, A2, A3分别表示方法不够新颖,程
度代码有误,数据不充分这三个事件,根据题意有

P (A1) = 50%, P (A2) = 30%, P (A3) = 20%

P (B|A1) = 50%, P (B|A2) = 60%, P (B|A3) = 80%.

小明最后取得理想排名的概率

P (B) = P (A1)P (B|A1) + P (A2)P (B|A2) + P (A3)P (B|A3) = 59%.
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全概率公式: 例 0.39

例 0.39 随意抛 n次均匀的硬币,证明: 正面朝上的次数是偶数 (或奇数)
的概率为 1/2.
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解答：例 0.39

题目: 随意抛 n次均匀的硬币,证明: 正面朝上的次数是偶数 (或奇数)的概率为 1/2.

解答:

用事件 A表示前 n− 1次抛硬币正面朝上的次数为偶数,其对立事件 Ā表示 n− 1

次抛硬币正面朝上的次数为奇数,事件 B 表示前 n次抛硬币正面朝上的次数为偶

数. 于是有

P (B) = P (A)P (B|A) + P (Ā)P (B|Ā) = P (A)

2
+

P (Ā)

2
=

1

2
.

直接计算概率. 若正面朝上的次数时偶数,则随意抛 n次硬币中正面朝上的次数为

偶数分别有 {0, 2, 4, . . . , 2k}(2k ≤ n),根据概率公式直接计算有∑
0≤k≤n/2

(
n

2k

)(
1

2

)2k(
1

2

)n−2k

=
1

2n

∑
0≤k≤n/2

(
n

2k

)
=

1

2
, 其中

∑
0≤k≤n/2

(
n

2k

)
= 2n−1
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思考: 例 0.40

例 0.40 假设有 n个箱子,每个箱子里有 a只白球和 b只红球,现从第一
个箱子取出一个球放入第二个箱子, 第二个箱子取出一个球放入第三
个箱子,依次类推,求从最后一个箱子取出一球是红球的概率.
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解答：例 0.40

题目: 假设有 n个箱子,每个箱子里有 a只白球和 b只红球,现从第一个箱子取出一个
球放入第二个箱子,第二个箱子取出一个球放入第三个箱子,依次类推,求从最后一个
箱子取出一球是红球的概率.

解答:

用 Ai表示第 i个箱子取出红球的事件 (i ∈ [n]),则 Āi表示第 i个箱子取出白球的

事件,于是有

P (A1) = b/(a + b) 和 P (Ā1) = a/(a + b).

根据全概率公式有

P (A2) = P (A1)P (A2|A1) + P (Ā1)P (A2|Ā1)

=
b

a + b
× b + 1

a + b + 1
+

a

a + b
× b

a + b + 1
=

b

a + b
.

由此可知 P (Ā2) = a/(a + b). 依次类推重复上述过程 n − 1次,最后一个箱子中取
出一球是红球的概率为 b/(a + b).
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思考: 例 0.41

例 0.41 有两个箱子，1号箱有 n1个白球，m1个红球，2号箱有 n2个

白球，m2个红球.

先从 1号箱任取一只球放到 2号箱中，再从 2号箱中任取一球. 问求
得白球的概率？

先从 1号箱任取两只球放到 2号箱中，再从 2号箱中任取一球. 问求
得白球的概率？
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解答：例 0.41

题目: 有两个箱子，1号箱有 n1个白球，m1个红球，2号箱有 n2个白球，m2个红球.

解答:

(1)先从 1号箱任取一只球放到 2号箱中，再从 2号箱中任取一球. 问求得白球的
概率？

A = “ 1号箱取到白球”，B=“2号箱取到白球”，则 B = ĀB + AB (记号)，进而有

P (B) = P (ĀB) + P (AB) = P (Ā)P (B|Ā) + P (A)P (B|A)

=
m1

n1 +m1

n2

n2 +m2 + 1
+

n1

n1 +m1

n2 + 1

n2 +m2 + 1
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(2)先从 1号箱任取两只球放到 2号箱中，再从 2号箱中任取一球. 问求得白球的
概率？

Ai = “ 1号箱恰好取到 i个白球” (i = 0, 1, 2)，B=“2号箱取到白球”，则

P (B) = P (A0B) + P (A1B) + P (A2B)

= P (A0)P (B|A0) + P (A1)P (B|A1) + P (A2)P (B|A2)

=
C2

m1

C2
n1+m1

n2

n2 +m2 + 2
+

C1
m1
C1

n1

C2
n1+m1

n2 + 1

n2 +m2 + 2
+

C2
n1

C2
n1+m1

n2 + 2

n2 +m2 + 2
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Ch02: 条件概率与独立性

贝叶斯公式 (Bayesian Formula)

September 20, 2024
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贝叶斯公式

概率论中另一个重要的公式, 研究在一种结果已发生的情况下事何
种原因导致了该结果.

定义 0.14 (贝叶斯公式) 若随机事件 A1, A2, . . . , An 为样本空间 Ω的一

个分割,事件 B 满足 P (B) > 0. 则有：

P (Ai | B) =
P (AiB)

P (B)
=

P (Ai)P (B | Ai)

P (B)

特别地，分子结合乘法公式

P (A | B) =
P (AB)

P (B)
=

P (A)P (B | A)
P (B)

且分母结合全概率公式

P (A | B) =
P (AB)

P (B)
=

P (A)P (B | A)
P (A)P (B | A) + P (Ā)P (B | Ā)
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解读: 贝叶斯公式

将事件 B 看作结果,将事件 Ai看作产生结果的原因之一. 如果

该原因发生的概率 P (Ai)已知

原因 Ai对结果 B 的影响已知,即概率 P (B | Ai)已知

则可求事件 B 由某种原因引起的概率 P (Ai | B).

P (Ai | B) =
P (AiB)

P (B)
=

P (Ai)P (B | Ai)

P (B)
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贝叶斯公式：例 0.42

例 0.42 小明参加一次竞赛,目前排名不理想,分析其原因:

方法不够新颖的概率为 50%, 通过设计新方法后取得理想排名的概
率为 50%,
程度代码有误的概率为 30%, 通过纠正代码后取得理想排名的概率
为 60%,
数据不充分的概率为 20%, 通过采集更多数据后取得理想排名的概
率为 80%,

因为时间有限,小明只能选择三种策略 (设计新方法、纠正代码、采集
更多数据)中一种,想要取得理想排名,小明应该选择哪一种方案.
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解答：例 0.42

解答:

用 B 表示小明最后取得理想排名的事件,用 A1, A2, A3分别表示方法不够新颖,程
度代码有误,数据不充分这三个事件,根据题意有

P (A1) = 50%, P (A2) = 30%, P (A3) = 20%

P (B|A1) = 50%, P (B|A2) = 60%, P (B|A3) = 80%

小明最后取得理想排名的概率

P (B) = P (A1)P (B|A1) + P (A2)P (B|A2) + P (A3)P (B|A3) = 59%.

根据贝叶斯公式有

P (A1|B) = P (A1)P (B|A1)/P (B) = 25/59, P (A2|B) = 18/59, P (A3|B) = 16/59.

因此小明应该选择设计新方法来获得理想排名的概率更高.
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例 0.38 vs例 0.42

描述: 小明参加一次竞赛,目前排名不理想,分析其原因:

方法不够新颖的概率为 50%,通过设计新方法后取得理想排名的概率为 50%,
程度代码有误的概率为 30%,通过纠正代码后取得理想排名的概率为 60%,
数据不充分的概率为 20%,通过采集更多数据后取得理想排名的概率为 80%,

问题：

(1)因为时间有限,小明只能选择三种策略 (设计新方法、纠正代码、采集更多数据)中
一种,

(2)小明可以任意选择 (组合)策略（留作作业；可以使用一种，两种，或者三种方法）

求小明最后取得理想排名的概率.
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贝叶斯公式：towards机器学习

贝叶斯公式在机器学习中提供一种概率论框架下实施决策的基本方法:

求后验 (posterior)概率,即事件 B 发生后各个原因 Ai的概率

P (Ai)表示原因 Ai发生的先验 (prior)概率
P (B | A) 表示事件结果 B 相对于原因 A 的条件概率 (conditional
probability),或称之为似然 (likelihood)
P (B)是用于归一化的证据 (evidence)因子

根据例题,利用 P (Ai | B)来决策的时候,与证据因子 P (B)无关. 因此,
将估计 P (Ai | B)的问题转化为如何基于样本集来估计先验 P (Ai)和似

然 P (B | Ai).

P (Ai | B) =
P (Ai)P (B | Ai)

P (B)

converting⇒ 后验概率 =
先验概率×似然
证据因子
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贝叶斯公式：例 0.43

例 0.43 (贝叶斯公式找原因) 一个仓库中有 10个同规格的产品，其中
的 5、3、2个分别为甲、乙、丙生产的. 已知甲、乙、丙生产的次品率
分别为 1

10、
1
15、

1
20. 现在任取一个产品进行质检，检到为正品的概率是

多少？如果检测的产品是正品，该产品是甲生产的概率为多少？
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解答：例 0.43

解答:

设 A = “检测产品为正品”，B1 = “该产品是甲生产的”，依次定义 B2和 B3.
检测为正品的概率为

P (A) = P (B1)P (A | B1) + P (B2)P (A | B2) + P (B3)P (A | B3) = 0.92 .

如果检测的产品是正品，该产品是甲生产的概率为

P (B1 | A) =
P (B1)P (A | B1)

P (A)
= 0.4891 .
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拓展一：先验概率与主观概率

贝叶斯公式最存在争议之处: 先验概率 P (Ai)的选取

很多实际应用中根据以往的数据得先验,符合概率的频率解释,但需
要以往大量的历史数据,在实际应用中通常难以满足

很多应用中先验概率可能由某一种主观的方式给出, 例如对未来宏
观经济形势、或对某人诚信度

主观概率: 将概率解释为信任程度、明显带有主观性
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贝叶斯公式的应用：例 0.44

例 0.44 寓言故事狼来了：一个小孩每天到山上放羊,山里有狼出没,第
一天他在山上喊“狼来了！狼来了！”,山下的村民们闻声便去打狼,到
了山上发现没有狼; 第二天仍是如此; 第三天狼真来了, 可无论小孩怎
么喊叫,也没有人来救他. 假设

村民们对这个小孩的印象一般, 认为小孩说谎话和说真话的概率相
同,均为 1/2

小孩说谎话——喊狼来了时,狼真来的概率为 1/3

小孩说真话——喊狼来了时,狼真来的概率为 3/4

若第一天、第二天上山均没有发现狼,请分析这两天中村民们的心理活
动——“对小孩说谎与否的认识”.
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解答：例 0.44

解答:

用 B1, B2 分别表示第一天和第二天狼来了的事件. 用 A1 表示小孩第一天说谎的

事件,用 A2表示小孩第一天没有狼的情况下第二天仍说谎的事件,根据题意可知

P (A1) = P (Ā1) =
1

2
, P (B1|A1) =

1

3
, P (B1|Ā1) =

3

4

P (B2|A2) =
1

3
, P (B2|Ā2) =

3

4

根据贝叶斯公式可知,村民第一天上山打狼但是没有发现狼时,认为小孩说谎的概
率发生了变化,

P (A2) = P (A1|B̄1) =
P (B̄1|A1)P (A1)

P (B̄1|A1)P (A1) + P (B̄1|Ā1)P (Ā1)
=

8

11
≈ 0.7273.

村民第天上山打狼但是没有发现狼时,认为小孩说谎的概率又发生了变化,

P (A2|B̄2) =
P (B̄2|A2)P (A2)

P (B̄2|A2)P (A2) + P (B̄2|Ā2)P (Ā2)
=

64

73
≈ 0.8767.

村民认为小孩说谎的概率从 50% → 72.73% → 87.67%,不再相信狼来了的谎言.
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拓展二：全概率公式 VS贝叶斯公式

Recall: 将事件 A1, A2, . . . , An 看作事件 B 发生的原因,而事件 B 是

伴随着原因 A1, A2, . . . , An而发生的结果.

应用条件是相同的:
事件 A1, A2, . . . , An为样本空间 Ω的一个分割

解决的问题不同:
若知道各种原因 P (Ai)、在该原因下事件B发生的概率 P (B | Ai),
此时利用全概率公式计算概率 P (B).

若知道各种原因 P (Ai)、在该原因下事件B发生的概率 P (B | Ai),
若结果事件 B已经发生,利用贝叶斯公式探讨是由某原因 Ai导致

该结果的概率 P (Ai | B).
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贝叶斯公式：例 0.45

例 0.45 (三囚徒问题) 犯人 a, b, c 均被判为死刑, 法官随机赦免其中一
人, 看守知道谁被赦免但不会说. 犯人 a 问看守: b 和 c 谁会被执行死

刑? 看守的策略:

1.若赦免 b,则说 c

2.若赦免 c,则说 b

3.若赦免 a,则以 1/2的概率说 b或 c

看守回答犯人 a: 犯人 b会被执行死刑. 犯人 a兴奋不已,因为自己生存
的概率为 1/2. 犯人 a将此事告诉犯人 c. c同样高兴,因为他觉得自己
的生存几率为 2/3.

那么谁才是正确的呢?
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解答：例 0.45

用事件 A, B, C 分别表示犯人 a, b, c被赦免,因为法官随机赦免,所以

P (A) = P (B) = P (C) = 1/3 .

用事件 D表示看守人说犯人 b被执行死刑,根据看守的策略,有

P (D | A) = 1/2 , P (D | B) = 0 , P (D | C) = 1 .

我们要求解的是 “哪个犯人才是导致 D事件发生的最大原因”,即求 max,

P (A | D) =
P (A)P (D | A)

P (D)
, P (C | D) =

P (C)P (D | C)

P (C)

根据上式我们还需要知道 P (D),可以根据全概率公式求得

P (D) = P (A)P (D | A) + P (B)P (D | B) + P (C)P (D | C) = 1/2 .

最后得到, P (A | D) = 1/3 and P (C | D) = 2/3.
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