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回顾: 多维正态分布的标准化

Focus: 设 n维随机向量 X = (X1, X2, . . . , Xn) ∼ N (µ,Σ),以及正定矩
阵 Σ的特征值分解 Σ = U⊤ΛU,则随机向量

Y = Λ−1/2U(X − µ) ∼ N (0n, In) .

我们需要明确两件事情:

N (0n, In)的分量之间是独立的. 进一步,当 Σ为对角阵的时候,多元
正态分布的随机变量之间是独立的.

Λ−1/2U(X − µ)所带来的线性变换可以将 X 标准化.
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线性运算的基本性质

回忆: 矩阵的特征值和特征向量. 以二维为例,矩阵A拥有特征值 λ1

和 λ2,分别对应特征向量 u1,u2. 则有

Aui = λiui , i = 1, 2

进而有A = U⊤ΛU with U⊤ = U−1,即(
A11 A12

A21 A22

)
=

(
u11 u21

u12 u22

)(
λ1 0

0 λ

)(
u11 u12

u21 u22

)
几何性质. For the case of Av given any v,
矩阵U负责对 v进行旋转

矩阵 Λ负责对 v进行放缩
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线性运算的基本性质

举个栗子, A = [1, 2; 2, 1]

求特征值. |λI−A| = 0,得 λ1 = −1和 λ2 = 3.

求特征向量. 当 λ1 = −1时,

(λiI−A)u1 =

(
−2 −2

−2 −2

)(
u11

u12

)
所以, u1 = (1/

√
2,−1/

√
2). 同理,有 u2 = (1/

√
2, 1/

√
2).

根据UA = ΛU,可理解为
正交坐标轴U上的向量 =正交坐标轴U的线性组合

协交坐标轴A上的向量 =协交坐标轴A的线性组合

For the case of Av, Uv实现了对 v的旋转,而Λ实现了对 |v|的放缩.

为了授课方便,这里只关心对称的方阵. 同理,可以推至非方阵的情况.
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线性运算的基本性质

如果我们面对一个运算Ax + b,

b是平移

U是旋转, if |U| = 1

Λ是放缩, as |Ax| = |Λx|

面对 Y = Λ−1/2U(X − µ) = Σ−1/2(X − µ)

−µ或者 −Σ−1/2µ是平移,使得 X − u以原点为中心 (X 以 u为中

心)

U是旋转

Λ−1/2是放缩,尤其是在 Λ−1/2X̄ 的情形下
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线性变换可以将 X 标准化

我们有

(x− µ)⊤Σ−1(x− µ) = y⊤y = y⊤Iny

一方面,

x̄⊤Σ−1x̄ = x̄⊤UΛ−1U⊤x̄ =
(
U⊤x̄

)⊤
Λ−1

(
U⊤x̄

)
另一方面,

|Σ−1/2X̄| = |Λ−1/2X̄| = |Y |

所以,
|x̄⊤Σ−1x̄| = |

(
U⊤x̄

)⊤
Λ−1

(
U⊤x̄

)
|

= |
(
U⊤x̄

)⊤ | |Λ−1| |
(
U⊤x̄

)
|

= |x⊤| |Λ−1| |x|

= |y⊤| |y|
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线性变换可以将 X 标准化

根据

f (x) = (2π)−n/2|Σ|−1/2 exp
(
−(x− µ)⊤Σ−1(x− µ)/2

)
和

Y = Λ−1/2U (X − µ)

有

fY (y) = (2π)−n/2 exp
(
−y⊤y/2

)

553



对角的协方差矩阵对应独立性

求证: 当 Σ为对角阵的时候,多元正态分布的随机变量之间是独立的.

回顾: 多维正态分布的密度函数

f (x) = (2π)−n/2|Σ|−1/2 exp
(
−(x− µ)⊤Σ−1(x− µ)/2

)
如果 Σ为对角阵, 假设为 Σ−1 = Diag{λ−1

1 , . . . , λ−1
n }. 则指数项可以拆

解为
−1

2

[
λ−1
1 (x̄1)

2 + · · · + λ−1
n (x̄n)

2
]

进而有

f (x) = (2π)−n/2

(
n∏

i=1

λ
−1/2
i

)
exp

(
−1

2

[
λ−1
1 (x̄1)

2 + · · · + λ−1
n (x̄n)

2
])

=

n∏
i=1

(
1√

2π
√
λi

)
exp

[
−(x̄1)

2

2λ1
− · · · − −(x̄n)

2

2λn

]
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对角的协方差矩阵对应着独立性

重新整理

f (x) = (2π)−n/2

(
n∏

i=1

λ
−1/2
i

)
exp

(
−1

2

[
λ−1
1 (x̄1)

2 + · · · + λ−1
n (x̄n)

2
])

=

n∏
i=1

(
1√

2π
√
λi

)
exp

[
−(x̄1)

2

2λ1
− · · · − −(x̄n)

2

2λn

]
=

n∏
i=1

(
1√

2π
√
λi

exp

(
−(x̄i)

2

2λi

))
因此,有

f (x) =

n∏
i=1

fXi
(xi)
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基于上述运算,我们可以推导多维正态分布其他性质 –证明
已留作思考题

设随机向量 X = (X1, X2, . . . , Xn)
⊤和 Y = (Y1, Y2, . . . , Ym)

⊤,以及(
X

Y

)
∼ N

(µx

µy

)
,

Σxx Σxy

Σyx Σyy

 ,

则有

随机向量 X 和 Y 的边缘分布为 X ∼ N (µx,Σxx)和 Y ∼ N (µy,Σyy)

随机向量 X 和 Y 相互独立的充要条件是 Σxy = 0m×n (元素全为零的m× n矩阵)
在 X = x的条件下,随机向量 Y 的分布

Y | X = x ∼ N (µy +ΣyxΣ
−1
xx (x− µx),Σyy −ΣyxΣ

−1
xxΣxy)

在 Y = y的条件下,随机向量 X 的分布

X | Y = y ∼ N (µx +ΣxyΣ
−1
yy (y − µy),Σxx −ΣxyΣ

−1
yyΣyx)
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数字特征的引言

类似于一维随机变量的数字特征,多维随机变量也有数字特征

一方面是各分量自己的数字特征,比如: 期望、方差、标准差等

另一方面是分量之间的关联程度, 反映随机变量间相依关系的数字
特征,即协方差与相关系数.
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多维随机向量函数的期望

定义 0.54 [Informally,期望 = <取值,概率 >]

离散随机变量 (X,Y )的分布列为 pij = P (X = xi, Y = yj),则随机变量
Z = g(X,Y )的期望为

E[Z] = E[g(X,Y )] =
∑
i,j

g(xi, yj)pij.

连续随机变量 (X,Y )的概率密度为 f (x, y),则随机变量 Z = g(X,Y )的

期望为

E[Z] = E[g(X,Y )] =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
g(x, y)f (x, y) dx dy.
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期望的性质

若随机向量 X ≥ Y ,则 E[X ] ≥ E[Y ];

线性性. 对任意随机向量 X 和 Y ,有 E[X + Y ] = E[X ] + E[Y ];

对任意随机向量 X 和 Y ,有 Cauchy-Schwartz不等式:

|E[XY ]| ≤
√
E[X2]E[Y 2]

独立可乘. 若随机变量 X 与 Y 相互独立,有 E[XY ] = E[X ]E[Y ];

独立方差. 若随机变量 X 与 Y 相互独立, 有 VAR(X + Y ) =

VAR(X) + VAR(Y ).
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多维随机向量函数的期望：例 0.120

例 0.120 设随机变量 X 与 Y 相互独立且都服从标准正态分布 N (0, 1),
求 E[max(X,Y )].
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解答：例 0.120

题目: 设随机变量 X 与 Y 相互独立且都服从标准正态分布 N (0, 1),求 E[max(X,Y )].

解答:

由题易知 X 与 Y 的联合密度函数为

f (x, y) = fX(x)fY (y) =
1

2π
e−

x2+y2

2 .

将二维平面区域分为两部分 D1 = {(x, y) : x ≥ y}, D2 = {(x, y) : x < y},于是得到

E[max(X,Y )] =

∫ ∫
D1

xf (x, y) dx dy +

∫ ∫
D2

yf (x, y) dx dy

=

∫ +∞

−∞
dy

∫ +∞

y

xf (x, y) dx +

∫ +∞

−∞
dx

∫ +∞

x

yf (x, y) dy

= 2

∫ +∞

−∞
dy

∫ +∞

y

xf (x, y) dx =
1

π

∫ +∞

−∞
dy

∫ +∞

y

xe−
x2+y2

2 dx

=
1

π

∫ +∞

−∞
e−y2 dy =

1√
π
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多维随机向量函数的期望：例 0.121

例 0.121 某水果超市在每星期一进货一定数量的新鲜水果,假设一周内
出售水果的件数 X ∼ U(10, 20). 若这一周内出售一件水果获利 10元,
若不能出售则因为水果过期而每件亏损 4元,求期望意义下水果超市的
最优进货策略.
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解答：例 0.121

题目: 如上所述.

解答:

不妨设水果超市每周进货 n件 (10 ≤ n ≤ 20),则它的周利润为

Y =

10n, X ≥ n

10X − 4(n−X), X < n

周利润 Y 是关于 X 的随机变量,考虑在期望下的最优策略

E[Y ] =

n−1∑
i=10

(10i− 4(n− i))P (X = i) +

20∑
i=n

10nP (X = i)

=

n−1∑
i=10

14i− 4n

10
+

20∑
i=n

n =
−7n2 + 243n + 630

10
.

上式对 n求导并令导数为零,求解可得 n = 17.36. 则 n可能取 17或者 18,经验证,
最后取 n = 17.
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多维随机向量函数的条件期望

回顾: 对二维随机向量 (X,Y )而言,随机变量 X 的条件分布,即给定随机变量 Y 取值

的条件下 X 的概率分布. 而条件期望是条件分布的数学期望,具体定义如下:

定义 0.55 设 (X,Y )为离散型随机向量,在 Y = y的条件下X的条件分布列为 P (X =

xi|Y = y),称
E(X|y) = E(X|Y = y) =

∑
i

xiP (X = xi|Y = y)

为在 Y = y 的条件下 X 的条件期望. 设 (X,Y )为连续型随机向量,在 Y = y 的条件

下 X 的条件密度函数为 fX|Y (x|y),称

E(X|y) = E(X|Y = y) =

∫ +∞

−∞
xfX|Y (x|y) dx

为在 Y = y的条件下 X 的条件期望.

无条件期望 E(X)是一个常数,而条件期望 E(X|Y = y)是 y 的函数; 例如用 X 表示

中国成年人的身高, Y 表示中国成年人的足长,我国公安部门研究得足长为 y 的中国

成年人平均身高为 E(X|Y = y) = 6.876y,此公式常用于公安痕迹侦查中.
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条件期望的性质

线性性. 对任意常数 a, b有 E(aX1+ bX2|Y ) = aE(X1|Y ) + bE(X2|Y );

函数型. 对离散型随机向量 (X,Y )和函数 g(X),有

E(g(X)|Y ) =
∑
i

g(xi)P (X = xi|Y = y)

对连续型随机向量 (X,Y )和函数 g(X),有

E(g(X)|Y ) =

∫ +∞

−∞
g(x)f (x|Y = y) dx

若随机向量 (X,Y ) ∼ N (µx, µy, σ
2
x, σ

2
y, ρ),则在 Y = y 的条件下随机

变量 X 服从正态分布 N (µx − ρσx(y − µy)/σy, (1− ρ2)σ2
x),由此可得

E(X|y) = µx −
ρσx(y − µy)

σy
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多维随机向量函数的条件期望：例 0.122

例 0.122 设随机向量 (X,Y )的联合概率密度为

f (x, y) =

exp(−y), 0 < x < y < +∞

0, 其它

求条件期望 E(X|y).
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解答：例 0.122

题目: 如上所述.

解答:

根据条件期望的定义 E(X|y) =
∫ +∞
−∞ xfX|Y (x|y) dx, 计算 Y 的边缘密度函数, 当

y > 0时

fY (y) =

∫ +∞

−∞
f (x, y) dx =

∫ y

0

exp(−y) dx = y exp(−y),

由此得到条件分布

fX|Y (x|y) =
f (x, y)

fY (y)
=

1

y
(0 < x < y < +∞),

由此可得

E(X|y) =
∫ +∞

−∞
xfX|Y (x|y) dx =

∫ y

0

x

y
dx =

y

2
.
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二重期望公式

定理 0.31 [二重期望公式]设 (X,Y )是二维随机向量,且 E(X)存在,则

E(X) = E(E(X|Y ))

=


∑

iE(X|Y = yi)P (Y = yi), 若 Y 是一个离散型随机变量∫ +∞
−∞ E(X|Y = yi)fY (y) dy, 若 Y 是一个连续型随机变量

二重期望公式在实际中很有用,譬如,在计算取值范围很大的 X 的期望

E(X)时,可以通过构建与 X 有关的量 Y ,通过 Y 的不同取值将大范围

划分成若干小区域. 先在小区域上求 X 的平均,再对此类平均求加权平
均,即可得到大范围上 X 的期望 E(X).
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推论: 全期望公式

回顾:对任意事件A而言,根据全概率公式有P (A) =
∑n

i=1 P (Bi)P (A|Bi);
即通过对样本空间的切割划分,将一个复杂事件化成相对简单的事件来
求其概率;借鉴这种化繁为简的思想,也可以通过全期望公式计算复杂
事件的期望,具体如下:

定理 0.32 设 A1, A2, . . . , An 是样本空间 Ω一个分割, AiAj = ∅和 Ω =⋃n
i=1Ai. 对任意随机变量 X 有

E(X) = E(X|A1)P (A1) + E(X|A2)P (A2) + · · · + E(X|An)P (An),

特别的,随机事件 A及其对立事件 Ā构成空间 Ω一个分割,对任意随机
变量 X 有

E(X) = E(X|A)P (A) + E(X|Ā)P (Ā).

可证.
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证明: 全期望公式

根据二重期望公式定理 0.31,假设 Y 有m个取值

E(X) = EY [E(X | Y )] =

m∑
i=1

E(X | Y = yi)P (Y = yi)

=

m∑
i=1

∑
j

xjP (xj | Y = yi)

P (Y = yi)

=

m∑
i=1

∑
j

xjP (xj | Y = yi)P (Y = yi)

=

n∑
k=1

∑
j

xjP (xj | Ak)P (Ak)
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最后一步成立于
n∑

k=1

P (xj | Ak)P (Ak) =

n∑
k=1

∑
ki:yki∈Ak

P (xj | yki)P (yki | Ak)P (Ak)

=

m∑
i=1

P (xj | Y = yi)P (Y = yi)
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多维随机向量函数的条件期望：例 0.123

例 0.123 一矿工被困在有三个门的矿井里,第一个门通一坑道,沿此坑
道走 3 小时可使他到达安全地点; 第二个门可使他走 5 小时后回到原
处;第三个门可使他走 7小时后也回到原地. 如设此矿工在任何时刻都
等可能地选定其中一个门,试问他到达安全地点平均要用多长时间?
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解答：例 0.123

题目: 如上所述.

解答:

设 X 为该矿工回到安全地点所需的时间,易知 X 的取值为

3, 5 + 3, 7 + 3, 5 + 5 + 3, 5 + 7 + 3, 7 + 7 + 3, . . .

直接计算取值范围很大的 X 的期望 E(X)较困难,因此构建变量 Y 表示该矿工第

一次选择的门的序号. 因此

P (Y = 1) = P (Y = 2) = P (Y = 3) =
1

3
,

若矿工选择第一个门,则 E(X|Y = 1) = 3;若矿工选择第二个门,则 E(X|Y = 2) =

5+E(X);若矿工选择第三个门,则 E(X|Y = 3) = 7+E(X);综上所述,由定理 0.31
有

E(X) =
1

3
[3 + 5 + E(X) + 7 + E(X)] = 5 +

2

3
E(X) ,

由此可得 E(X) = 15.
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多维随机向量函数的协方差

定义 0.56 设二维随机向量 (X,Y )的期望 E[(X − E[X ])(Y − E[Y ])]存

在,则称其为X 与 Y 的协方差,记为

Cov(X,Y ) = E[(X − E[X ])(Y − E[Y ])] = E[XY ]− E[X ]E[Y ].

从协方差的定义可以看出, 它是 X 的偏差 “X − E[X ]” 与 Y 的偏差

“Y − E[Y ]”乘积的数学期望,由于偏差可正可负,故协方差也可正可负,
也可为零.
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协方差的性质

对任意随机变量 X 与 Y ,有

Cov(X,X) = VAR(X) 和 VAR(X ± Y ) = VAR(X) + VAR(Y )± 2Cov(X,Y )

对任意随机变量 X 与 Y 和常数 c,有

Cov(X, c) = 0 和 Cov(X,Y ) = Cov(Y,X)

对任意随机变量 X1、X2和 Y ,有

Cov(X1 +X2, Y ) = Cov(X1, Y ) + Cov(X2, Y )

若随机变量 X 与 Y 相互独立,则有 Cov(X,Y ) = 0,但反之不成立;
对任意随机变量 X 与 Y 有

(Cov(X,Y ))2 ≤ VAR(X) · VAR(Y )

等号成立的充要条件是 Y = aX + b几乎处处成立,即 X 与 Y 之间几乎处处存在

线性关系. (可证)
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多维随机向量函数的协方差：例 0.124

例 0.124 设随机变量 (X,Y )的联合概率密度为

f (x, y) =

(x, y)/8, 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 2

0, 其它

求协方差 Cov(X,Y )和方差 σ(X + Y ).
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解答：例 0.124

题目: 如上所述.

解答:

根据协方差的定义 Cov(X,Y ) = E[XY ]− E[X ]E[Y ],计算

E[X ] = E[Y ] =

∫ 2

0

∫ 2

0

x(x + y)

8
dx dy =

7

6
, E[XY ] =

∫ 2

0

∫ 2

0

xu(x + y)

8
dx dy =

4

3

由此可得 Cov(X,Y ) = −1/36.
根据方差的定义 σ(X) = E[X2]− (E[X ])2,计算

E[X2] = E[Y 2] =

∫ 2

0

∫ 2

0

x2(x + y)/8 dx dy = 5/3

得 σ(X) = σ(Y ) = 11/36. 最后得到

σ(X + Y ) = σ(X) + σ(Y ) + 2Cov(X,Y ) = 5/9.
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多维随机向量函数的协方差：例 0.125

例 0.125 有 n对夫妻参加一次聚会,将所有参会人员任意分成 n组,每
组一男一女, 用 X 表示夫妻两人被分到一组的对数, 求 X 的期望和方

差.
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解答：例 0.125

题目: 有 n对夫妻参加一次聚会,将所有参会人员任意分成 n组,每组一男一女,用 X

表示夫妻两人被分到一组的对数,求 X 的期望和方差.

解答:

用 Xi表示第 i对夫妻是否被分到一组,即

Xi =

1, 第 i对夫妻被分到一组

0, 否则

则 X = X1, X2, . . . , Xn. 随机变量 Xi得分布列为

P (Xi = 1) = (n− 1)!/n! = 1/n, 和 P (Xi = 0) = 1− 1/n

于是得到期望

E[X ] = E(X1, X2, . . . , Xn) = E(X1) + E(X2) · · · + E(Xn) = 1.
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对任意 i ̸= j,有

P (Xi = 1, Xj = 1) = (n− 2)!/n! = 1/n(n− 1),

由此得到

Cov(Xi, Xj) = E[XiXj]− E[Xi]E[Xj] = 1/n2(n− 1),

最后根据协方差的性质有

σ(X) =

n∑
i=1

σ(Xi) + 2
∑
i ̸=j

Cov(Xi, Xj) = 1.
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