
Ch09: 统计的基本概念

Basic Concepts of Statistics

December 5, 2024
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提纲

总体 vs个体

统计量

样本均值、样本方差、样本矩

次序统计量

常用的三个统计分布

Beta分布、Dirichlet分布、Gamma分布

三大抽样分布

χ2分布、t分布、F分布
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引言

之前的课程属于概率论的范畴. 随机变量及其概率分布全面地描述了
随机现象的统计性质. 在概率论的许多问题中,随机分布被假定为已知
的,而一切的计算及推理都基于已知的分布函数进行. 但在实际问题中,
情况往往并非如此.

例如调查一批产品的不合格率, 某个省份的人均收入等诸如此类的问
题, 是无法事先知道其分布函数的. 这类问题属于统计学的范畴. 一般
认为, 统计学是一门研究如何有效地收集和分析所获数据的统计规律
的学科. 统计学的研究内容包括: 抽样调查、参数估计、假设检验等.
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基本概念

从总体中随机抽取一些个体, 表示为 X1, X2, . . . , Xn, 称 X1, X2, . . . , Xn

为取自总体 X 的随机样本,其样本容量为 n

总体: 研究对象的全体,用随机变量 X 表示 (分布未知)

抽样: 抽取样本的过程

样本值: 观察样本得到的数值,例如: X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn

为样本观察值或样本值

样本的二重性:

就一次观察而言,样本值是确定的数值

不同的抽样下,样本值会发生变化,某次 sampling可看作随机变量
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基本概念 –示图
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简单随机样本

定义 0.65 (简单随机样本) 样本 X1, X2, . . . , Xn 是总体 X 的 简单随机

样本,简称样本,如果 X1, X2, . . . , Xn满足

代表性: Xi与 X 同分布

独立性: X1, X2, . . . , Xn之间相互独立

Remarks: 课程后面所考虑的样本均为简单随机样本.
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样本的分布

定义 0.66 (因为独立性)总体 X 的联合分布函数为 F (x), x1, x2, . . . , xn

为取自该总体的容量为 n的样本,则样本的联合分布函数为

F (x1, x2, . . . , xn) =

n∏
i=1

F (xi) .

若总体 X 的概率密度为 f (x),则样本 x1, x2, . . . , xn的联合概率密度为

f (x1, x2, . . . , xn) =

n∏
i=1

f (xi) .

若总体 X 的分布列 P (X = xi),则样本 x1, x2, . . . , xn的联合分布列为

P (X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn) =

n∏
i=1

P (Xi = xi) .
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统计量

样本来自于总体,因此样本中含有总体各方面的信息. 为将这些分散在
样本中的有关总体的信息集中起来以反映总体的各种特征, 需要对样
本进行加工,较有效的加工方法是构建样本的函数,不同样本函数反映
总体的不同特征.

定义 0.67 设X1, X2, . . . , Xn是来自总体X的一个样本,若T = g(X1, X2, . . . , Xn)

是一个连续、且不含任意参数的函数. 称 T 是一个统计量.

统计量具有以下性质:

因为X1, X2, . . . , Xn是随机变量,所以 g(X1, X2, . . . , Xn)是随机变量;
g(x1, x2, . . . , xn)为 g(X1, X2, . . . , Xn)的一次观察值.

Remarks: g是定义在随机变量 (X1, X2, . . . , Xn)上的.
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统计量 –样本均值及样本方差

定义 0.68 设 X1, X2, . . . , Xn 是来自总体 X 的样本,其算术平均值称为
样本均值,一般用 X̄ 表示,即

X̄ =
X1 +X2 + · · · +Xn

n
=

1

n

n∑
i=1

Xi .

样本关于它本身的样本均值 X̄ 的平均偏差平方和称为样本方差,即

S2
n =

1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

其算术根 Sn =
√

S2
n称为样本标准差. 当 n不大时,常用

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 =
1

n− 1

n∑
i=1

X2
i − X̄2

作为样本方差 (也称无偏方差).
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样本均值及样本方差的性质

设总体 X 的期望 E[X ] = µ以及方差 VAR(X) = σ2,则有

E[x̄] = µ, VAR(x̄) = σ2/n, x̄
d−→ N (µ, σ2/n)

样本方差 S2
n与总体方差 σ2之间存在偏差,即

E[S2
n] =

n− 1

n
σ2

无偏方差 S2与总体方差 σ2相等

E[S2] = σ2

Remarks: 在实际中, S2比 S2
n更常用,因此以后讲样本方差通常是指 S2.

(可证)
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样本均值及样本方差的性质 – Proof

E[S2
n] = E

[
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

]
= E

[
1

n

n∑
i=1

(X2
i − 2XiX̄ + X̄2)

]

= E

[
1

n

n∑
i=1

X2
i

]
+ E

[
1

n

n∑
i=1

−2XiX̄

]
+ E

[
1

n

n∑
i=1

X̄2

]

= E

[
1

n

n∑
i=1

X2
i

]
− 2

n

n∑
i=1

1
n

n∑
j=1

E(XjXi)

 + E
[
X̄2
]

= E

[
1

n

n∑
i=1

X2
i

]
− 2

n

[
1

n

n∑
i=1

E(XiXi)

]
− 2

n2

n∑
i=1

∑
j ̸=i

E(XjXi)

+
1

n2

[
1

n

n∑
i=1

E(X2
i )

]
+

1

n2

 n∑
i=1

∑
j ̸=i

E(XjXi)


=

n− 1

n
σ2
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统计量：例 0.140

例 0.140 在一批产品中随机检查了 10箱,发现每箱中的不合格品数为

4, 5, 6, 0, 3, 1, 4, 2, 1, 4

试计算其样本均值、样本方差和样本标准差.
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解答：例 0.140

题目: 在一批产品中随机检查了 10箱,发现每箱中的不合格品数为

4, 5, 6, 0, 3, 1, 4, 2, 1, 4

试计算其样本均值、样本方差和样本标准差.

解答:

根据样本均值、样本方差和样本标准差的定义直接计算,即

x̄ =
x1 + x2 + · · · + xn

n
=

4 + 5 + · · · + 4

10
= 3.

s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 =
1

9
[(4− 3)2 + (5− 3)2 + · · · + (4− 3)2] = 3.78.

s =
√
s2 = 1.94.
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统计量：例 0.141

例 0.141 设总体 X ∼ N (20, 3),从总体中抽取两独立样本,容量分别为
10和 15. 求这两个样本均值之差的绝对值大于 0.3的概率.
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解答：例 0.141

题目: 设总体 X ∼ N (20, 3),从总体中抽取两独立样本,容量分别为 10和 15. 求这两
个样本均值之差的绝对值大于 0.3的概率.

解答:

设 x
(1)
1 , x

(1)
2 , . . . , x

(1)
n 和 x

(2)
1 , x

(2)
2 , . . . , x

(2)
n 分别为来自总体X ∼ N (20, 3)的两个独立

样本. 根据正态分布的性质有

¯x(1) =
1

10

10∑
i=1

x
(1)
i ∼ N (20, 3/10), ¯x(2) =

1

15

15∑
i=1

x
(2)
i ∼ N (20, 1/5)

进一步根据正态分布的性质有 ¯x(1) − ¯x(2) ∼ N (0, 1/2),于是可得

P (| ¯x(1) − ¯x(2)| > 0.3) = 2− 2Φ(0.3/
√

1/2).
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统计量 –样本矩

样本均值和样本方差的更一般推广是样本矩,这是一类常见的统计量.

定义 0.69 设 X1, X2, . . . , Xn是来自总体 X 的样本, k为正整数,则统计
量

Ak =
1

n

n∑
i=1

Xk
i

称为样本 k阶原点矩. 特别的,样本一阶原点矩就是样本均值. 统计量

Bk =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)k

称为样本 k阶中心矩. 特别的,样本二阶中心矩就是样本方差.
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次序统计量

除了样本矩以外,另外一类常见的统计量是次序统计量. 它在实际应用
及理论中都有广泛的应用.

定义 0.70 设 X1, X2, . . . , Xn 是来自总体 X 的样本, X(i) 称为该样本的

第 i个次序统计量,它的取值是将样本观测值从小到大排序后得到的第
i个观测值.其中

X(1) = min{X1, X2, . . . , Xn}

称为该样本的最小次序统计量.

X(n) = max{X1, X2, . . . , Xn}

称为该样本的最大次序统计量. Rn = X(n) −X(1)称为样本极差.
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单个次序统计量的分布

定理 0.63 设总体X的密度函数为 f (x),分布函数为F (x),X1, X2, . . . , Xn

是来自总体 X 的样本,则第 k 个次序统计量 X(k)的分布函数和密度函

数分别为

Fk(x) =

n∑
r=k

(
n

r

)
[F (x)]r[1− F (x)]n−r ,

fk(x) =
n!

(k − 1)!(n− k)!
[F (x)]k−1[1− F (x)]n−kf (x) .

Remarks:

次序统计量 X(k)表示 X1, X2, . . . , Xn中有 k个变量小于等于 X(k)

令 k = 1和 k = n,分别得到最小次序统计量和最大次序统计量的分
布函数和密度函数

702



证明: 单个次序统计量的分布
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小结

通过前面的学习,我们知道样本统计量也是一个随机变量. 以样本均数
为例,假设我们现在想了解南京大学男性学生的身高情况,按照同样的
方法重复 50 次抽样, 每次抽 100 人, 每组样本都可以计算一个样本均
数,假设分别为: 1.76, 1.72, 1.69, 1.77, . . . , 1.75,样本均数会随着抽样的
不同而随机变动.

进一步, 我们可以将样本统计量作为随机变量研究其概率分布 (又称
“抽样分布”),从而得到其分布的性质或计算特定情况下的概率.

本课程主要研究的抽样分布通常是样本均值的分布、样本方差的分布、

样本标准差的分布.
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Beta (贝塔)分布

定义 0.71 (Beta函数)对任意给定 α1 > 0和 α2 > 0,定义 Beta函数为

Beta(α1, α2) =

∫ 1

0

xα1−1(1− x)α2−1 dx,

简记为 B(α1, α2),被称为第一类欧拉积分函数.

定义 0.72 给定 α1 > 0和 α2 > 0,若随机变量 X 的概率密度函数为

f (x) =

 1
B(α1,α2)

xα1−1(1− x)α2−1, x ∈ (0, 1)

0, 其它

称 X 服从参数为 α1和 α2的 Beta分布,记为 X ∼ B(α1, α2).
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Beta (贝塔)分布的数字特征

定理 0.64 若随机变量 X ∼ B(α1, α2),则有

E[X ] =
α1

α1 + α2
, VAR(X) =

α1α2

(α1 + α2)2(α1 + α2 + 1)
.
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Beta (贝塔)分布的性质

Beta分布的概率密度我们把它画成图,会发现它是个百变星君,它可以
是凹的、凸的、单调上升的、单调下降的;可以是曲线也可以是直线,而
均匀分布也是特殊的分布. 由于分布能够拟合如此之多的形状,因此它
在统计数据拟合和贝叶斯分析中被广泛使用.
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Dirichlet (狄利克雷)分布

定义 0.73 给定α1, . . . , αk ∈ (0,+∞),若多元随机向量X = (X1, . . . , Xk)

的概率密度函数为

f (x1, x2, . . . , xk) =


x
α1−1
1 x

α2−1
2 ...x

αk−1
k

B(α1,α2,...,αk)
,
∑k

i=1 xi = 1且xi > 0(i ∈ [k])

0, 其它

称X 服从参数为 α1, . . . , αk的 Dirichlet分布,记为X ∼ Dir(α1, . . . , αk).

Dirichlet分布是 Beta分布的一种高维推广. 当 k = 2时, Dirichlet分布
退化为 Beta分布.
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Dirichlet (狄利克雷)分布的数字特征

定理 0.65 若随机变量X ∼ Dir(α1, α2, . . . , αk),设 α̃ = α1+α2+ · · ·+αk

和 α̃i = αi/α̃则有

E[Xi] = α̃i, VAR(Xi, Xj) =


α̃i(1−α̃i)

α̃+1 , i = j

−α̃iα̃j
α̃+1 , i ̸= j
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Gamma (伽马)分布

定义 0.74 (Γ函数)对任意给定 α > 0,定义 Γ函数为

Γ(α) =

∫ +∞

0

xα−1e−x dx,

被称为第二类欧拉积分函数.

定义 0.75 若随机变量 X 的概率密度函数为

f (x) =

 λα

Γ(α)x
α−1e−λx, x > 0

0, x ≤ 0

其中 α > 0 且 λ > 0, 称 X 服从参数为 α 和 λ 的 Γ 分布, 记为 X ∼
Γ(α, λ).
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Γ (伽马)分布的数字特征

定理 0.66 若随机变量 X ∼ Γ(α, λ),则有

E[X ] = α/λ , VAR(X) = α/λ2 .

定理 0.67 (Gamma 分布的可加性) 若随机变量 X ∼ Γ(α1, λ) 和 Y ∼
Γ(α2, λ),且 X 和 Y 相互独立,则有 X + Y ∼ Γ(α1 + α2, λ).

另外,对比指数分布和伽马分布的密度函数形式,易知 Γ(1, λ) = e(λ).
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数字特征的分布: 图像、数字特征、例子

Beta分布: 数字特征

E[X ] =
α1

α1 + α2
, VAR(X) =

α1α2

(α1 + α2)2(α1 + α2 + 1)

Dirichlet分布: 数字特征

E[Xi] = α̃i, VAR(Xi, Xj) =


α̃i(1−α̃i)

α̃+1 , i = j

−α̃iα̃j
α̃+1 , i ̸= j

Gamma分布: 数字特征

E[X ] = α/λ, VAR(X) = α/λ2
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Beta分布：例 0.142

例 0.142 设总体分布 U(0, 1), x1, x2, . . . , xn 为样本, 试求第 k 个次序统

计量 x(k)的密度函数.
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解答：例 0.142

题目: 设总体分布 U(0, 1), x1, x2, . . . , xn为样本,试求第 k个次序统计量 x(k)的密度函

数.

解答:

由题易知总体 X 的分布函数 F (x) = x, x ∈ (0, 1)和密度函数 f (x) = 1, x ∈ (0, 1),
进一步根据定理 0.63,可得

pk(x) =
n!

(k − 1)!(n− k)!
xk−1(1− x)n−k

=
1

B(k, n− k + 1)
xk−1(1− x)n−k, 0 < x < 1.

即贝塔分布 B(k, n− k + 1).
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解答：例 0.142

本页求证 ∫ 1

0

Ck−1
n−1x

k−1(1− x)n−kdx =
1

n
for any k .

Proof: 分布积分∫ 1

0

Ck−1
n−1x

k−1(1− x)n−kdx = Ck−1
n−1

[
xk(1− x)n−k

k
|10 −

∫ 1

0

−xk

k
(n− k)(1− x)n−k−1 dx

]
=

∫ 1

0

Ck
n−1x

k(1− x)n−k−1 dx

=

∫ 1

0

xn−1 dx

=
1

n

因此，有

B(k, n− k + 1) =

∫ 1

0

xk−1(1− x)n−kdx =
1

n

1

Ck−1
n−1

.
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Gamma分布：例 0.143

例 0.143 若随机变量 X ∼ N (0, 1),则有 X2 ∼ Γ(1/2, 1/2).
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解答：例 0.143

题目: 若随机变量 X ∼ N (0, 1),则有 X2 ∼ Γ(1/2, 1/2).

解答:

由题易知总体 Y = X2的分布函数为: 当 y ≤ 0时,有 FY (y) = 0;当 y > 0时,有

FY (y) = P (X2 ≤ y) = P (−√
y ≤ X ≤ √

y) =

∫ √
y

−√
y

1√
2π

e−
x2

2 dx,

由此可得概率密度函数为 fY (y) =
1√
2π

1√
ye

−y
2 ,从而得到 X2 ∼ Γ(1/2, 1/2).
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三大 (运算)抽样分布

中心极限定理揭示了样本均值的分布,即不管总体是什么分布,任意一
个总体的样本平均值都会围绕在总体的平均值周围, 并且呈正态分布.
在数理统计中,用于描述抽样分布的分布函数,除了正态分布外,最重要
的三个分布分别是:

χ2 (卡方)分布
t分布

F 分布

这三个以标准正态分布而构造的统计量在统计推断中有广泛的应用,不
仅是因为这三个统计量有明确的构造背景,而且其抽样分布的密度函数
都有显性表达式,它们被称为统计中的 “三大抽样分布”.
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χ2 (卡方)分布及其密度函数

定义 0.76 若 X1, X2, . . . , Xn 是来自总体 X ∼ N (0, 1) 的一个样本, 称
Y = X2

1 +X2
2 + · · · +X2

n为服从自由度为 n的 χ2分布,记 Y ∼ χ2(n).

根据 X2
1 ∼ Γ(1/2, 1/2)和 Γ函数的可加性可得 Y ∼ Γ(n/2, 1/2). 于是有

随机变量 Y 的概率密度函数为

fY (y) =


( 1n)

n
2

Γ(n/2)y
n
2−1e−

y
2 , y > 0

0, y ≤ 0

719



χ2分布的性质

若随机变量 X ∼ χ2(n),则 E[X ] = n和 VAR(X) = 2n;

若随机变量 X ∼ χ2(m)和 Y ∼ χ2(n)相互独立,则 X + Y ∼ χ2(m +

n);

推广命题：若随机变量 X ∼ N (0, 1),则

E[Xk] =

(k − 1)!!, k为偶数

0, k为奇数

其中,  (2k)!! = 2k · (2k − 2) · · · 2 ,

(2k + 1)!! = (2k + 1) · (2k − 1) · · · 1 ,
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χ2分布：例 0.144

例 0.144 若 X1, X2, X3, X4是来自总体 X ∼ N (0, 4)的样本,以及

Y = a(X1 − 2X2)
2 + b(3X3 − 4X4)

2

求 a, b取何值时, Y 服从 χ2分布,并求其自由度.

721



解答：例 0.144

题目: 若 X1, X2, X3, X4是来自总体 X ∼ N (0, 4)的样本,以及

Y = a(X1 − 2X2)
2 + b(3X3 − 4X4)

2

求 a, b取何值时, Y 服从 χ2分布,并求其自由度.

解答:

根据正态分布的性质有 X1 − 2X2 ∼ N (0, 20)和 3X3 − 4X4 ∼ N (0, 100),因此

X1 − 2X2

2
√
5

∼ N (0, 1),
3X3 − 4X4

10
∼ N (0, 1),

所以当 a = 1/20, b = 1/100时有 Y ∼ χ2(2)成立.
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χ2分布：例 0.145

例 0.145 相互独立的随机变量 X1, X2, . . . , Xn 满足 Xi ∼ N (µi, σ
2
i ), 求∑n

i=1(Xi − µi)
2/σ2

i 的分布.
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解答：例 0.145

题目: 相互独立的随机变量 X1, X2, . . . , Xn满足 Xi ∼ N (µi, σ
2
i ),求

∑n
i=1(Xi − µi)

2/σ2
i

的分布.

解答:

令 Yi = (Xi − µi)/σi,由题意知 Y1, Y2, . . . , Yn 是独立同分布的随机变量,其共同分
布为 N (0, 1),于是由定义 0.76可知

Y =

n∑
i=1

Y 2
i =

n∑
i=1

(Xi − µi)
2/σ2

i ∼ χ2(n)

即
∑n

i=1(Xi − µi)
2/σ2

i 服从自由度为 n的 χ2分布.
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分布可加性小结

若随机变量 X ∼ N (µ1, σ
2
1)和 Y ∼ N (µ2, σ

2
2)相互独立,那么

X ± Y ∼ N (µ1 ± µ2, σ
2
1 + σ2

2)

若随机变量 X ∼ B(n1, p)和 Y ∼ B(n2, p)相互独立,那么

X + Y ∼ B(n1 + n2, p)

若随机变量 X ∼ P (λ1)和 Y ∼ P (λ2)相互独立,那么

X + Y ∼ P (λ1 + λ2)

若随机变量 X ∼ Γ(α1, λ)和 Y ∼ Γ(α2, λ)相互独立,那么

X + Y ∼ Γ(α1 + α2, λ)

若随机变量X ∼ χ2(m)和Y ∼ χ2(n)相互独立,则X+Y ∼ χ2(m+n).
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t分布 (student distribution)及其密度函数

定义 0.77 随机变量 X ∼ N (0, 1)和 Y ∼ χ2(n)相互独立,则随机变量

T =
X√
Y/n

服从自由度为 n的 t分布,记 T ∼ t(n).

随机变量 T ∼ t(n)的概率密度为

f (x) =
Γ(n+1

2 )

Γ(n2)
√
nπ

(
1 +

x2

n

)−n+1
2

x ∈ (−∞,+∞).

当 n → ∞时,随机变量 T ∼ t(n)的概率密度为

f (x) → 1√
2π

e
x2

2 .

因此当 n足够大时,f (x)可被近似为 N (0, 1)的密度函数.
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t分布：例 0.146

例 0.146 设 X1, X2, . . . , X9 和 Y1, Y2, . . . , Y9 是分别来自于总体 N (0, 9)

的两个独立样本,求 (X1+X2+ · · ·+X9)/
√
Y 2
1 + Y 2

2 + · · · + Y 2
9 的分布.
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解答：例 0.146

题目: 设 X1, X2, . . . , X9 和 Y1, Y2, . . . , Y9 是分别来自于总体 N (0, 9)的两个独立样本,
求 (X1 +X2 + · · · +X9)/

√
Y 2
1 + Y 2

2 + · · · + Y 2
9 的分布.

解答:

由题意知X1+X2+ · · ·+X9 ∼ N (0, 81),标准化后可得X = X1+X2+···+X9
9 ∼ N (0, 1);

同时,根据定义 0.76可知, Y =
(
Y1
3

)2
+
(
Y2
3

)2
+ · · · +

(
Y9
3

)2
∼ χ2(9),显然 X 与 Y

独立,根据定义 0.77可知
X1+X2+···+X9

9√((
Y1
3

)2
+
(
Y2
3

)2
+ · · · +

(
Y9
3

)2)
/9

=
(X1 +X2 + · · · +X9)√
Y 2
1 + Y 2

2 + · · · + Y 2
9

∼ t(9).

即 (X1 +X2 + · · · +X9)/
√

Y 2
1 + Y 2

2 + · · · + Y 2
9 服从自由度为 9的 t分布.

728



F 分布及其密度函数

定义 0.78 随机变量 X ∼ χ2(m)和 Y ∼ χ2(n)相互独立,则随机变量

Z =
X/m

Y/n

服从自由度为 (m,n)的 F 分布,记 Z ∼ F (m,n).

随机变量 Z ∼ F (m,n)的概率密度为

f (z) =


Γ(m+n

2 )(mn )
m
2 z

m
2 −1

Γ(m2 )Γ(
n
2)(1+

mx
n )

m+n
2
, z > 0

0, z ≤ 0

若随机变量 Z ∼ F (m,n),则 1
Z ∼ F (n,m).
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F 分布：例 0.147

例 0.147 设 X1, X2, . . . , X2n是来自于总体 N (0, σ2)的样本,求

(X2
1 +X2

3 + · · · +X2
2n−1)/(X

2
2 +X2

4 + · · · +X2
2n)

的分布.
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解答：例 0.147

题目: 设 X1, X2, . . . , X2n是来自于总体 N (0, σ2)的样本,求

(X2
1 +X2

3 + · · · +X2
2n−1)/(X

2
2 +X2

4 + · · · +X2
2n)

的分布.

解答:

由题意知 Xi
σ ∼ N (0, 1),根据定义0.76可知, A =

(
X1
σ

)2
+
(
X3
σ

)2
+ · · · +

(
X2n−1

σ

)2
∼

χ2(n), B =
(
X2
σ

)2
+
(
X4
σ

)2
+ · · ·+

(
X2n
σ

)2
∼ χ2(n),显然 A与 B独立,根据0.78可知

A/n

B/n
=

[(X2
1 +X2

3 + · · · +X2
2n−1)/n

2]/n

[(X2
2 +X2

4 + · · · +X2
2n)/n

2]/n
∼ F (n, n).

即 (X2
1 +X2

3 + · · · +X2
2n−1)/(X

2
2 +X2

4 + · · · +X2
2n)服从自由度为 (n, n)的 F 分布.
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三大抽样分布小结

若 X1, X2, . . . , Xn 和 Y1, Y2, . . . , Yn 是来自标准正态分布的两个相互独

立的样本,因此三个统计量的构造及抽样分布如下表所示.

统计量的构造 抽样分布密度函数 期望 方差

χ2 = X2
1 +X2

2 + · · ·+X2
n fY (y) =

( 1n )
n
2

Γ(n/2)y
n
2−1e−

y
2 , (y > 0) n 2n

F = (Y 2
1 +Y 2

2 +···+Y 2
m)/m

(X2
1+X2

2+···+X2
n)/n

fY (y) =
Γ(m+n

2 )(m
n )

m
2 y

m
2 −1

Γ(m
2 )Γ(

n
2 )(1+

mx
n )

m+n
2
, (y > 0) n

n−2 , (n > 2) 2n2(m+n−2)
m(n−2)2(n−4) , (n > 4)

t = Y1√
(X2

1+X2
2+···+X2

n)/n
fY (y) =

Γ(n+1
2 )

Γ(n2 )
√
nπ

(
1 + y2

n

)−n+1
2

0, (n > 1) n
n−2 , (n > 2)
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提纲

正态分布的抽样分布

分位数

正态分布、χ2分布、t分布、F分布

如何考察抽样分布？
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正态分布的抽样分布

定理 0.68 设 X1, X2, . . . , Xn是来自总体 N (µ, σ2)的样本,则有

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi ∼ N (µ, σ2/n),
X̄ − µ

σ/
√
n

∼ N (0, 1)

定理 0.69 设 X1, X2, . . . , Xn 是来自总体 N (µ, σ2) 的样本, 其样本均值
和无偏样本方差分别为

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi , S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 ,

则有
X̄ − µ

S/
√
n

∼ t(n− 1) .
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正态分布的抽样分布

定理 0.70 设 X1, X2, . . . , Xn 是来自总体 N (µ, σ2) 的样本, 其样本均值
和无偏样本方差分别为

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi , S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 ,

则有 X̄ 和 S2相互独立,且

(n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1) .
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Proof: 正态分布的抽样分布 THM 0.70

定义一线性变换

Y = AX =



1/
√
n 1/

√
n 1/

√
n . . . 1/

√
n

1√
2·1

−1√
2·1 0 . . . 0

1√
3·2

1√
3·2

−2√
3·2 . . . 0

... ... ... ... ...
1√

n·(n−1)

1√
n·(n−1)

1√
n·(n−1)

. . . 1−n√
n·(n−1)


,

其中, Y 和 X分别为列向量. 由此,可得 Y1 = X̄ ,进而 E(Y1) =
√
nµ和 E(Yi) = 0. 后

者可以根据多变量的概率密度函数求得. 进而,我们有

Y =

∑n
i=1(Xi − X̄)2

σ2
=

∑n
i=1(Xi − 1

n

∑n
j=1Xj)

2

σ2

=

∑n
i=1X

2
i − (

√
nX̄)2

σ2
=

∑n
i=1 Y

2
i − Y 2

1

σ2

=

n∑
i=2

(
Yi

σ

)2

∼ χ2(n− 1) .
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正态分布的抽样分布

定理 0.71 设 X1, X2, . . . , Xm 和 Y1, Y2, . . . , Yn 分别来自总体 N (µX, σ
2)

和 N (µY , σ
2)的两个独立样本,令其样本均值分别为 X̄ 和 Ȳ ,无偏样本

方差分别为 S2
X 和 S2

Y ,则有

X̄ − Ȳ − (µX − µY )√
(m−1)S2

X+(n−1)S2
Y

m+n−2

√
1
m + 1

n

∼ t(m + n− 2).

定理 0.72 设 X1, X2, . . . , Xm 和 Y1, Y2, . . . , Yn 分别来自总体 N (µX, σ
2
X)

和 N (µY , σ
2
Y )的两个独立样本,令其无偏样本方差分别为 S2

X 和 S2
Y ,则

有
S2
X/σ

2
X

S2
Y /σ

2
Y

∼ F (m− 1, n− 1).
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抽样分布：例 0.148

例 0.148 设随机变量 T ∼ t(n),求 Y = T 2的分布.
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解答：例 0.148

题目: 设随机变量 T ∼ t(n),求 Y = T 2的分布.

解答:

根据 t分布的定义 0.77可知,随机变量 T = X√
Z/n
服从自由度为 n的 t分布,其中

随机变量 X ∼ N (0, 1)和 Z ∼ χ2(n)相互独立. 因此

Y = T 2 =

(
X√
Z/n

)2

=
X2

Z/n

易知 X2 ∼ χ2(1), Z/n ∼ χ2(1),且 X2与 Z/n相互独立,因此 Y = T 2 ∼ F (1, n).
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抽样分布：例 0.149

例 0.149 设X1, X2, . . . , X5是来自N (0, 1)的样本,令 Y = c1(X1+X3)
2+

c2(X2 +X4 +X5)
2. 求常数 c1, c2使 Y 服从 χ2分布.
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解答：例 0.149

题目: 设X1, X2, . . . , X5是来自N (0, 1)的样本,令 Y = c1(X1+X3)
2+c2(X2+X4+X5)

2.
求常数 c1, c2使 Y 服从 χ2分布.

解答:

随机变量 X1+X3√
2

∼ N (0, 1),又 X2+X4+X5√
3

∼ N (0, 1)且相互独立,根据 χ2分布的定义

可得 (
X1 +X3√

2

)2

+

(
X2 +X4 +X5√

3

)2

∼ χ2(2),

即 c1 =
1
2, c2 = 1

3, Y ∼ χ2(2).
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抽样分布：例 0.150

例 0.150 设 X1, X2是来自总体 N (0, σ2)的样本,求 (X1+X2)
2

(X1−X2)2
的分布.
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解答：例 0.150

题目: 设 X1, X2是来自总体 N (0, σ2)的样本,求 (X1+X2)
2

(X1−X2)2
的分布.

解答:

随机变量 X1+X2√
2σ

∼ N (0, 1),又 X1−X2√
2σ

∼ N (0, 1)且相互独立,根据 χ2分布的定义可

得 (
X1 +X2√

2σ

)2

∼ χ2(1),

(
X1 −X2√

2σ

)2

∼ χ2(1),

根据 F 分布的定义可得

(X1 +X2)
2

(X1 −X2)2
=

(
X1+X2√

2σ

)2
(
X1−X2√

2σ

)2 ∼ F (1, 1).

744



抽样分布小结

设X1, X2, . . . , Xm和Y1, Y2, . . . , Yn分别来自总体N (µX, σ
2)和N (µY , σ

2)

的两个独立样本,抽样分布如下表所示.

统计量 抽样分布

单个样本均值 X̄ = 1
n

∑n
i=1Xi ∼ N (µX , σ

2/n)

单个样本方差 (n−1)S2

σ2 ∼ χ2(n− 1)

两个样本之差 X̄−Ȳ−(µX−µY )√
(m−1)S2

X
+(n−1)S2

Y
m+n−2

√
1
m+ 1

n

∼ t(m+ n− 2)

两个样本的方差之比
S2
X/σ2

X

S2
Y /σ

2
Y
∼ F (m− 1, n− 1)
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分位数 (点)

很多概率统计问题最后都归结为求解满足概率不等式 1 − F (x) > α的

最大 x,其解可用上侧分位数 λα 表示. 为此人们对常用的分布 (如正态
分布、t分布、χ2分布等)编制了各种分位数表供实际使用.

定义 0.79 对给定 α ∈ (0, 1)和随机变量 X ,称满足

P (X > λα) = α

的实数 λα为上侧 α分位数 (点).
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对称分布的分位数

定理 0.73 随机变量 X 的概率密度函数关于 y轴对称,则有

λ1−α = −λα.
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分位数：例 0.151

例 0.151 设TA, TB表示某厂生产的两种轴承A,B的寿命,已知λA
0.5 =1000h,

λB
0.5 =1500h,请说明 A,B 两种轴承中哪个质量更好?
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解答：例 0.151

题目: 设 TA, TB表示某厂生产的两种轴承 A,B的寿命,已知 λA
0.5 =1000h, λB

0.5 =1500h,
请说明 A,B 两种轴承中哪个质量更好?

解答:

根据上侧分位数的定义可知, λA
0.5 =1000h 表示 A 轴承中约有 50% 的寿命超过

1000h, λB
0.5 =1500h表示 B 轴承中约有 50%的寿命超过 1500h,从上侧 α = 0.5分

位数上说明了后者的质量比前者更高一点.
特别的,称上侧 α = 0.5的分位数 (点)λ0.5为中位数,中位数和均值一样都是随机变
量的特征数.
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正态分布的分位数

定义 0.80 对正态分布 X ∼ N (0, 1),给定 α ∈ (0, 1),满足

P (X > µα) =

∫ ∞

µα

f (x) dx = α

的点 µα称为正态分布上侧 α分位点.

正态分布的分位数的性质:

由对称性可知: µ1−α = −µα

由正态分布的密度函数可知: Φ(µα) = 1− α
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χ2分布的分位数

定义 0.81 对 χ2分布 X ∼ χ2(n),给 α ∈ (0, 1),满足 P (X ≥ χ2
α(n)) = α

的点 χ2
α(n)称为 χ2(n)分布上侧 α分位点.

χ2分布的分位数的性质:

当 n → ∞时有 χ2
α(n) ≈ 1

2

(
µα +

√
2n− 1

)2,其中 µα为正态分布上侧

α分位点.
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附录: χ2分布的上侧分位数表
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t分布的分位数

定义 0.82 对 t分布 X ∼ t(n),给 α ∈ (0, 1),满足 P (X ≥ tα(n)) = α的

点 tα(n)称为 t(n)分布上侧 α分位点.

t分布的分位数的性质:

由对称性可知: t1−α = −tα.
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附录: t分布的上侧分位数表
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F 分布的分位数

定义 0.83 对F 分布X ∼ F (m,n),给α ∈ (0, 1),满足P (X ≥ Fα(m,n)) =

α的点 Fα(m,n)称为 F (m,n)分布上侧 α分位点.

F 分布的分位数的性质:

F1−α(m,n) = 1/Fα(n,m).
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正态分布的抽样分布：例 0.152

例 0.152 设 X1, X2, . . . , X10是来自总体 N (µ, 1/4)的样本. 问

(1)若 µ = 0,求 P (
∑10

i=1X
2
i ≥ 4)

(2)若 µ未知,求 P (
∑10

i=1(Xi − X̄)2 ≥ 3.45)
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解答：例 0.152

题目: 设X1, X2, . . . , X10是来自总体N (µ, 1/4)的样本, i)若 µ = 0,求 P (
∑10

i=1X
2
i ≥ 4);

ii)若 µ未知,求 P (
∑10

i=1(Xi − X̄)2 ≥ 3.45).

解答:

若 µ = 0,根据 χ2 分布的定义可知
(

X1
1/2

)2
+
(

X2
1/2

)2
+ · · · +

(
X10
1/2

)2
∼ χ2(10). 则有

P
(∑10

i=1X
2
i ≥ 4

)
= P

(∑10
i=1X

2
i

1/4 ≥ 4
1/4

)
. 通过查询 χ2分布的上侧分位数表可知,自

由度为 10的 χ2分布上侧 0.1分位点恰好约为 16,即 P (
∑10

i=1X
2
i ≥ 4) ≈ 0.1.

根据
(n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1) ,

则有
∑10

i=1(Xi−X̄)2

1/4 ∼ χ2(9). 则有

P

(
10∑
i=1

(Xi − X̄)2 ≥ 3.45

)
= P

(∑10
i=1(Xi − X̄)2

1/4
≥ 3.45

1/4
≈ 13.8

)

通过查询 χ2分布的上侧分位数表可知,自由度为 9的 χ2分布.
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正态分布的抽样分布：例 0.153

例 0.153 设 X1, X2, . . . , X25是来自总体 N (12, σ2)的样本,求

i)若 σ = 2,求 P (
∑25

i=1Xi/25 ≥ 12.5);
ii)若 σ未知,但知道无偏方差为 S2 = 5.57,求P (

∑25
i=1Xi/25 ≥ 12.95).
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解答：例 0.153

题目: 如上所述.

解答:

若 σ = 2,根据定理0.68可知 X̄ = 1
25

∑25
i=1Xi ∼ N (12, 4/25),则有

P

(∑25
i=1Xi

25
≥ 12.5

)
= P (X̄ ≥ 12.5) = P

(
X̄ − 12

2/5
≥ 12.5− 12

2/5

)
= 1− Φ(1.25) = 0.1056.

根据定理 0.69可知 X̄−µ
S/

√
n
∼ t(n− 1),又根据题目有无偏方差为 S2 = 5.57,即

P

(∑25
i=1Xi

25
≥ 12.95

)
= P

(∑25
i=1Xi/25− 12

5.57/
√
25

≥ 12.95− 12

5.57/
√
25

≈ 0.85

)
通过查询 t分布的上侧分位数表可知,自由度为 24的 t分布上侧 0.2分位点恰好约

为 0.85,即 P (
∑25

i=1Xi/25 ≥ 12.95) ≈ 0.2.

759



如何考察抽样分布？

抽样分布中具有极其复杂的公式,哪一些知识点是需要我们记忆的,哪一些是比较重
要的?

利用中心极限定理,将变量归一化为 N (0, 1)

Y ∼ χ2(n), which operation of Y obeys N (0, 1).
设总体分布 U(0, 1), x1, x2, . . . , xn为样本,试求 x(k).

本节课所提及的六种分布 (包含三大抽样分布),其来源是怎样的?
X1, X2 ∼ N (0, 1), which distribution does X2

1 +X2
2 obey?

X1, X2 ∼ N (0, 1), if aX2
1 + bX2

2 obeys χ2, find a, b.
If T ∼ t(n), compute Y = T 2.

六种分布 (包含三大抽样分布)的数字特征 (期望、方差)、基本性质

查表 (三大抽样分布、正态分布)判断分位数及概率
设 X1, X2, . . . , X10是来自总体 N (0, 1/4)的样本. 求 P (

∑10
i=1X

2
i ≥ 4).
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