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提纲: 连续型随机变量

分布函数

密度函数

数字特征

期望

函数期望 (Jensen不等式)
方差

常见的连续型随机变量和分布

均匀分布: 分布函数、密度函数、数字特征
指数分布: 分布函数、密度函数、无记忆性、数字特征
正态分布: 分布函数、密度函数、数字特征、标准正态分布
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随机变量的分布函数

定义 0.27 给定任意随机变量 X 和实数 x ,函数

F (x) = P (X ≤ x)

称为随机变量 X 的分布函数,分布函数的本质是概率.

分布函数 F (x)定义在 (−∞,+∞)的普通函数,将概率与普通函数联
系起来,有利于利用数学分析的知识来研究随机变量;

分布函数不限制随机变量的类型, 无论是离散型随机变量还是非离
散型随机变量,都有各自的分布函数;

对任意实数 x1 < x2,有

P (x1 < X ≤ x2) = P (X ≤ x2)− P (X ≤ x1) = F (x2)− F (x1)
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分布函数的性质

分布函数 F (x)具有如下性质:

单调性: 若 x1 < x2,则 F (x1) < F (x2)

规范性: F (x) ∈ [0, 1]且 F (−∞) = 0 , F (+∞) = 1

右连续性: F (x + 0) = F (x)

任何分布函数都需要满足上述三性质, 满足上述三性质的函数必是某
随机变量的分布函数. 分布函数可由上述三性质完全刻画.
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概率的计算

有了分布函数 F (x) ,就很容易计算随机变量 X 的概率,如:

P (X > a) = 1− F (a)

P (X < a) = F (a− 0) = lim
x→a

F (x)

P (X = a) = F (a)− F (a− 0)

P (X ≥ a) = 1− F (a− 0)

P (a ≤ X ≤ b) = F (b)− F (a− 0)
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分布函数: 例 0.80

对离散型随机变量 X ,设其分布列为 pk = P (X = xk)(k = 1, 2, . . . ) ,可
得 X 的分布函数为:

F (x) = P (X ≤ x) =
∑

k:xk≤x

pk

例 0.80 随机变量 X 的分布列如下,求 X 的分布函数.

X -1 2 3
P 1/4 1/2 1/4
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解答: 例 0.80

题目: 随机变量 X 的分布列为 P (X = −1) = P (X = 3) = 1/4和 P (X = 2) = 1/2,求
X 的分布函数

解答:

对离散型随机变量 X ,设其分布列为 pk = P (X = xk)(k = 1, 2, . . . ) , X 的分布函
数为 F (x) = P (X ≤ x) =

∑
k:xk≤x pk.

当 x < −1 ,有 F (x) = P (X ≤ x) = P (∅) = 0;当 −1 ≤ x < 2 ,有 F (x) = P (X ≤
x) = P (X = −1) = 1

4;当 2 ≤ x < 3 ,有 F (x) = P (X ≤ x) = P (X = −1) + P (X =

2) = 3
4;当 x ≥ 3 ,有 F (x) = P (X ≤ x) = P (X = −1) + P (X = 2) + P (X = 3) = 1.

如下图所示,分布函数 F (x)是一条阶梯形的曲线,在 x = −1, 2, 3处有跳跃点.
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分布函数: 例 0.81

例 0.81 随机变量X的分布函数为F (x) = A+B arctan x, x ∈ (−∞,+∞),
求 P (X ≤ 1) .
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解答: 例 0.81

题目: 随机变量X 的分布函数为 F (x) = A+B arctan x,x ∈ (−∞,+∞),求 P (X ≤ 1).

解答:

直接代入定义: F (1) = A + B arctan 1 = A + Bπ/4 .
由分布函数的性质可知, F (−∞) = 0和 F (+∞) = 1 .
求解下列式子:

0 = F (−∞) = lim
x→−∞

A + B arctan x = A− πB/2

1 = F (+∞) = lim
x→+∞

A + B arctan x = A + πB/2

可得 A = 1/2和 B = 1/π,从而得到 P (X ≤ 1) = 3/4 .
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回顾: 随机变量

根据取值类型,可以将随机变量进行分类:

离散型随机变量: X 的取值是有限的、无限可列的
抛一枚骰子的点数: 1, 2, . . . , 6——有限的

X 1 2 3 4 5 6

国家一年出生的婴儿数: 1, 2, . . . , n——有限的或者无限可列的

X 1 2 . . . n . . .

非离散型随机变量: X 的取值是无限不可列的
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连续型随机变量 –概率密度函数

定义 0.28 设随机变量X 的分布函数为 F (x) ,如果存在可积函数 f (x) ,
使得对任意实数 x有

F (x) =

∫ x

−∞
f (x) dx

成立,则称 X 为连续型随机变量,函数 f (x)为随机变量 X 的概率密度

函数,简称密度函数.

Remarks:

随机变量的取值 x 的取值为连续型, 通常整个区间 [a, b] 或 (a,∞) ,
例如火车的到站时间、或一盏灯泡的寿命等.

随机变量的分布函数由一元积分表示 why ?
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密度函数的几何解释 for分布函数由一元积分表示

密度函数 f (x)满足非负性 f (x) ≥ 0和规范性
∫ +∞
−∞ f (x) dt = 1.

根据规范性可知曲线 y = f (x) 与 x 轴所围成的面积为 1. 对任意
x1 ≤ x2,有

P (x1 < X ≤ x2) = F (x2)− F (x1) =

∫ x2

x1

f (x) dt

几何解释: X 落入区间 (x1, x2]的概率等于 x轴, x = x1 , x = x2 和

y = f (x)所围成的曲边梯形的面积. f (x)指向 x点处的可能性.
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密度函数: 例 0.82

例 0.82 设连续随机变量 X 的密度函数为 f (x), 且 f (x) = f (−x). 令
F (x)为 X 的分布函数,则对于任意实数 a,有

(a) F (−a) = 1−
∫ a

0 f (x) dx

(b) F (−a) = 1/2−
∫ a

0 f (x) dx

(c) F (−a) = F (a)

(d) F (−a) = 2F (a)− 1
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解答: 例 0.82

题目: 设连续随机变量 X 的密度函数为 f (x),且 f (x) = f (−x). 令 F (x)为 X 的分布

函数,则对于任意实数 a,有

(a) F (−a) = 1−
∫ a

0 f (x) dx

(b) F (−a) = 1/2−
∫ a

0 f (x) dx

(c) F (−a) = F (a)

(d) F (−a) = sF (a)− 1

解答: 这里的核心在于计算 F (−a). 根据定义,有

F (−a) =

∫ −a

−∞
f (x) dx

= −
∫ a

+∞
f (y) db =

∫ +∞

a

f (y) dy (let y = −x)

所以 F (−a) + F (a) =
∫ +∞
−∞ f (x) dx,进而

F (−a) = 1− F (a) 或者 = 1/2−
∫ a

0

f (x) dx
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密度函数: 例 0.83

例 0.83 设连续随机变量 X 的密度函数

f (x) =


x, 0 < x < 1

a− x, 1 < x ≤ 2

0, others

求分布函数 F (x) .
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解答: 例 0.83

题目: 如上所述.

解答:

考察密度函数的规范性及分布函数与密度函数的函数关系.
根据概率密度的规范性有

1 =

∫ +∞

−∞
f (t) dt =

∫ 1

0

t dt +

∫ 2

1

(a− t) dt = a− 1

从而求解出 a = 2,于是得到具体的密度函数 f (x).
当 x ≤ 0时,有 F (x) = 0 ;当 0 < x ≤ 1时,有

F (x) =

∫ x

0

f (t) dt = x2/2;

当 1 < x ≤ 2时,有

F (x) =

∫ 1

0

f (t) dt +

∫ x

1

f (t) dt = 1/2 +

∫ x

1

(2− t)dt = −x2/2 + 2x− 1;
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当 x ≥ 2时,有 F (x) = 1. 综合可得

f (x) =



0 x ≤ 0,

x2/2 0 < x ≤ 1,

−x2/2 + 2x− 1 1 < x ≤ 2,

1 x ≥ 2.

随机变量 X 的密度函数和分布函数如下图所示.

354



密度函数: 例 0.84

例 0.84 对连续随机变量 X ,当 x ∈ (0, 3)时密度函数 f (x) = cx2,在其
它点的密度函数 f (x) = 0. 设随机变量

Y =


2, X ≤ 1

X, X ∈ (1, 2)

1, X ≥ 2

求概率 P (Y ≥ X) .
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解答: 例 0.84

题目: 如上所述.

解答:

考察密度函数的规范性及分布函数与密度函数的函数关系.
根据概率密度的规范性有 1 =

∫ +∞
−∞ f (t) dt = 9c,由此可得 c = 1/9.

用 FY (y)表示随机变量 Y 的分布函数. 当 y < 1时,有 FY (y) = P (Y ≤ y) = 0;当
y ≥ 2时,有 FY (y) = P (Y ≤ y) = 1;当 1 ≤ y < 2时,有

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (Y = 1) + P (1 < Y ≤ y)

= P (X ≥ 2) + P (1 < X ≤ y) =

∫ 3

2

t2/9 dt +

∫ y

1

t2/9 dt = (18 + y3)/27
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由此可得随机变量 Y 的分布函数为

FY (y) =


0 y < 1,

(18 + y3)/27 y ∈ [1, 2),

1 y ≥ 2.

可以观察到随机变量 Y 不是连续型随机变量, 也不是离散型随机变量. 最后计算
概率

P (X ≤ Y ) = P (X < 2) =

∫ 2

0

t2/9dt = 8/27
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概率密度函数相关定理

定理 0.9 对连续随机变量X ,其分布函数 F (x)在整个实数域上连续;若
f (x)在 x点连续,则 F (x)在 x点可导,且 F

′
(x) = f (x).

分布函数的导数是概率密度函数,概率密度函数的积分是分布函数？

定理 0.10 对连续型随机变量 X 和常数 x ,有 P (X = x) = 0.

Remarks:

事件是孤点的: 一个事件的概率为 0,不能推出该事件是不可能事件;
一个事件的概率为 1,也不能推出该事件是必然事件.

P (a ≤ X ≤ b) = P (a < X < b) = P (a ≤ X < b) = P (a < X ≤ b).

注意: 概率密度函数不是概率,即 P (X = x) = 0 ̸= f (x).
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概率与密度函数的关系

若 f (x)在点 x连续,根据连续性有

lim
∆x→0

P (x−∆x ≤ X ≤ x +∆x)

∆x
= lim

∆x→0

∫ x+∆x

x−∆x f (t) dt

∆x

= lim
∆x→0

2∆xf (ξ)

∆x

= 2f (x)∆x

其中 ξ ∈ (x−∆x, x +∆x),由此可得

P (x−∆x ≤ X ≤ x +∆x) ≈ 2f (x)∆x

概率密度 f (x)越大,则 X 在 x附近取值的概率越大.
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统计量一: 期望

定义 0.29 设连续随机变量X的密度函数为 f (x),若积分
∫ +∞
−∞ |x|f (x) dx

收敛,称
∫ +∞
−∞ xf (x) dx为随机变量 X 的期望,记为 E(X) ,即

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf (x) dx

例 0.85 物理学中用到的柯西分布为: 随机变量 X 的密度函数是

f (x) = 1/π(1 + x2) (x ∈ R) ,

求期望 E(X) .
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解答: 例 0.85

题目: 物理学中用到的柯西分布为: 随机变量X 的密度函数是 f (x) = 1/π(1 + x2)(x ∈
R),求期望 E(X) .

解答:

根据随机变量 X 的期望 E(X) =
∫ +∞
−∞ |x|f (x) dx,有∫ +∞

−∞

|x|
π(1 + x2)

dx = 2

∫ +∞

0

x

π(1 + x2)
dx =

1

π

[
ln(1 + x2)

]+∞
0

= +∞

由上可知柯西分布的期望不存在.
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连续期望的性质

对任意常数 a, b和连续随机变量 X ,有 E(aX + b) = aE(X) + b.

对常数 c1, . . . , cn和连续函数 g1(x), . . . , gn(x),有

E

(
n∑

i=1

cigi(X)

)
=

n∑
i=1

ciE (gi(X))

对连续随机变量 X 和凸函数 f (x),有 f (E(X)) ≤ E(f (X)).

对连续随机变量 X 和凹函数 f (x),有 f (E(X)) ≥ E(f (X)).
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非负随机变量期望的等价定义

定义 0.30 对非负随机变量 X ,有

E[X ] =

∫ +∞

0

P (X > t) dt

证明: 概率 =积分,积分换序

推论: 对非负随机变量 g(X),有 E[g(X)] =
∫ +∞
0 P (g(X) > t) dt.
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非负随机变量期望的等价定义

求证: E[X ] =
∫ +∞
0 P (X > t) dt for X ≥ 0

证明: It is observed that

x =

∫ x

0

1 ds =

∫ x

0

I(s ≤ x) ds =

∫ +∞

0

I(s ≤ x) ds .

Thus, we have

E[X ] = E
[∫ +∞

0

I(s ≤ X) ds

]
=

∫ +∞

0

[∫ +∞

0

I(s ≤ x) ds

]
f (x) dx

=

∫ +∞

0

[∫ +∞

0

I(x ≥ s)f (x) dx

]
ds

=

∫ +∞

0

[∫ s

0

I(x ≥ s)f (x) dx

]
ds +

∫ +∞

0

[∫ +∞

s

I(x ≥ s)f (x) dx

]
ds

=

∫ +∞

0

[∫ +∞

s

f (x) dx

]
ds =

∫ +∞

0

P (X ≥ s) ds .
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统计量二: 函数期望

定理 0.11 设随机变量X 的密度函数为 f (x)、且
∫ +∞
−∞ g(t)f (t)dt绝对可

积,则随机变量 Y = g(X)的期望

E [g(X)] =

∫ +∞

−∞
g(t)f (t) dt

365



函数期望: 例 0.86

例 0.86 古人运送粮草,如果早到每天需要的存储费用 c元,如果晚到每
天需要的延期费用为 C 元. 粮草在运送过程中存在天气、路况等不确
定因素, 因此运送需要的天数是随机的, 概率密度函数为 f (x), 问什么
时候出发才能使费用的期望值最小?
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解答: 例 0.86

解答:

先列出所需费用的分布函数,再求期望的表达式及其最小值.
用随机变量 X 表示实际的运送天数,分布函数为 F (x). 不妨假设提前了 t天出发

(t也表示运粮约定时间) ,那么所需费用为

ℓt(X) =

c(t−X) X ≤ t,

C(X − t) X > t.

因此可得

E [ℓt(X)] =

∫ +∞

0

ℓt(x)f (x) dx =

∫ t

0

c(t− x)f (x) dx +

∫ +∞

t

C(x− t)f (x) dx

= ctF (t)− c

∫ t

0

xf (x) dx + C

∫ +∞

t

xf (x) dx− Ct(1− F (t))

该函数是一个关于运粮约定时间或者提前出发事件 t的函数
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对上式中的 t求导、并令导数为零可得

d

dt
E [ℓt(X)] = cF (t)− C(1− F (t)) = (c + C)F (t)− C

求解可得期望最小的天数 t∗满足

F (t∗) = C/(c + C)
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统计量三: 方差

定义 0.31 设连续随机变量 X 的密度函数为 f (x),称

VAR(X) = E(X − E(X))2 =

∫ +∞

−∞
(t− E(X))2f (t) dt

等价地

VAR(X) = E(X2)− (E(X))2 =

∫ +∞

−∞
t2f (t) dt−

(∫ +∞

−∞
tf (t) dt

)2

为随机变量 X 的方差.

连续函数方差的性质: (证明留作作业)

对任意常数 a, b和连续随机变量 X ,有 VAR(aX + b) = a2VAR(X)

对于常数 c,有 VAR(X) = E(X − E(X))2 ≤ (X − c)2

对于 X ∈ [a, b] ,有 VAR(X) ≤ (b− E(X))(E(X)− a) ≤ (b−a)2

4
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方差: 例 0.87

例 0.87 设随机变量 X 的密度函数为

f (x) =

2
3x, 1 < x < 2

0, 其它

求 X 的方差 VAR(X)和 −2X + 3的方差 VAR(−2X + 3) .
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解答: 例 0.87

题目: 设随机变量 X 的密度函数为

f (x) =


2
3x, 1 < x < 2

0, 其它

求 X 的方差 VAR(X)和 −2X + 3的方差 VAR(−2X + 3) .

解答:

根据方差的定义可知,因为 VAR(X) = E(X2)− (E(X))2,且

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf (x) dx =

∫ 2

1

x · 2
3
x dx =

14

9

E(X2) =

∫ +∞

−∞
x2f (x) dx =

∫ 2

1

x2 · 2
3
x dx =

5

2

由此可得 VAR(X) = 13
162.

根据方差的性质得, VAR(−2X + 3) = 4 · VAR(X) = 26
81

371



本节内容: 几种常见的连续型随机变量和分布

类型 知识点

均匀分布 分布函数、密度函数、数字特征

指数分布 分布函数、密度函数、无记忆性、数字特征

正态分布 分布函数、密度函数、数字特征、标准正态分布

相关的经典例题
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均匀分布

定义 0.32 若连续随机变量 X 的密度函数为

f (x) =

 1
b−a, x ∈ [a, b]

0, 其它

称 X 服从区间 [a, b]上的均匀分布,记为 X ∼ U(a, b).

若随机变量 X ∼ U(a, b),则 X 落入内任一子区间 [x, x +∆]的概率

P (x ≤ X ≤ x +∆) =

∫ x+∆

x

1

b− a
dt =

∆

b− a

几何解释: 若X落入 [a, b]内任一子区间的概率与该区间的长度成正比,
与位置无关.
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均匀分布的分布函数和数字特征

若随机变量 X ∼ U(a, b)的分布函数为

F (x) =


0, x ≤ a

x−a
b−a , a < x < b

1, x ≥ b

密度函数和分布函数的示意图

若随机变量 X ∼ U(a, b),则有 E(X) = a+b
2 和 VAR(X) = (b−a)2

12 .
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均匀分布: 例 0.88

例 0.88 已知随机变量 X ∼ U(a, b), 则 a < c < d < b. 求 P (X ≤ c |
X ≤ d).
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解答: 例 0.88

题目: 已知随机变量 X ∼ U(a, b),则 a < c < d < b,求 P (X ≤ c|X ≤ d).

解答:

根据条件概率的定义及均匀分布的密度函数可知,

P (X ≤ c | X ≤ d) =
P ({X ≤ d} ∩ {X ≤ c})

P (X ≤ d)
=

P (X ≤ c)

P (X ≤ d)
=

c− a

d− a

即在 X ≤ d的条件下,随机变量 X ∼ U(a, d).
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均匀分布: 例 0.89

例 0.89 设随机变量 Y ∼ U(−3, 6),试求方程 4x2 + 4Y x + Y + 2 = 0有

实根的概率.

377



解答: 例 0.89

题目: 设随机变量 Y ∼ U(−3, 6),试求方程 4x2 + 4Y x + Y + 2 = 0有实根的概率.

解答:

根据均匀分布的密度函数和一元二次方程有实数根的条件可知,随机变量 Y 的密

度函数为

f (x) =

1/9, x ∈ [−3, 6]

0, 其它

设事件 A表示方差有实根,于是有,

P (A) = P
[
(4Y )2 − 4× 4× (Y + 2) ≥ 0

]
= P [(Y + 1)(ξ − 2) ≥ 0]

= P ({Y ≥ −1} ∩ {Y ≥ 2} ≥ 0) + P ({Y ≤ −1} ∩ {Y ≤ 2} ≥ 0)

= P (Y ≤ −1) + P (Y ≥ 2) =

∫ −1

−3

1

9
dt +

∫ 6

2

1

9
dt =

2

3
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指数分布

指数分布常用于电话的通话时间和银行的服务等待时间,也可以用于描
述动物和电子元件的寿命,在可靠性理论和排队论中具有广泛的应用.

定义 0.33 给定常数 λ > 0,若连续随机变量 X 的密度函数为

f (x) =

λ e−λx, x ≥ 0

0, 其它

称 X 服从参数 λ的指数分布,记为X ∼ e(λ).
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指数分布的分布函数

若随机变量 X ∼ e(λ)的分布函数为

F (x) =

1− e−λx, x > 0

0, x ≤ 0

随机变量 X ∼ e(λ)的密度函数和分布函数的示意图为:
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指数分布: 例 0.90

例 0.90 设随机变量 X 服从参数为 2 的指数分布, 求证: Y = 1 −
exp(−2X)在区间 (0, 1)上服从均匀分布.
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解答: 例 0.90

题目: 设随机变量X 服从参数为 2的指数分布,求证: Y = 1− exp(−2X)在区间 (0, 1)

上服从均匀分布.

解答:

本题的关键是求解 X 和 Y 之间的双射关系

X 的分布函数 F (x) = 1 − exp(−2X) for x > 0. 而 Y = 1 − exp(−2X)是单调增函

数,所以有反函数 X = − ln(1− Y )/2. 令 G(Y )为随机变量 Y 的分布函数,则

G(Y ) = P (Y ≤ y) = P{1− exp(−2X) ≤ y} =


0 ,y ≤ 0

P {X ≤ − ln(1− y)/2} ,0 < y < 1

1 ,y ≥ 1

=


0 ,y ≤ 0

y ,0 < y < 1

1 ,y ≥ 1
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指数分布: 例 0.91

例 0.91 证明: 若随机变量 X1, . . . , Xn相互独立的、且分别服从参数为

λ1, . . . , λn的指数分布,则有

X = min{X1, . . . , Xn} ∼ e(λ1 + λ2 + · · · + λn)
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解答: 例 0.91

题目: 证明: 若随机变量 X1, . . . , Xn 相互独立的、且分别服从参数为 λ1, . . . , λn 的指

数分布,则有
X = min{X1, . . . , Xn} ∼ e(λ1 + λ2 + · · · + λn)

解答:

随机变量X1, . . . , Xn相互独立的可以理解为随机变量取不同值的随机事件相互独

立.
随机变量 X 的分布函数为

FX(x) = P (X ≤ x) = P (min(X1, . . . , Xn) ≤ x) = 1− P (min(X1, . . . , Xn) > x)

= 1−
n∏

i=1

P (Xi > x) = 1−
n∏

i=1

exp(−λix) = 1− exp

(
−x

n∑
i=1

λi

)

由此证明完毕.
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指数分布的期望、方差、无记忆性

若随机变量 X ∼ e(λ),则

E(X) =
1

λ
和 VAR(X) =

1

λ2

定理 0.12 若随机变量 X ∼ e(λ),则对任意 s > 0, t > 0 ,有

P (X > s + t | X > t) = P (X > s)

Remarks:

指数分布是唯一具有无记忆性的连续型随机变量

联想到: 离散型随机变量 –几何分布也是无记忆性的

P (X > m + n | X > m) = P (X > n)
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正态分布

正态分布是概率统计中最重要的一种分布, 最早由法国数学家棣莫弗
在 1730s提出,用于近似抛硬币试验中随机事件的概率.

高斯在 1800s首次将正态分布应用于预测天文学中星体的位置,由此才
展示出正态分布的应用价值,正态分布因此被称为高斯分布.

正态分布的重要性主要体现在以下三个方面:

现实生活中很多随机现象可用正态分布进行描述,如人的身高等;
很多分布可以通过正态分布来进行近似计算;
数理统计中常用的统计分布都是由正态分布导出的,如 χ2分布、t−
分布和 F−分布.
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正态分布的定义

定义 0.34 给定 u ∈ (−∞,+∞)和 σ > 0,若连续随机变量 X 的密度函

数为

f (x) =
1√
2πσ

e
−(x−µ)2

2σ2 x ∈ (−∞,+∞)

称 X 服从参数 µ, σ2的正态分布,记为X ∼ N (µ, σ2).

特别地,若 µ = 0和 σ = 1 ,称 N (0, 1)为标准正态分布,密度函数

f (x) =
1√
2π

e−
x2

2 x ∈ (−∞,+∞)
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正态分布的期望和方差

若 X ∼ N (µ, σ2),则有

E(X) = µ 和 VAR(X) = σ2

若 X ∼ N (0, 1),则有

E(X) = 0 和 VAR(X) = 1

标准正态分布与一般分布的相互转换:

若 X ∼ N (µ, σ2),则有

Y =
X − µ

σ
∼ N(0, 1)

若 X ∼ N (0, 1),则有

Y = σX + µ ∼ N(µ, σ2)
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正态分布的性质

如图 (a)所示,曲线 f (x)关于直线 x = µ对称,即 f (µ−x) = f (µ+x);
当 x = µ时函数 f (x)取最大值 f (µ) = 1/(

√
2πσ);

如图 (a) 所示, 根据 limx→+∞ f (x) = 0 可得曲线 f (x) 的渐近线为

y = 0; 根据正态分布密度函数的二阶导数 f
′′
(x) = 0,可得其拐点为

x = µ± σ;
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正态分布的性质

如图 (a)所示,固定标准差 σ而改变期望 µ的值,曲线 f (x)形状不变,
仅沿 x轴左右平行移动;
如图 (b)所示,当µ固定改变 σ的值,根据 f (x)最大值 f (µ) = 1/

√
2πσ

可知: 当 σ越小,图形越陡, X 落入 µ附近概率越大;反之 σ越大,图
形越平坦, X 落入 µ附近的概率越小.
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正态分布: 例 0.92

例 0.92 设随机变量X服从正态分布N (µ, σ2),且二次方程 y2+4y+X =

0无实根的概率为 0.5,求 µ.
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解答: 例 0.92

题目: 设随机变量X 服从正态分布N (µ, σ2),且二次方程 y2 + 4y +X = 0无实根的概

率为 0.5,求 µ.

解答:

二次方程无实根,则 ∆ = 42 − 4X < 0,即 X > 4.
则 P (X > 4) = 0.5.
根据正态分布的对称性,则 µ = 4.
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正态分布的估计

定理 0.13 若 X ∼ N (0, 1),对任意 ϵ > 0有
P (X ≥ ϵ) ≤ 1

2
e−ϵ2/2

P (|X| ≥ ϵ) ≤ min

(
1,

√
2

π

1

ϵ
e−

ϵ2

2

)

在上面的定理中,第一个不等式具有广泛的应用,在 ϵ ∈ (0, 1)时对真实

的概率有更好的估计;第二个不等式被称为Mill不等式,在 ϵ ∈ (1,+∞)

时对真实的概率有更好的估计.

这两个不等式都可以通过定义的放缩求得. (该证明作为作业)
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正态分布的分布函数

若随机变量 X ∼ N (µ, σ2)的分布函数为

F (x) =

∫ x

−∞

1√
2πσ

e−(t−µ)2/2σ2 dt

该分布函数没有显示的表达式,只能求数值解.
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正态分布的分布函数

若随机变量 X ∼ N (µ, σ2)的分布函数为

F (x) =

∫ x

−∞

1√
2πσ

e−(t−µ)2/2σ2 dt

为了便于研究正态分布函数, 可将一般正态分布转化为标准正态分布
N (0, 1),

设 X ∼ N (0, 1)且其分布函数为:

Φ(x) =

∫ x

−∞

1√
2π

et
2/2 dt

若 X ∼ N (0, 1),则 Y = σX + µ ∼ N(µ, σ2)满足一般正态分布

下表给出标准正态分布 Φ(x)的函数表,在计算具体概率时可供查询.
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附: 标准正态分布表 P91

396



标准正态分布函数的性质

根据对称性,有 Φ(x) + Φ(−x) = 1;

若随机变量 X ∼ N (µ, σ2),则对任意实数 a < b有

P (X < a) = P

(
X − µ

σ
≤ a− µ

σ

)
= Φ(

a− µ

σ
)

P (X > b) = 1− P

(
X − µ

σ
≤ b− µ

σ

)
= 1− Φ(

b− µ

σ
)

P (a ≤ X ≤ b) = P

(
a− µ

σ
≤ X − µ

σ
≤ b− µ

σ

)
= Φ(

b− µ

σ
)−Φ(

a− µ

σ
)

形成由 µ和 kσ划分的概率空间
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标准正态分布函数的性质

若随机变量 X ∼ N (µ, σ2),则对任意实数 k > 0有

P (|x− µ| < kσ) = Φ(k)− Φ(−k) = 2Φ(k)− 1,

特别的,当 k = 1, 2, 3时,通过查标准正态分布的函数表可知:

P (|x− µ| < σ) = 0.6826

P (|x− µ| < 2σ) = 0.9544

P (|x− µ| < 3σ) = 0.9974

随机变量 X ∼ N(µ, σ2)的取值落在 [µ3σ, µ + 3σ]之外的概率不超过

千分之三,即 X 的取值几乎总在 [µ3σ, µ + 3σ]之内,这就是人们所说
的 3σ 原则, 在实际的统计推断, 特别是产品质量检测中具有重要的
应用.
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标准正态分布函数的性质

若随机变量 X ∼ N (µ, σ2),且已知 P (X < c) = p,则有

p = P (X < c) = P

(
X − µ

σ
<

c− µ

σ

)
= Φ(

c− µ

σ
)

由此可反解出 c = µ + σΦ−1(p).

这里 Φ−1(x)表示标准正态分布函数 Φ(x)的反函数

可根据表由里向外查得,例如 Φ−1(0.5871) = 0.22.
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正态分布: 例 0.93

例 0.93 已知某公司员工每个月的工资服从正态分布 N (6000, σ2),试求:

i)若已知标准差 σ = 500,求工资在 5000与 7000之间的员工在公司中
占比多少?

ii)当标准差 σ 为何值时, 工资在 5000与 7000之间的员工在公司中占
比为 0.803?
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解答: 例 0.93

题目: 已知某公司员工每个月的工资服从正态分布 N (6000, σ2),试求:

i)若已知标准差 σ = 500,求工资在 5000与 7000之间的员工在公司中占比多少?
ii)当标准差 σ为何值时,工资在 5000与 7000之间的员工在公司中占比为 0.803?

解答:

将一般正态分布转换成标准正态分布后查表求解.
设随机变量X 的表示公司员工每个月的工资,则X ∼ N (6000, σ2). 针对问题 i),当
σ = 500时通过查询标准正态分布函数表有

P (5000 ≤ X ≤ 7000) = P

(
−2 ≤ X − 6000

500
≤ 2

)
= Φ(2)−Φ(−2) = 2Φ(2)−1 = 0.9544.

针对问题 ii),有

P (5000 ≤ X ≤ 7000) = P

(
−1000

σ
≤ X − 6000

500
≤ 1000

σ

)
= 2Φ(

1000

σ
)− 1 = 0.803.

于是得到 Φ(1000/σ) = 0.9015,通过查表可知 σ ≈ 775.2.
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正态分布: 例 0.94

例 0.94 一工厂生产的电子管寿命 X (单位: 小时)服从参数为 µ = 160

和标准差 σ 的正态分布. 若 P (120 < X ≤ 200) ≥ 0.8,则允许 σ 最大为

多少？
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解答: 例 0.94

题目: 一工厂生产的电子管寿命 X (单位: 小时)服从参数为 µ = 160和标准差 σ的正

态分布. 若 P (120 < X ≤ 200) ≥ 0.8,则允许 σ最大为多少？

解答:

展开 P (120 < X ≤ 200) ≥ 0.8

Φ

(
200− 160

σ

)
− Φ

(
120− 160

σ

)
= Φ

(
40

σ

)
− Φ

(
−40

σ

)
= 2Φ

(
40

σ

)
− 1 ≥ 0.8

可以求得

Φ

(
40

σ

)
≥ 0.9

通过查表,则有 40/σ ≥ 1.28,则 σ ≤ 31.25.
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