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随机变量的独立性

回顾: 对于随机事件的独立性有 P (AB) = P (A)P (B). 而对于多维随机
变量，各个分量的取值也可能是互不影响的,这时称它们的相互独立的,
具体定义如下.

定义 0.45 设 X,Y 为二维随机变量,对任意实数 x, y,若事件 X ≤ x和

Y ≤ y相互独立,即 P (X ≤ x, Y ≤ y) = P (X ≤ x)P (Y ≤ y),等价于

F (x, y) = FX(x)FY (y)

则称随机变量 X 与 Y 相互独立.

Remarks:

随机变量 X 与 Y 相互独立等价于随机事件 {X ≤ x}和 {Y ≤ y}对
任意实数 x, y都相互独立

对于任意的常数 c也与任意随机变量相互独立
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离散型随机变量的独立性

定义 0.46 设二维离散型随机向量 (X,Y )的分布列为

pij = P (X = xi, Y = yj)(i, j = 1, 2, . . . ) ,

以及 X 和 Y 的边缘分布列为 pi·和 p·j.

则 X 与 Y 相互独立的充要条件是

pij = pi· p·j .

简而言之，分布列独立

某点处的概率等于所在“行”边缘分布列和“列”边缘分布列的乘

积。
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离散型随机变量的独立性：例 0.101

例 0.101 设离散型随机变量X和Y 相互独立且它们的取值均为 {1, 2, 3}.
已知

P (Y = 1) = 1/3

P (X = 1, Y = 1) = P (X = 2, Y = 1) = 1/8

P (X = 1, Y = 3) = 1/16

求 X 和 Y 的联合和边缘分布列.

解答：

由边缘分布列的定义有

P (X = 3, Y = 1) = P (Y = 1)−P (X = 1, Y = 1)−P (X = 2, Y = 1) = 1/12

由离散型随机向量的独立性的定义，可得 P (X = 1) = P (X = 2) =
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3/8和 P (X = 3) = 1/4,同理计算其他概率后可得分布列为
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离散型随机变量的独立性：例 0.102

例 0.102 设离散型随机变量X和Y 相互独立且它们的取值均为 {−1, 0, 1}.
已知

P (XY = 0) = 3/4, P (XY = 1) = 1/8

P (X = 0, Y = 0) = 1/4

P (X = −1) = P (X = 1) = 1/4

求 P (X = −1, Y = 1)和 P (Y = 0)的值.
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离散型随机变量的独立性：例 0.102

题干：设离散型随机变量X和 Y 相互独立且它们的取值均为 {−1, 0, 1}.
已知

P (XY = 0) = 3/4, P (XY = 1) = 1/8

P (X = 0, Y = 0) = 1/4

P (X = −1) = P (X = 1) = 1/4

求 P (X = −1, Y = 1)和 P (Y = 0)的值.

解答：

P (X = −1) = 1/4, P (X = 0) = 1/2, P (X = 1) = 1/4

P (Y = −1) = 1/3, P (Y = 0) = 1/2, P (Y = 1) = 1/6
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连续型随机变量的独立性

定义 0.47 设二维连续型随机向量 (X,Y )的密度函数为 f (x, y),以及 X

和 Y 的边缘密度函数分别为 fX(x)和 fY (y),则 X 与 Y 相互独立的充

要条件是

f (x, y) = fX(x)fY (y) .

Remarks:

注意: 在离散型的独立性定义中,我们关心的是分布函数

F (x, y) = FX(x)FY (y)

在连续型中,积分独立

f (x, y) = fX(x)fY (y) ⇔ F (x, y) = FX(x)FY (y)
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连续型随机变量独立性的性质

若随机变量 X 和 Y 相互独立,则对任意集合 A,B ⊆ R,
事件 {X ∈ A}和事件 {Y ∈ B}相互独立.

若随机变量 X 和 Y 相互独立,则 f (X)与 g(Y )相互独立 (其中 f (x)

和 g(y)是连续或分段连续函数).

若存在两个 h(x)和 g(y)函数,使得 X 和 Y 的联合密度函数 f (x, y)

对任意实数 x, y均有

f (x, y) = h(x)g(y)

则随机变量 X 和 Y 相互独立. (注意: 定义域、存在性)

459



正态分布的独立性

定理 0.16 设二维随机向量 (X,Y ) ∼ N (µx, µy, σ
2
x, σ

2
y, ρ), 则 X 和 Y 相

互独立的充要条件是 ρ = 0.

f (x, y) =
1

2πσxσy
exp

(
−
[
(x− µx)

2

σ2
x

+
(y − µy)

2

σ2
y

])
=

1√
2πσx

exp

(
−(x− µx)

2

σ2
x

)
· 1√

2πσy
exp

(
−(y − µy)

2

σ2
y

)
= fX(x) · fY (y)

换言之，当 ρ ̸= 0时，f (x, y) ̸= fX(x) · fY (y)，进而 X 和 Y 不独立。
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连续随机变量独立性：例 0.103

例 0.103 设二维随机向量 (X,Y )的密度函数

f (x, y) =

cxe−y, 0 < x < y < +∞

0, 其它

问随机变量 X 和 Y 是否相互独立?
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解答：例 0.103

题目: 如上所述.

解答:

由密度函数的规范性求解常数 c的值为 1.
利用分部积分可得,当 x > 0时随机变量 X 的边缘密度为

fX(x) =

∫ +∞

−∞
f (x, y)dy =

∫ +∞

x

xe−ydy = xe−x

当 y > 0时随机变量 Y 的边缘密度为

fY (y) =

∫ +∞

−∞
f (x, y)dx =

∫ 0

y

xe−ydx =
1

2
y2e−y

因为 f (x, y) ̸= fX(x)fY (y)可得随机变量 X 和 Y 不独立.
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连续随机变量独立性：例 0.104

例 0.104 设随机变量 X 和 Y 相互独立,且 X 服从 [−1, 1]均匀分布, Y
服从参数为 λ = 2的指数分布,求 P (X + Y ≤ 1).
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解答：例 0.104

题目: 设随机变量 X 和 Y 相互独立,且 X 服从 [−1, 1]均匀分布, Y 服从参数为 λ = 2

的指数分布,求 P (X + Y ≤ 1).

解答:

列出 X 和 Y 的边缘密度函数

fX(x) =


1
2, x ∈ [−1, 1]

0, 其它
和 fY (y) =

2e−2y, y ≥ 0

0, 其它

利用独立性求 X 和 Y 的联合密度函数

f (x, y) =

e−2y, −1 ≤ x ≤ 1, y ≥ 0

0, 其它

利用联合密度函数有

P (X + Y ≤ 1) =

∫ 1

−1

∫ 1−x

0

e−2ydy =
3

4
+

1

4
e−4
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