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随机变量的条件分布

回顾: 随机事件的条件概率,即在事件B发生的条件下事件A发生的条

件概率

P (A | B) =
P (AB)

P (B)
.

推广到随机变量: 给定随机变量 Y 取值的条件下, 求随机变量 X 的概

率分布,即条件分布.
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离散型随机变量的条件分布

定义 0.48 设二维离散型随机变量 (X,Y )的分布列为

pij = P (X = xi, Y = yj) (i, j ∈ N+) ,

若 Y 的边缘分布 P (Y = yj) = p·j > 0,则称

P (X = xi | Y = yj) =
P (X = xi, Y = yj)

P (Y = yj)
=

pij
p·j

在 Y = yj 条件下随机变量 X 的 条件分布列 (conditional probability
distribution). 类似定义在 X = xi条件下随机变量 Y 的条件分布列.

Remarks:

若出现条件概率 P (X = xi|Y = yj),一般都默认 P (Y = yj) > 0.
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离散型随机变量的条件分布列

条件分布列也可以通过下面的表格给出:

P (X = xi | Y = yj) =
P (X = xi, Y = yj)

P (Y = yj)
=

pij
p·j

注意：该表格呈现的分布列是关于 X 取值展开的。
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离散型随机变量条件分布列的性质

我们注意到条件概率是一种概率，而变量的条件分布列也是一种分布

列，进而具有如下性质：

非负性: P (X = xi|Y = yj) ≥ 0.

规范性:
∑∞

i=1 P (X = xi|Y = yj) = 1.

若离散随机变量 X 和 Y 相互独立,则有

P (X = xi | Y = yj) = P (X = xi) P (Y = yj | X = xi) = P (Y = yj)
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离散型随机变量的条件分布：例 0.105

例 0.105 一选手随机进行射击训练, 击中目标的概率为 p, 射击进行到
击中两次目标为止, 用 X 表示首次击中目标的射击次数, 用 Y 表示第

二次射中目标的射击次数,求 X 和 Y 的联合分布和条件分布.
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解答：例 0.105

题目: 如上所述.

解答:

X = m表示首次击中目标射击了 m次, Y = n表示第二次击中目标射击了 n次,
X 和 Y 的联合分布列为

P (X = m,Y = n) = f (x, y) =

p2(1− p)n−2 1 ≤ m < n < ∞

0, 其它

由离散型随机向量的边缘分布列的定义可得随机变量 X 和 Y 的边缘分布列分别

为

P{X = m} =

∞∑
n=m+1

P{X = m,Y = n} =

∞∑
n=m+1

p2(1− p)n−2 = p(1− p)m−1

P{Y = n} =

n−1∑
m=1

P{X = m,Y = n} =

n−1∑
m=1

p2(1− p)n−2 = (n− 1)p2(1− p)n−2(n ≥ 2)
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当 n ≥ 2时,随机变量 X 在 Y = n的条件下的分布列

P{X = m|Y = n} =
P{X = m,Y = n}

P{Y = n}
=

p2(1− p)n−2

(n− 1)p2(1− p)n−2
=

1

n− 1
(1 ≤ m ≤ n−1)

当m ≥ 1时,随机变量 Y 在 X = m的条件下的分布列

P{Y = n|X = m} =
P{X = m,Y = n}

P{X = m}
=

p2(1− p)n−2

p(1− p)m−1
= p(1− p)n−m−1(n > m)
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连续型随机变量的条件概率

可以注意到：对连续随机变量 (X,Y ),对任意 x, y ∈ (−∞,+∞),有

P (X = x) = 0和 P (Y = y) = 0成立 (端点处的概率为 0)

因此,不能用离散随机变量的条件概率推导连续随机变量的条件分布.
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连续型随机变量的条件概率

这里可以利用极限方式来考虑. 当 P (y ≤ Y ≤ y + ϵ) > 0时,利用积分
中值定理来求解条件分布函数

FX|Y (x | y) = lim
ϵ→0+

P (X ≤ x | y ≤ Y ≤ y + ϵ)

= lim
ϵ→0+

P (X ≤ x, y ≤ Y ≤ y + ϵ)

P (y ≤ Y ≤ y + ϵ)

= lim
ϵ→0+

∫ x

−∞
∫ y+ϵ

y f (u, v) du dv∫ y+ϵ

y fY (u) dv

= lim
ϵ→0+

ϵ
∫ x

−∞ f (u, y + θ1ϵ) du

ϵfY (y + θ2ϵ)
积分中值定理, θ1, θ2 ∈ (0, 1)

=

∫ x

−∞ f (u, y) du

fY (y)
=

∫ x

−∞

f (u, y)

fY (y)
du

进一步得到条件密度函数 fX|Y (x | y) = f(x,y)
fY (y)

.
474



连续型随机变量的条件概率

定义 0.49 设连续随机变量 (X,Y )的联合概率密度为 f (x, y),以及 Y 的

边缘概率密度为 fY (y),对任意 fY (y) > 0,称

fX|Y (x | y) = f (x, y)

fY (y)

在 Y = y条件下随机变量 X 的条件概率密度.

FX|Y (x | y) = P [X ≤ x | Y = y] =

∫ x

−∞
fX|Y (u | y) du

在 Y = y条件下 X 的条件分布函数.

Remarks: 射线/直线的比率
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条件密度函数的性质

条件密度函数本质上是密度函数,具有以下性质:

非负性: 对任意实数 x, y有 fX|Y (x | y) ≥ 0

规范性: 对任意实数 y : fY (y) > 0有∫ +∞

−∞
fX|Y (x | y) dx =

∫ +∞

−∞

f (x, y)

fY (y)
dx =

1

fY (y)

∫ +∞

−∞
f (x, y) dx = 1

乘法公式: f (x, y) = fX(x)fY |X(y | x) = fY (y)fX|Y (x | y)
密度函数的贝叶斯公式. 设随机变量 X 和 Y 相互独立,则有

fY |X(y | x) = fY (y) 和 fX|Y (x | y) = fX(x)

根据条件概率公式有

f (x | y) = f (x, y)

fY (y)
=

fY |X(y | x)fX(x)
fY (y)

=
fY |X(y | x)fX(x)∫ +∞

−∞ f (x, y) dx
=

fY |X(y | x)fX(x)∫ +∞
−∞ f (y | x)fX(x) dx
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连续型随机变量的条件概率：例 0.106

例 0.106 设二维随机变量 (X,Y )的密度函数为

f (x, y) =


e
−x
y e−y

y , 0 < x < +∞, 0 < y < +∞

0, 其它

求 P (X > 1 | Y = y).
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解答：例 0.106

题目: 如上所述.

解答:

根据题意可得随机变量 Y 的边缘分布为

fY (y) =

∫ +∞

0

e−
x
ye−y

y
dx = e−y · −e−

x
y |+∞

0 = e−y (y > 0)

进一步可得在 Y = y条件下随机变量 X 的条件概率密度为

fX|Y (x | y) = e−
x
y

y

最后求解可得

P (X > 1 | Y = y) =

∫ +∞

1

e−
x
y

y
dx = −e−

x
y |+∞

1 = e−
1
y
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连续型随机变量的条件概率：例 0.107

例 0.107 已知随机变量X ∼ U(0, 1),当观察到X = x的条件下,随机变
量 Y ∼ U(x, 1),求 Y 的概率密度.
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解答：例 0.107

题目: 如上所述.

解答:

根据题意可得 X = x的条件下随机变量 Y 的条件概率密度为

fY |X(y | x) = 1

1− x
x > 0

根据条件概率公式有

f (x, y) = fX(x)fY |X(y | x) =


1

1−x, 0 < x < y < 1

0, 其它

最后求解可得,当 y > 0时 Y 的边缘分布为

fY (y) =

∫ +∞

−∞
f (x, y) dx =

∫ y

0

1

1− x
dx = − ln(1− y)
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二维正态分布的条件分布

定理 0.17 设二维随机变量

(X,Y ) ∼ N
(
µx, µy, σ

2
x, σ

2
y, ρ
)
,

则

在 Y = y条件下随机变量 X 的服从正态分布

N
(
µx + ρ(y − µy)

σx
σy

, (1− ρ2)σ2
x

)
,

在 X = x条件下随机变量 Y 的服从正态分布

N
(
µy + ρ(x− µx)

σy
σx

, (1− ρ2)σ2
y

)
.

该证明留作思考题.
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二维正态分布的条件分布

提示:
x− µx

σx
= ρ

y − µy

σy
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总结

独立性：要求分布函数独立 (定义法)
离散型：分布列独立

连续型：密度函数独立

二维正态分布的独立性条件：ρ = 0

条件分布：一种特殊的分布

离散型：相对于 P (Y = yj)的关于 X 的分布列

连续型：条件密度函数

密度函数的 Bayes公式
二维正态分布的条件分布
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如何构造二维 (连续型)随机变量的联合分布函数?

为了求解二维连续型随机变量的概率,需求解其联合分布函数,进而需
求解其联合密度函数 (本次课提供了两个可以构造多变量联合分布函
数的方法)

根据实际问题或实际数据归纳为

f (x, y)

根据随机变量的独立性有

f (x, y) = fX(x)fY (y)

根据条件分布的乘法公式

f (x, y) = fX(x)fY |X(y | x)
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