
Ch02: 条件概率与独立性

全概率公式 (Law of Total Probability)

September 7, 2026
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全概率公式: 分割

概率论中一个重要的公式, 将一个复杂事件的概率计算分解为若干
简单事件的概率计算.

定义 0.12 (分割) 若随机事件 A1, A2, . . . , An满足

1.任意两两事件是互不相容的 Ai ∩ Aj = ∅ i ̸= j

2.完备性: Ω = ∪n
i=1Ai

称事件 A1, A2, . . . , An为样本空间 Ω的一个分割,或称为完备事件组.
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全概率公式

概率论中一个重要的公式, 将一个复杂事件的概率计算分解为若干
简单事件的概率计算.

定义 0.13 (全概率公式) 若随机事件 A1, A2, . . . , An 为样本空间 Ω的一

个分割,则对任意事件 B 有

P (B) =

n∑
i=1

P (BAi) =

n∑
i=1

P (Ai)P (B | Ai)

Remarks:

将一个复杂事件分解为若干不相容的简单事件之和, 通过分别计算
简单事件的概率,利用概率的可加性得到复杂事件的概率.
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解读: 全概率公式

将事件 B 看作某一过程的结果,将事件 A1, A2, . . . , An看作产生该结果

的若干原因→ P (B)可计算.

1.每一种原因 Ai已知,即 P (Ai)已知

2.每一种原因 Ai对结果 B 的影响已知,即 P (B | Ai)已知
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解读: 全概率公式

考虑事件 A1, A2, . . . , An对事件 B 的影响，则有

P (B) =

n∑
i=1

P (BAi) 且 P (BAi) = P (Ai)P (B | Ai)
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全概率公式: 例 0.41

例 0.41 小明参加一次竞赛,目前排名不理想,分析其原因:

方法不够新颖的概率为 50%, 通过设计新方法后取得理想排名的概
率为 50%,
程度代码有误的概率为 30%, 通过纠正代码后取得理想排名的概率
为 60%,
数据不充分的概率为 20%, 通过采集更多数据后取得理想排名的概
率为 80%,

小明可以任意选择 (组合)策略,求小明最后取得理想排名的概率.
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解答：例 0.41

解答:

用 B 表示小明最后取得理想排名的事件,用 A1, A2, A3分别表示方法不够新颖,程
度代码有误,数据不充分这三个事件,根据题意有

P (A1) = 50%, P (A2) = 30%, P (A3) = 20%

P (B|A1) = 50%, P (B|A2) = 60%, P (B|A3) = 80%.

小明最后取得理想排名的概率

P (B) = P (A1)P (B|A1) + P (A2)P (B|A2) + P (A3)P (B|A3) = 59%.
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全概率公式: 例 0.42

例 0.42 随意抛 n次均匀的硬币,证明: 正面朝上的次数是偶数 (或奇数)
的概率为 1/2.
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解答：例 0.42

题目: 随意抛 n次均匀的硬币,证明: 正面朝上的次数是偶数 (或奇数)的概率为 1/2.

解答:

用事件 A表示前 n− 1次抛硬币正面朝上的次数为偶数,其对立事件 Ā表示 n− 1

次抛硬币正面朝上的次数为奇数,事件 B 表示前 n次抛硬币正面朝上的次数为偶

数. 于是有

P (B) = P (A)P (B|A) + P (Ā)P (B|Ā) = P (A)

2
+

P (Ā)

2
=

1

2
.

直接计算概率. 若正面朝上的次数时偶数,则随意抛 n次硬币中正面朝上的次数为

偶数分别有 {0, 2, 4, . . . , 2k}(2k ≤ n),根据概率公式直接计算有∑
0≤k≤n/2

(
n

2k

)(
1

2

)2k(
1

2

)n−2k

=
1

2n

∑
0≤k≤n/2

(
n

2k

)
=

1

2
, 其中

∑
0≤k≤n/2

(
n

2k

)
= 2n−1

218



全概率公式 vs条件概率: 抛投不均匀硬币例 0.43

例 0.43 设一个箱子中有 k + 1枚不均匀的硬币,投掷第 i枚硬币时正面

向上的概率为 i/k (i = 0, 1, 2, . . . , k). 现从箱子中任意取出一枚硬币,并
任意重复投掷多次,若前 n次正面向上,求第 n + 1次正面向上的概率.
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解答: 例 0.43

问题: 设一个箱子中有 k + 1 枚不均匀的硬币, 投掷第 i枚硬币时正面向上的概率为

i/k (i = 0, 1, 2, . . . , k). 现从箱子中任意取出一枚硬币,并任意重复投掷多次,若前 n次

正面向上,求第 n + 1次正面向上的概率.

解答: 本题中,事件“前 n次正面向上”和“第 n+ 1次正面向上”在“从箱子中任意

取出一枚硬币反复抛掷多次”发生的情况下是条件独立的,即同一枚硬币抛掷的结果
是独立事件.

用 A表示第 n+ 1次投掷正面向上的事件,用 B表示前 n次投掷正面向上的事件,
用 Ci表示从箱子中取出第 i枚硬币的事件 (i = 0, 1, 2, . . . , k). 求 P (A | B).

方法一：条件概率公式拆解 P (A | B)，事件 A和 B 独立

因为 P (A | B) = P (AB)/P (B),且

P (AB) =

k∑
i=0

P (Ci)P (AB | Ci) =

k∑
i=0

P (Ci)P (A | Ci)P (B | Ci) =
1

k + 1

k∑
i=0

in+1

kn+1
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以及全概率公式

P (B) =

k∑
i=0

P (Ci)P (B | Ci) =
1

k + 1

k∑
i=0

in

kn

由此可知

P (A | B) =

∑k
i=0(i/k)

n+1∑k
i=0(i/k)

n

另外,当 k非常大或 k → ∞时可利用积分近似

1

k

k∑
i=1

(i/k)n ≈
∫ 1

0

xndx =
1

n + 1
和

1

k

k∑
i=1

(i/k)n+1 ≈
∫ 1

0

xn+1dx =
1

n + 2

此时有 P (A|B) ≈ (n + 1)/(n + 2).
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解答: 例 0.43

方法二：全概率公式拆解 P (A | B)

用 A表示第 n + 1次投掷正面向上的事件,用 B 表示前 n次投掷正面向上的事件,
用 Ci表示从箱子中取出第 i枚硬币的事件 (i = 0, 1, 2, . . . , k).
因为

P (A | B) =
∑
i

P (A | BCi)P (Ci | B) ̸=
∑
i

P (A | BCi)P (Ci)

其中,
P (A | BCi) =

P (AB | Ci)

P (B | Ci)

和

P (Ci | B) =
P (Ci)P (B | Ci)

P (B)

因此,有
P (A | B) =

∑
i

P (AB | Ci)P (Ci)

P (B)

只需要计算: P (AB | Ci), P (Ci),和 P (B).
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思考: 例 0.44

例 0.44 假设有 n个箱子,每个箱子里有 a只白球和 b只红球,现从第一
个箱子取出一个球放入第二个箱子, 第二个箱子取出一个球放入第三
个箱子,依次类推,求从最后一个箱子取出一球是红球的概率.
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解答：例 0.44

题目: 假设有 n个箱子,每个箱子里有 a只白球和 b只红球,现从第一个箱子取出一个
球放入第二个箱子,第二个箱子取出一个球放入第三个箱子,依次类推,求从最后一个
箱子取出一球是红球的概率.

解答:

用 Ai表示第 i个箱子取出红球的事件 (i ∈ [n]),则 Āi表示第 i个箱子取出白球的

事件,于是有

P (A1) = b/(a + b) 和 P (Ā1) = a/(a + b).

根据全概率公式有

P (A2) = P (A1)P (A2|A1) + P (Ā1)P (A2|Ā1)

=
b

a + b
× b + 1

a + b + 1
+

a

a + b
× b

a + b + 1
=

b

a + b
.

由此可知 P (Ā2) = a/(a + b). 依次类推重复上述过程 n − 1次,最后一个箱子中取
出一球是红球的概率为 b/(a + b).
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思考: 例 0.45

例 0.45 有两个箱子，1号箱有 n1个白球，m1个红球，2号箱有 n2个

白球，m2个红球.

先从 1号箱任取一只球放到 2号箱中，再从 2号箱中任取一球. 问求
得白球的概率？

先从 1号箱任取两只球放到 2号箱中，再从 2号箱中任取一球. 问求
得白球的概率？
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解答：例 0.45

题目: 有两个箱子，1号箱有 n1个白球，m1个红球，2号箱有 n2个白球，m2个红球.

解答:

(1)先从 1号箱任取一只球放到 2号箱中，再从 2号箱中任取一球. 问求得白球的
概率？

A = “ 1号箱取到白球”，B=“2号箱取到白球”，则 B = ĀB + AB (记号)，进而有

P (B) = P (ĀB) + P (AB) = P (Ā)P (B|Ā) + P (A)P (B|A)

=
m1

n1 +m1

n2

n2 +m2 + 1
+

n1

n1 +m1

n2 + 1

n2 +m2 + 1
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(2)先从 1号箱任取两只球放到 2号箱中，再从 2号箱中任取一球. 问求得白球的
概率？

Ai = “ 1号箱恰好取到 i个白球” (i = 0, 1, 2)，B=“2号箱取到白球”，则

P (B) = P (A0B) + P (A1B) + P (A2B)

= P (A0)P (B|A0) + P (A1)P (B|A1) + P (A2)P (B|A2)

=
C2

m1

C2
n1+m1

n2

n2 +m2 + 2
+

C1
m1
C1

n1

C2
n1+m1

n2 + 1

n2 +m2 + 2
+

C2
n1

C2
n1+m1

n2 + 2

n2 +m2 + 2
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Ch02: 条件概率与独立性

贝叶斯公式 (Bayesian Formula)

September 7, 2026
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贝叶斯公式

概率论中另一个重要的公式, 研究在一种结果已发生的情况下事何
种原因导致了该结果.

定义 0.14 (贝叶斯公式) 若随机事件 A1, A2, . . . , An 为样本空间 Ω的一

个分割,事件 B 满足 P (B) > 0. 则有：

P (Ai | B) =
P (AiB)

P (B)
=

P (Ai)P (B | Ai)

P (B)

特别地，分子结合乘法公式

P (A | B) =
P (AB)

P (B)
=

P (A)P (B | A)
P (B)

且分母结合全概率公式

P (A | B) =
P (AB)

P (B)
=

P (A)P (B | A)
P (A)P (B | A) + P (Ā)P (B | Ā)
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解读: 贝叶斯公式

将事件 B 看作结果,将事件 Ai看作产生结果的原因之一. 如果

该原因发生的概率 P (Ai)已知

原因 Ai对结果 B 的影响已知,即概率 P (B | Ai)已知

则可求事件 B 由某种原因引起的概率 P (Ai | B).

P (Ai | B) =
P (AiB)

P (B)
=

P (Ai)P (B | Ai)

P (B)
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贝叶斯公式：例 0.46

例 0.46 小明参加一次竞赛,目前排名不理想,分析其原因:

方法不够新颖的概率为 50%, 通过设计新方法后取得理想排名的概
率为 50%,
程度代码有误的概率为 30%, 通过纠正代码后取得理想排名的概率
为 60%,
数据不充分的概率为 20%, 通过采集更多数据后取得理想排名的概
率为 80%,

因为时间有限,小明只能选择三种策略 (设计新方法、纠正代码、采集
更多数据)中一种,想要取得理想排名,小明应该选择哪一种方案.
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解答：例 0.46

解答:

用 B 表示小明最后取得理想排名的事件,用 A1, A2, A3分别表示方法不够新颖,程
度代码有误,数据不充分这三个事件,根据题意有

P (A1) = 50%, P (A2) = 30%, P (A3) = 20%

P (B|A1) = 50%, P (B|A2) = 60%, P (B|A3) = 80%

小明最后取得理想排名的概率

P (B) = P (A1)P (B|A1) + P (A2)P (B|A2) + P (A3)P (B|A3) = 59%.

根据贝叶斯公式有

P (A1|B) = P (A1)P (B|A1)/P (B) = 25/59, P (A2|B) = 18/59, P (A3|B) = 16/59.

因此小明应该选择设计新方法来获得理想排名的概率更高.
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例 0.41 vs例 0.46

描述: 小明参加一次竞赛,目前排名不理想,分析其原因:

方法不够新颖的概率为 50%,通过设计新方法后取得理想排名的概率为 50%,
程度代码有误的概率为 30%,通过纠正代码后取得理想排名的概率为 60%,
数据不充分的概率为 20%,通过采集更多数据后取得理想排名的概率为 80%,

问题：

(1)因为时间有限,小明只能选择三种策略 (设计新方法、纠正代码、采集更多数据)中
一种,

(2)小明可以任意选择 (组合)策略（留作作业；可以使用一种，两种，或者三种方法）

求小明最后取得理想排名的概率.
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贝叶斯公式：towards机器学习

贝叶斯公式在机器学习中提供一种概率论框架下实施决策的基本方法:

求后验 (posterior)概率,即事件 B 发生后各个原因 Ai的概率

P (Ai)表示原因 Ai发生的先验 (prior)概率
P (B | A) 表示事件结果 B 相对于原因 A 的条件概率 (conditional
probability),或称之为似然 (likelihood)
P (B)是用于归一化的证据 (evidence)因子

根据例题,利用 P (Ai | B)来决策的时候,与证据因子 P (B)无关. 因此,
将估计 P (Ai | B)的问题转化为如何基于样本集来估计先验 P (Ai)和似

然 P (B | Ai).

P (Ai | B) =
P (Ai)P (B | Ai)

P (B)

converting⇒ 后验概率 =
先验概率×似然
证据因子
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贝叶斯公式：例 0.47

例 0.47 (贝叶斯公式找原因) 一个仓库中有 10个同规格的产品，其中
的 5、3、2个分别为甲、乙、丙生产的. 已知甲、乙、丙生产的次品率
分别为 1

10、
1
15、

1
20. 现在任取一个产品进行质检，检到为正品的概率是

多少？如果检测的产品是正品，该产品是甲生产的概率为多少？
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解答：例 0.47

解答:

设 A = “检测产品为正品”，B1 = “该产品是甲生产的”，依次定义 B2和 B3.
检测为正品的概率为

P (A) = P (B1)P (A | B1) + P (B2)P (A | B2) + P (B3)P (A | B3) = 0.92 .

如果检测的产品是正品，该产品是甲生产的概率为

P (B1 | A) =
P (B1)P (A | B1)

P (A)
= 0.4891 .
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拓展一：先验概率与主观概率

贝叶斯公式最存在争议之处: 先验概率 P (Ai)的选取

很多实际应用中根据以往的数据得先验,符合概率的频率解释,但需
要以往大量的历史数据,在实际应用中通常难以满足

很多应用中先验概率可能由某一种主观的方式给出, 例如对未来宏
观经济形势、或对某人诚信度

主观概率: 将概率解释为信任程度、明显带有主观性
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贝叶斯公式的应用：例 0.48

例 0.48 寓言故事狼来了：一个小孩每天到山上放羊,山里有狼出没,第
一天他在山上喊“狼来了！狼来了！”,山下的村民们闻声便去打狼,到
了山上发现没有狼; 第二天仍是如此; 第三天狼真来了, 可无论小孩怎
么喊叫,也没有人来救他. 假设

村民们对这个小孩的印象一般, 认为小孩说谎话和说真话的概率相
同,均为 1/2

小孩说谎话——喊狼来了时,狼真来的概率为 1/3

小孩说真话——喊狼来了时,狼真来的概率为 3/4

若第一天、第二天上山均没有发现狼,请分析这两天中村民们的心理活
动——“对小孩说谎与否的认识”.
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解答：例 0.48

解答:

用 B1, B2 分别表示第一天和第二天狼来了的事件. 用 A1 表示小孩第一天说谎的

事件,用 A2表示小孩第一天没有狼的情况下第二天仍说谎的事件,根据题意可知

P (A1) = P (Ā1) =
1

2
, P (B1|A1) =

1

3
, P (B1|Ā1) =

3

4

P (B2|A2) =
1

3
, P (B2|Ā2) =

3

4

根据贝叶斯公式可知,村民第一天上山打狼但是没有发现狼时,认为小孩说谎的概
率发生了变化,

P (A2) = P (A1|B̄1) =
P (B̄1|A1)P (A1)

P (B̄1|A1)P (A1) + P (B̄1|Ā1)P (Ā1)
=

8

11
≈ 0.7273.

村民第天上山打狼但是没有发现狼时,认为小孩说谎的概率又发生了变化,

P (A2|B̄2) =
P (B̄2|A2)P (A2)

P (B̄2|A2)P (A2) + P (B̄2|Ā2)P (Ā2)
=

64

73
≈ 0.8767.

村民认为小孩说谎的概率从 50% → 72.73% → 87.67%,不再相信狼来了的谎言.
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拓展二：全概率公式 VS贝叶斯公式

Recall: 将事件 A1, A2, . . . , An 看作事件 B 发生的原因,而事件 B 是

伴随着原因 A1, A2, . . . , An而发生的结果.

应用条件是相同的:
事件 A1, A2, . . . , An为样本空间 Ω的一个分割

解决的问题不同:
若知道各种原因 P (Ai)、在该原因下事件B发生的概率 P (B | Ai),
此时利用全概率公式计算概率 P (B).

若知道各种原因 P (Ai)、在该原因下事件B发生的概率 P (B | Ai),
若结果事件 B已经发生,利用贝叶斯公式探讨是由某原因 Ai导致

该结果的概率 P (Ai | B).
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贝叶斯公式：例 0.49

例 0.49 (三囚徒问题) 犯人 a, b, c 均被判为死刑, 法官随机赦免其中一
人, 看守知道谁被赦免但不会说. 犯人 a 问看守: b 和 c 谁会被执行死

刑? 看守的策略:

1.若赦免 b,则说 c

2.若赦免 c,则说 b

3.若赦免 a,则以 1/2的概率说 b或 c

看守回答犯人 a: 犯人 b会被执行死刑. 犯人 a兴奋不已,因为自己生存
的概率为 1/2. 犯人 a将此事告诉犯人 c. c同样高兴,因为他觉得自己
的生存几率为 2/3.

那么谁才是正确的呢?
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解答：例 0.49

用事件 A, B, C 分别表示犯人 a, b, c被赦免,因为法官随机赦免,所以

P (A) = P (B) = P (C) = 1/3 .

用事件 D表示看守人说犯人 b被执行死刑,根据看守的策略,有

P (D | A) = 1/2 , P (D | B) = 0 , P (D | C) = 1 .

我们要求解的是 “哪个犯人才是导致 D事件发生的最大原因”,即求 max,

P (A | D) =
P (A)P (D | A)

P (D)
, P (C | D) =

P (C)P (D | C)

P (C)

根据上式我们还需要知道 P (D),可以根据全概率公式求得

P (D) = P (A)P (D | A) + P (B)P (D | B) + P (C)P (D | C) = 1/2 .

最后得到, P (A | D) = 1/3 and P (C | D) = 2/3.
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拓展三：贝叶斯 Spam过滤器 -例 0.50

例 0.50 (贝叶斯 Spam过滤器) 如何确定一个电子邮件是 Spam?

1.假设我们有一个垃圾邮件的集合 B 和一个不是垃圾的邮件集合 G.
利用贝叶斯公式来预测一个新的电子邮件是 Spam的概率.
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贝叶斯公式的应用：例 0.50

例 0.51 (贝叶斯 Spam过滤器) 如何确定一个电子邮件是 Spam?

1.假设我们有一个垃圾邮件的集合 B 和一个不是垃圾的邮件集合 G.
利用贝叶斯公式来预测一个新的电子邮件是 Spam的概率.

2.考察一个特定的单词 ω,计算 “如果一封邮件中含有单词 ω，则该邮

件是 Spam”的概率. (目标导向)
3.设 S 是事件 “邮件为 Spam”, E 是事件 “邮件内容含单词 ω”. 需计算
P (S | E)或者比较 P (S | E)和 P (S̄ | E)的大小.
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贝叶斯公式的应用：例 0.50

例 0.52 (贝叶斯 Spam过滤器) 如何确定一个电子邮件是 Spam?

1.假设我们有一个垃圾邮件的集合 B 和一个不是垃圾的邮件集合 G.
利用贝叶斯公式来预测一个新的电子邮件是 Spam的概率.

2.考察一个特定的单词 ω,计算 “如果一封邮件中含有单词 ω，则该邮

件是 Spam”的概率. (目标导向)
3.设 S 是事件 “邮件为 Spam”, E 是事件 “邮件内容含单词 ω”. 需计算
P (S | E)或者比较 P (S | E)和 P (S̄ | E)的大小.

思路: 根据条件概率公式和全概率公式

P (S | E) =
P (SE)

P (E)
=

P (S)P (E | S)
P (E)

=
P (S)P (E | S)

P (S)P (E | S) + P (S̄)P (E | S̄)
我们需要分别估算：Spam 邮件中含有单词 ω 的概率 P (E | S) 和非

Spam邮件中含有单词 ω的概率 P (E | S̄).
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贝叶斯公式的应用：例 0.50

例 0.53 (贝叶斯 Spam过滤器) 如何确定一个电子邮件是 Spam?

1.假设我们有一个垃圾邮件的集合 B 和一个不是垃圾的邮件集合 G.
利用贝叶斯公式来预测一个新的电子邮件是 Spam的概率.

2.考察一个特定的单词 ω,计算 “如果一封邮件中含有单词 ω，则该邮

件是 Spam”的概率. (目标导向)
3.设 S 是事件 “邮件为 Spam”, E 是事件 “邮件内容含单词 ω”. 需计算
P (S | E)或者比较 P (S | E)和 P (S̄ | E)的大小.

4.我们需要分别估算：Spam邮件中含有单词 ω 的概率 P (E | S)和非
Spam邮件中含有单词 ω的概率 P (E | S̄).

5.统计该单词 ω 在集合 B 和 G中出现的频率分别为 pB(ω)和 pG(ω).
认为：P (E | S) = pB(ω)和 P (E | S̄) = pG(ω).
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贝叶斯公式的应用：例 0.50

例 0.54 (贝叶斯 Spam过滤器) 如何确定一个电子邮件是 Spam?

1.假设我们有一个垃圾邮件的集合 B 和一个不是垃圾的邮件集合 G.
利用贝叶斯公式来预测一个新的电子邮件是 Spam的概率.

2.考察一个特定的单词 ω,计算 “如果一封邮件中含有单词 ω，则该邮

件是 Spam”的概率. 如何选定 “有效的”单词 ω呢？(原因导向)
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贝叶斯公式的应用：例 0.50

例 0.55 (贝叶斯 Spam过滤器) 如何确定一个电子邮件是 Spam?

1.假设我们有一个垃圾邮件的集合 B 和一个不是垃圾的邮件集合 G.
利用贝叶斯公式来预测一个新的电子邮件是 Spam的概率.

2.考察一个特定的单词 ω,计算 “如果一封邮件中含有单词 ω，则该邮

件是 Spam”的概率. 如何选定 “有效的”单词 ω呢？(原因导向)
3.直觉上应该选择：Spam邮件中含有单词 ω 的概率 P (E | S)高，而
非 Spam邮件中含有单词 ω的概率 P (E | S̄)低的单词 ω. (但是这两
个概率值不是互补的，可能一同大小)
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贝叶斯公式的应用：例 0.50

例 0.56 (贝叶斯 Spam过滤器) 如何确定一个电子邮件是 Spam?

1.假设我们有一个垃圾邮件的集合 B 和一个不是垃圾的邮件集合 G.
利用贝叶斯公式来预测一个新的电子邮件是 Spam的概率.

2.考察一个特定的单词 ω,计算 “如果一封邮件中含有单词 ω，则该邮

件是 Spam”的概率. 如何选定 “有效的”单词 ω呢？(原因导向)
3.直觉上应该选择：Spam邮件中含有单词 ω 的概率 P (E | S)高，而
非 Spam邮件中含有单词 ω的概率 P (E | S̄)低的单词 ω.

4.回到条件概率公式 P (S | E) = P (S)P (E | S)/P (E)，其中，P (E)是

集合 B 和 G中包含单词 ω 的邮件的频率，P (S)是集合 B 和 G中

Spam邮件的频率，P (E | S)被认为单词 ω 在集合 B 中出现的频率

pB(ω).
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贝叶斯公式的应用：例 0.50

例 0.57 (贝叶斯 Spam过滤器) 如何确定一个电子邮件是 Spam?

1.假设我们有一个垃圾邮件的集合 B 和一个不是垃圾的邮件集合 G.
利用贝叶斯公式来预测一个新的电子邮件是 Spam的概率.

2.认为检测 “某单词在邮件中出现”就可以识别 Spam邮件. 一封邮件
所涉及的词库包括 ω1, . . . , ωn. 为了选择对识别 Spam邮件 “有效的”
单词 ω，我们需要计算 (贝叶斯公式)

P (Ei | S) =
P (Ei)P (S | Ei)

P (S)

其中，Ei 表示邮件中包含单词 ωi. 然后比较 P (Ei | S)的大小关系.
(真正的原因导向)
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贝叶斯公式的应用：例 0.50

例 0.58 (贝叶斯 Spam过滤器) 如何确定一个电子邮件是 Spam?

1.假设我们有一个垃圾邮件的集合 B 和一个不是垃圾的邮件集合 G.
利用贝叶斯公式来预测一个新的电子邮件是 Spam的概率.

2.认为检测 “某单词在邮件中出现”就可以识别 Spam邮件. 一封邮件
所涉及的词库包括 ω1, . . . , ωn. 为了选择对识别 Spam邮件 “有效的”
单词 ω，我们需要计算 (贝叶斯公式)

P (Ei | S) =
P (Ei)P (S | Ei)

P (S)

其中，Ei 表示邮件中包含单词 ωi. 然后比较 P (Ei | S)的大小关系.
(真正的原因导向)

3. any case?
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Ch02: 条件概率与独立性

案例分析: 概率计算
(习题课)

回答思考题、补充例题、复盘作业

September 7, 2026
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多项式相等: 0.59

例 0.59 给定两个较复杂的多项式

F (x) = (x + 2)7(x + 3)5 + (x + 1)100 + (x + 2)(x + 3) + x20

G(x) = (x + 3)100 − (x + 1)25(x + 2)30 + x20 + (x− 2)(x− 3) . . . (x− 100)

如何快速验证 F (x) ≡ G(x)?
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解答: 例 0.59

问题: 如何快速验证 F (x) ≡ G(x),给定两个较复杂的多项式

F (x) = (x + 2)7(x + 3)5 + (x + 1)100 + (x + 2)(x + 3) + x20

G(x) = (x + 3)100 − (x + 1)25(x + 2)30 + x20 + (x− 2)(x− 3) . . . (x− 100)

解答:

若通过展开多项式合并同类项,比较每项系数是否相同的方法来验证F (x) ≡ G(x),
则需要较高的计算时间开销.

设计一种利用独立随机性方法来验证 F (x) ≡ G(x)是否正确, 使得该方法验证结
果为正确的概率较高,同时降低计算时间.
假设 F (x)或G(x)的最高次项不超过 d ,考虑从集合 [100d] = {1, 2, . . . , 100d}中
等可能独立地随机选取 k(< d)个数 r1, r2, . . . , rk . 若存在 ri使得 F (ri) ̸= G(ri)

成立,则返回 F (x) ̸= G(x) ,否则返回 F (x) ≡ G(x).
为什么要用 “[100d]”?
分析该方法的正确性:
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1.若多项式 F (x) ≡ G(x) ,则该方法得到“正确”的结果,因为对于任意 ri ∈ [100d]

都有 F (x) = G(x) ;
2.若多项式 F (x) ̸= G(x)且 F (ri) ̸= G(ri) ,则该方法得到“正确”的结果,因为存
在一个 ri使得 F (ri) ̸= G(ri);

3.若多项式 F (x) ̸= G(x)但 F (ri) = G(ri) ,即存在 ri ∈ [100d]使得 F (ri) = G(ri)

成立,此时 ri为多项式 F (x)−G(x) = 0的一个实数根. 根据代数知识可知最高
次项不超过 d的多项式 F (x)−G(x) = 0至多有 d个实数根,而 ri为 [100d]中等

可能随机选取,因此有

P (F (ri) = G(ri)) ≤
d

100d
=

1

100
.

进而有,

P

(
k∩

i=1

{F (ri) = G(ri)}

)
=

k∏
i=1

P (F (ri) = G(ri)) ≤
1

100k
.
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矩阵乘法相等: 例 0.60

例 0.60 给定矩阵 A,B,C ∈ {0, 1}n×n(n ≥ 10000000) , 如何快速验证
AB = C?
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解答: 例 0.60

问题: 给定矩阵A,B,C ∈ {0, 1}n×n(n ≥ 10000000) ,如何快速验证AB = C?
解答:

若直接采用矩阵乘法计算AB ,再与矩阵 C进行比较,计算复杂度开销为 O(n3)

思路: 随机选取一个向量 r = (r1, r2, . . . , rn)
T ,其中元素 r1, r2, . . . , rn都是从 {0, 1}

独立等可能随机选取所得,通过验证事件

存在一个向量 r,使得A(Br) ̸= Cr

发生的概率极小来反向验证AB = C.
若事实上AB = C,则对于所有的 r,有A(Br) = Cr

若事实上AB ̸= C,则存在一个向量 r,使得ABr ̸= Cr

若 k次实验结果都满足ABri = Cri,但是事实是AB ̸= C的概率为:

P

[
k∩

i=1

{A(Bri) = Cri} | AB = C

]
≤ 1

2k
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解答: 例 0.60

Freivalds (弗赖瓦尔兹)算法

关于单次试验的误判概率 1/2
抛投硬币的概率 ≤ 1/2

等式成立的概率 ≤ 1/2,即 dnrn = −
∑n−1

j=1 djrj

258



解答: 例 0.60

关于计算复杂度.

直接采用矩阵乘法计算

矩阵乘法: O(n3), due to每个元素都要做  O(n) 次乘加
矩阵比较: O(n2)

Freivalds算法, k取多少可以确保有效？
矩阵乘向量: Br,复杂度 O(n2)

矩阵乘向量: A(Br),复杂度 O(n2)

矩阵乘向量: Cr,复杂度 O(n2)

重复 k次: O(kn2)

向量比较: O(n)

应用:
在线判定第三方返回的 C是否等于AB,无需自己先算AB

流式/外存环境中，I/O和计算预算有限的验证任务
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小结与发散

通过例 0.59 和例 0.60, 我们可以发现在证明一些数学的等式的时候可
以通过 “设计随机试验 +概率计算”的方式来证明.

进一步,我们可以思考如下问题要如何解决呢?

证明不等式 2ab ≤ a2 + b2

比较 nk和 (k + 1)n+1的大小?

F 和 G是两个不规则的图形,比较这两者的面积大小?

这套方法有何利弊?
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完全图着色 (边着色): 例 0.61

例 0.61 设平面上有 n个顶点,其中任意三个顶点不在同一条直线上,用
n(n− 1)/2条边将这些顶点连接起来的图称为 n个顶点的完全图. 例如
三个、四个、五个顶点的完全图如下所示.

现将图中的每条边都分别染成红色或蓝色, 给定两正整数 n ≥ 10 和

k > n/2 , 是否存在一种染色方法, 使得图上任意 k 个顶点相对应的

k(k − 1)/2条边不是同一颜色?
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解答: 例 0.61

问题: 如上所述.
解答:

若通过穷举的方法,则计算的开销较大
可以利用概率的方法证明至少存在一种染色方法使得任意 k个顶点相对应的 k(k−
1)/2条边不是同一颜色

假设每条边都等可能独立地被染成红色或蓝色,即每条边为红色或蓝色的概率
均为 1/2. 从 n个不同的顶点中选出 k 个顶点有

(
n

k

)
种不同的选法,分别对应

于

(
n

k

)
个包含 k个顶点的子集,这里将的子集分别标号为 1, 2, . . . ,

(
n

k

)
.

用 Ei表示第 i个子集中 k(k − 1)/2条边染成相同颜色的事件,根据题意可得

P (Ei) = 2(1/2)k(k−1)/2 i = 1, 2, . . . ,

(
n

k

)

若存在 k个顶点,其对应的 k(k−1)/2条边是同一种颜色的事件可表示为
∪(n

k

)
i=1 Ei.
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根据布尔不等式有

P


(
n
k

)∪
i=1

Ei

 ≤

(
n
k

)∑
i=1

P (Ei) =

(
n

k

)
(1/2)k(k−1)/2−1

当 n ≥ 10和 k > n/2时有 P

(∪(n
k

)
i=1 Ei

)
≤ 1,因此事件“完全图中任意 k个顶

点相对应的 k(k − 1)/2条边不是同一颜色”的概率大于零. 这意味着至少存在
一种染色方法使得任意 k个顶点相对应的 k(k − 1)/2条边不是同一颜色.
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隐私问题的调查 0.62

例 0.62 每个人都有一些隐私或秘密, 相关信息不希望被外人知晓. 对
于具有社会普遍性的隐私问题, 需要对相关问题进行一些必要的调查.
需要设计一种调查方案,使被调查者既愿意作出真实回答、又较好地保
护个人隐私. 经过多年研究与实践,心理学家和统计学家设计了一种巧
妙的方案. 核心是如下两个问题:

[问题 A]:你的生日是否在 7月 1日之前? [问题 B]:你是否有抑郁倾向?

同时再准备一个箱子,里面装有m个白球和 n个红球,被调查者随机抽
取一球,若抽中白色回答问题 A,否则回答问题 B.无论抽中哪个问题都
只需回答“是”或“否”,并将答案放入一个密封箱中 (假设在保护隐
私的情况下,学生诚实回答问题). 上述过程在一无人的房间内进行,以
保障被调查者的隐私.
若有 N(N ≥ 500)位学生参加调查,请估计出具有抑郁倾向的学生比例.
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解答: 例 0.62

问题: 如上所述.
解答:

事件“答卷选择 ‘是’”的“原因”有两种情况,即事件“学生抽到红球时,选择 ‘是’
”或者事件“学生抽到白球时,选择 ‘是’”.
设有 Ny 张答卷选择“是”,一个学生有抑郁倾向的概率为 p ;不妨假设一个学生
的生日在 7月 1日之前的概率为 1/2,根据全概率公式有

P (一个学生回答 ‘是’)

=P (一个学生回答 ‘是’|红球)P (红球) + P (一个学生回答 ‘是’|白球)P (白球)

由此可得
Ny

N
≈ m

m + n
× 1

2
+

n

m + n
× p

进一步估计出具有抑郁倾向的学生比例 p ≈ (m + n)Ny/nN −m/2n.
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生育问题 0.63

例 0.63 关于生育的新闻

民间机构“育娲人口研究智库”官方微信号本周发布一篇该智库专

家团队署名文章，呼吁大力发放生育补贴。这篇文章称，当前中国

面临内需不振和生育率低迷两大难题。大力发放生育补贴，短期刺

激消费、扩大内需，长期提振生育率、提升社会活力，一举多得。

中国新出生人口自 2017年以来连续六年下滑，在 2022年首次跌破
千万，降至 956万。中国人口进入负增长时代。
由任泽平、梁建章等 5位人口经济专家联署的这篇文章写道，“当前
中国经济，孩子是最好的投资”。目前基建投资趋于饱和、制造业产

能过剩、房地产供给总量平衡、教育出现过度竞争，但是在孩子数

量上的投资是不够的。

撰文的专家认为，要提高生育率，就需要减轻育龄家庭的生育成本。
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而发放育儿补贴，是降低生育成本最主要、最直接的方式。近年来，

为了鼓励生育，中国不少省份和城市推出生育或育儿补贴的相关政

策，但似乎收效甚微，而且很多政策并未落实。

现有补贴消息“部分资金还会向两孩或两孩以上家庭，提供每孩每月

约 800元的补贴 (不包括第一个孩子)；向三孩家庭提供每孩每月 1600
元的补贴（不包括第二个、第三个孩子）”。试：建模该案例，并分析该

政策的合理性。
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解答: 例 0.63

首先进行建模，即事件 Ai表示某个家庭生第 i胎的概率，i = 0, 1, 2, 3. 注意，这里 A3

笼统记录大于等于 3孩的. 则有

P (A0) + P (A1) + P (A2) + P (A3) = 1

所有先验概率都可以通过统计计数近似得到，比如根据卫健委《2022年我国卫生
健康事业发展统计公报》2022年我国出生人口 956万人，其中 1孩有 440万，2
孩有 363万，3孩有 143万。所以可以大致计算得到

P (A1 | A1A2A3) = 46.1% , P (A2 | A1A2A3) = 38.9% , P (A3 | A1A2A3) = 15.0% .

我们另外得知，生一孩者才有可能生二孩，则根据全概率公式有

P (Ak+1) = P (Ak)P (Ak+1 | Ak) + P (Āk)P (Ak+1 | Āk) , k = 0, 1, 2

根据不生一孩者不可能生二孩，有

P (Ak+1) = P (Ak)P (Ak+1 | Ak) , k = 0, 1, 2
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展开上述“传递”公式

P (A1) = P (A0)P (A1 | A0)

P (A2) = P (A1)P (A2 | A1) = P (A0)P (A1 | A0)P (A2 | A1)

P (A3) = P (A2)P (A3 | A2) = P (A0)P (A1 | A0)P (A2 | A1)P (A3 | A2)

根据该式，我们会知道

补贴消息“部分资金还会向两孩或两孩以上家庭，提供每孩每月约 800元的补
贴 (不包括第一个孩子)；向三孩家庭提供每孩每月 1600元的补贴（不包括第
二个、第三个孩子）”是在试图增加 P (A2 | A1)和 P (A3 | A2). 而我们知道，只
增加条件概率部分 P (Ak+1 | Ak)是不够的，还要增加先验概率部分 P (Ak).
注意到 P (A0)是不可能知道的，所以 P (A1)，P (A2)，和 P (A3)会变成关于 P (A0)

的函数（连乘关系）. 因此只增加 P (A2 | A1) 和 P (A3 | A2) 也是不够的，仍

需要增加 P (A1 | A0). 而且根据上式来看，提升 P (A1 | A0)会同步提升 P (A1)，

P (A2)和 P (A3). 因此，刺激方向不对.
注意，该刺激能否或者何种程度提升生育率，不在此建模的考虑范围内.
还有别的建模方式吗？
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休谟问题 0.64

例 0.64 [休谟问题]下一步会发生什么？此刻做什么会确保下一步成功
的把握性更大？是人类社会学最核心的问题之一 [即永远逃逸的未来性
才是哲学的根本问题]。休谟提出了两个最深刻的怀疑论问题：

1.关于因果或预测未来
2.事实是否推导价值

两个问题都触及人类知识和生活的基础，是最严重而难以逾越的难题，

至今没有完美解法。到目前来讲，解决方式大致有两种 [from赵汀阳，中

国社会科学院大学哲学院教授]

在哲学层面的先验论，比如康德方案、胡塞尔理论等. 这里都需要一
个先验或者先天结构 (a priori)，通过哲学理论建立的、捕捉到了永
恒绝对或普遍必然或先验的原理.
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先验是否可以通过经验化/数据化的方法来建立？或者休谟问题是否
可以通过经验化/数据化的方法来验证？
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休谟问题 0.64

休谟问题是否可以通过经验化/数据化的方法来验证？

事实是否可以推导价值。事实 A是客观的，价值 B存在一定的主观性，那么事实

是否可以推导价值即计算问题

P (B) = P (A)P (B | A)

当前的人工智能技术可以视为一种经验化的方法，用来近似/估计 priori. 经验化的
方法短板在于：不能保证在无穷经验中的普遍有效性，即要确保无误需要见过所

有的 cases (可能世界)才行。比如：自然语言里会不断出现来自生活的新奇词汇，
于是语言有“先验义务”去解释所有奇怪词汇。假如某些词汇终究无法解释，就

必须考虑两种可能性：（1）或者这种语言不是一种成熟语言，反思能力不足，无
法将某些词汇转换为一组可识别的描述；（2）或者那些词汇本身不合理，根本无
法转换为任何描述，也就无法被解释。再比如：时变环境。

估计贝叶斯方法论是当前包括在大模型在内的人工智能的核心技术，至今还没有

发现比贝叶斯概率论更好的方法去选择一个相对可信的未来。把经验知识理解为
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一个无穷开放的演化过程，即不断以新经验去修正旧知识的无穷迭代过程，按照

贝叶斯的概念来说，就是不断以“后验概率”去修正“先验概率”的无穷过程。这

种经验论方法的巧妙之处在于，既然人类没有遍历无穷多可能世界的全知能力，

也没有对无穷经验普遍必然有效的先验知识，那么，以一种无穷性（认知的无穷

迭代过程）去应对另一种无穷性（世界的无穷可能性）就是最优方法。

贝叶斯方法论所蕴含的哲学理解有几点：

1.经验知识的有效性在于此种知识对于未来的有效性，这里的有效性是该知识对
预测未来是否有效. 换言之，只能说经验知识具有不同程度的有效性，但是“有
效性”是一个在概率上可衡量的概念.

2.未来是无限开放的概念，意味着无穷多可能性.
3.建构经验知识是无限连续的过程，意味着关于世界的真理不可能有一个定论.
4.经验知识的无限修正过程表现为相关可能性的无限收敛过程，即由无穷多可能
性不断收敛为逼近必然性的不可完成过程.

休谟理论证实/证伪的重要意义：
1.通过因果干预可以影响未来
2.人类价值可以用客观事实来衡量，且可以用自然科学方法研究.
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