
数字图像处理

灰度直方图与点运算
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灰度直方图

 定义

 灰度直方图（histogram）是灰度级的函数，描述的

是图像中每种灰度级像素的个数，反映图像中每种

灰度出现的频率。

 横坐标是灰度级，纵坐标是灰度级出现的频率。
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灰度直方图

 图像及其灰度直方图的例子（512像素*512像素）

图像 灰度直方图



灰度直方图与点运算 4 2018年3月12日

灰度直方图

 图像及其灰度直方图的例子

图像 灰度直方图
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灰度直方图

 图像及其灰度直方图的例子

图像 灰度直方图
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灰度直方图

 定义

 对于连续图像，平滑地从中心的高灰度级变化到边

缘的低灰度级。其直方图可定义为：

 其中A(D)为阈值面积函数：为一幅连续图像中被具有灰

度级D的所有轮廓线所包围的面积。

 对于离散函数，固定ΔD为1，则

H(D)=A(D)- A(D)
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灰度直方图

 一幅连续图像的直方图定义的示意图。
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灰度直方图

 二维直方图

 什么是二维直方图

 红蓝直方图

 其他二维直方图

 灰度-区域均值

 灰度-区域形状

 灰度-梯度



灰度直方图与点运算 9 2018年3月12日

灰度直方图

 高维直方图

 色彩直方图

 是高维直方图的特例，它统计色彩的出现频率，即色彩的

概率分布信息。

 通常这需要一定的量化过程，将色彩分成若干互不重叠的

种类。

 一般不直接在RGB色彩空间中统计，而是在将亮度分离出

来后，对代表色彩部分的信息进行统计，如在HSI空间的

HS子空间、YUV空间的UV子空间，以及其它反映人类视

觉特点的彩色空间表示中进行。

 其他高维直方图
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灰度直方图
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直方图的计算和性质

 计算

 依据定义，若图像具有𝐿𝐿（通常𝐿𝐿 = 256,即8位灰度

级）级灰度，则大小为𝑀𝑀 × 𝑁𝑁的灰度图像𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)的
灰度直方图hist[0 … 𝐿𝐿 − 1]可用如下计算获得：

1. 初始化 hist[k]=0; k=0,…,L-1 

2. 统计 hist[f(x,y)]++; x=0,…,M-1, y =0,…,N-1 

3. 归一化 hist[f(x,y)]/M*N =
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直方图的计算和性质

 直方图的性质

 不表示图像的空间信息；

 任一特定图像都有唯一直方图，但反之并不成立；
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直方图的计算和性质

 面积：累积分布函数CDF。

因为

替换 ，并对等式两端从 到 进行积分

因为

所以

若令 ，则有

图像的面积
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直方图的计算和性质

 若一幅图像包含一个灰度均匀一致，且背景与物
体对比度很强，假设物体的边界由灰度级D1定义
的轮廓线，则

500像素*546像素=273000

物体的面积
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直方图的计算和性质

从灰度54到255级

约占图像总面积的60%
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直方图的计算和性质

 直方图的可相加性

例如一副图像由若干个不相交的区域构成，则整

幅图像的直方图是这若干个区域直方图之和。
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直方图的用途

 数字化参数

 一般一幅数字图像应该利用全部或几乎全部可能的

灰度级；

 对直方图做快速检查。

 边界阈值选择

 使用轮廓线确定简单物体边界的方法，称为阈值化；

 对物体与背景有较强对比的景物的分割特别有用；

 例：双峰直方图
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直方图的用途

 边界阈值选择
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直方图的用途

 显然如果阈值对应于直方图的谷，阈值从T增加到T+ 
ΔT，只会导致面积略微变化。因此可以把阈值的选择

误差对面积测量的影响降到最低。

 上例中当灰度级从115变化到144时，像素为1850，占

图像总面积的1%。因此把阈值选取为130，此时树叶

的面积约占总面积28.87%。
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直方图的用途

 摄影中的常见名词

 过曝（Overexposed）
 正常曝光（Average）
 曝光不足（Underexposed）
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图像增强实例

处理前 处理后
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图像增强实例

处理前 处理后
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图像增强

 图像增强技术不需要考虑图像降质的原因，只将
图像中感兴趣的特征有选择地突出，将不需要的
特征进行衰减。

 图像增强没有一个的统一理论，如何评价图像增
强的结果好坏也没有统一的标准。



灰度直方图与点运算 30 2018年3月12日

图像增强

 图像增强技术的目的：

 改善图像视觉效果，便于观察和分析

 便于人工或机器对图像的进一步处理

 图像增强的分类：

 空间域法：点处理（图象灰度变换、直方图均衡、
伪彩色处理等）

 频率域法：高、低通滤波、同态滤波等
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图像增强

 图像增强技术的特点

 人为地突出图像中的部分细节，压制另外一部分图
像信息；

 在不考虑图像降质原因的条件下，用经验和试探的
方法进行加工；

 尚无统一的质量评价标准，无法定量衡量处理效果
的优劣。
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图像增强

 空间域图像增强技术

 指在空间域中，通过线性或非线性变换来增强构成
图像的像素。

 增强的方法主要分为点处理和模板处理两大类

 点处理：作用于单个像素的空间域处理方法，包括图像灰
度变换、直方图处理、伪彩色处理等技术；

 模板处理：作用于像素邻域的处理方法，包括空域平滑、
空域锐化等技术。
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点运算

 点运算（point operation）定义

 对于一幅输入图像，将产生一幅输出图像，输出图

像的每个像素点的灰度值由输入像素点决定。

 点运算由灰度变换函数（gray-scale transformation, 
GST）确定。

T
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点运算

 为简便起见，令𝑟𝑟和𝑠𝑠所定义的变量分别是𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)和
𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑦𝑦)在任意点(𝑥𝑥,𝑦𝑦)的灰度级

 则𝑇𝑇操作为灰度级变换函数，形式为：

 注意：

 与局部（邻域）运算的区别：输入像素-输出像素一一对应

 与几何运算的差别，不改变图像的空间关系

)(rTs =
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点运算的应用

 光度学标定（photometric calibration）

希望数字图像的灰度能够真实反映图像的物理特

性。如

 去掉非线性；

 变换灰度的单位。

 对比度增强（contrast enhancement）或对比度扩

展（contrast stretching）

将感兴趣特征的对比度扩展使之占据可显示灰度

级的更大部分。
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 显示标定（display calibration）
 显示设备不能线性地将灰度值转换为光强度。因此

点运算和显示非线性组合可以保持显示图像时的线

性关系。

点运算的应用
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点运算

 设变量 r 代表图像中像素灰度级。在图像中，像
素的灰度级可作归一化处理，这样，𝑟𝑟的值将限
定在下述范围之内

10 ≤≤ r

在灰度级中，𝑟𝑟 = 0代表黑，𝑟𝑟 = 1代表白。
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某些基本变换

正比

反比

对数

反对数

n次方根

n次幂

输
出
灰
度
级s

输入灰度级，r
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点运算

 点运算的种类

 线性点运算
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lenna.bmp 𝑎𝑎 = 1, 𝑏𝑏 = 50

𝑎𝑎 = 1.5, 𝑏𝑏 = 0 𝑎𝑎 = 0.8, 𝑏𝑏 = 0 𝑎𝑎 = −1, 𝑏𝑏 = 255

线性点运算
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 非线性点运算

( ) ( )0.8 255
255

x x
f x x

× × −
= +lenna.bmp

非线性点运算



灰度直方图与点运算 42 2018年3月12日

图像反转

 灰度级范围为[0, 𝐿𝐿 − 1]的图像反转可定义为：

𝑠𝑠 = 𝐿𝐿 − 1 − 𝑟𝑟

原图 反转变换结果图
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图像反转

 用这种方式倒转图像的强度，可以产生图像反转
的对等图像。

 反转变换适用于增强嵌入于图像暗色区域的白色
或灰色细节,特别是当黑色面积占主导地位时
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对数变换

 对数变换的一般表达式为：

 𝑐𝑐是一个常数，假设𝑟𝑟 ≥ 0

 对数变换使一窄带低灰度输入图像值映射为一宽
带输出值，这种变换可以用来扩展被压缩的高值
图像中的暗像素

)1log( rcs +=
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对数变换

原图 对数变换后结果图
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幂次变换

 幂次变换的基本形式为：

 其中𝑐𝑐和𝛾𝛾为正常数

 幂次变换通过幂次曲线中的γ值决定把输入窄带暗
值映射到宽带输出值还是把输入窄带亮值映射到
宽带输出。

 当 γ <1 时，把输入的窄带暗值映射到宽带输出值，
提高灰度级，在正比例函数上方，使图像变亮

 当 γ >1 时，把输入的窄带亮值映射到宽带输出值，
降低灰度级，在正比例函数下方，使图像变暗

γcrs =
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幂次变换
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γ=25.0

γ=10.0

γ=2.5

γ=1

γ=0.4

γ=0.1

γ=0.04L-1

0

L/2

L/2 L-1
输入灰度级r

输
出
灰
度
级
s

γ=1.5

γ=0.66

幂次变换
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 用于修正幂次响应现象的过程

 几乎所有的CRT显示设备、摄像胶片、电子照相机
的光电转化特性都是非线性的，如果不进行矫正处
理的话，将无法得到好的图像效果
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图a为人的脊椎
骨的MR图像。

图b,c,d分别为应
用幂次变换，并
且c=1，γ分别为
0.6, 0.4, 0.3时的
变换结果。
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图a某区域的俯
瞰图。

图b,c,d分别为应
用幂次变换，并
且c=1，γ分别为
3, 4, 5时的变换
结果。
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对数变换 vs 幂次变换

 思考：

在图像灰度变换方法中，对数变换和幂次变换一
样，都是使一窄带输入图像映射为宽带输出值，有
何区别？

幂次变换与对数变换不同的是，随着𝛾𝛾取值的不同，变换会

得到一族变换曲线，在𝛾𝛾>1的值和𝛾𝛾<1的值产生的曲线有相

反的效果，因此幂次变换更为灵活，两者之间存在区别。
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分段线性变换

 对前三种灰度变换方法的补充，与前面所讨论的
变换函数相比，

 主要优势：形式可任意合成，有些重要变换的实际
应用可由分段线性函数描述，

 主要缺点：需要更多的用户输入。
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分段线性变换应用

 对比度拉伸，扩展图像处理时灰度系的动态范围
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分段线性变换应用

 灰度切割，提高特定灰度范围的亮度
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分段线性变换应用

 位平面
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直方图处理

Lena图像

反映图像灰度级与出现该灰度概率之间的关系

Lena图像的直方图

横坐标：灰度级𝑟𝑟
纵坐标：为某一灰度值𝑟𝑟𝑖𝑖的像素个数𝑛𝑛𝑖𝑖或是灰度出现概率𝑃𝑃(𝑟𝑟)
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直方图处理

r1 2 3 4 5 6

n

灰度直方图
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直方图处理

 对于一幅给定的图像来说，每一个像素取得[0,1]
区间内的灰度级是随机的，也就是说 𝑟𝑟是一个随
机变量。

 假定它们是连续的随机变量，那么，就可以用概
率密度函数𝑝𝑝(𝑟𝑟)来表示原始图像的灰度分布。

Pr(r)

r10

Pr(r)

10 r

(a) (b)

图像灰度分布概率密度函数
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直方图处理

 为了有利于数字图像处理，必须引入离散形式。

 离散化：用𝑟𝑟𝑘𝑘代表离散灰度级，则：

1 ,,2 ,1 ,0

10           )(

−=

≤≤=

lk

r
n
nrP k

k
kr
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直方图的计算

灰度级的直方图







灰度直方图与点运算 64 2018年3月12日

直方图均衡化

 一幅给定的图像的灰度级分布在0≤ r ≤1范围内。
可以对[0, 1]区间内的任一个 r 值进行如下变换

 通过上述变换，每个原始图像的像素灰度值𝑟𝑟都对
应产生一个𝑠𝑠值。

)(rTs =

 变换函数𝑇𝑇(𝑟𝑟)应满足下列条件：

 单调性：在0 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 1区间内，𝑇𝑇(𝑟𝑟)单值单调增加；

 有界性：对于0 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 1 ，有0 ≤ 𝑇𝑇(𝑟𝑟) ≤ 1。
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直方图均衡化

 满足这两个条件的变换函数的一个例子如图所示

灰度变换函数
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直方图均衡化

 从 𝑠𝑠到 𝑟𝑟的反变换可用式下表示

 一副图像的灰度级可被视为区间[0,1]的随机变量

 随机变量变量的一个最重要的基本描述是其概率密
度函数（PDF）

10         )(1 ≤≤= − ssTr
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直方图均衡化

令𝑝𝑝𝑟𝑟(𝑟𝑟)和𝑝𝑝𝑠𝑠(𝑠𝑠)分别代表随机变量𝑟𝑟和𝑠𝑠的概率密度函数。由

基本概率论可知：如果𝑝𝑝𝑟𝑟(𝑟𝑟)和𝑇𝑇−1(𝑠𝑠)已知,且𝑇𝑇−1(𝑠𝑠)满足条

件(1), 那么变换变量𝑠𝑠的概率密度函数𝑝𝑝𝑠𝑠(𝑠𝑠)可由下式得到：

ds
drrp

ds
sdTrpsp rrs )()()()(

1

==
−
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直方图均衡化

 直方图均衡化处理是以累积分布函数变换法为基
础的直方图修正法。假定变换函数为 ：

ωω dprTs r

r
)()(

0∫==

1
)(

1)(

/
1)()()(

)()( 11

=







⋅=





 ⋅=



 ⋅=

−− ==

rp
rp

drds
rp

ds
drrpsp

r
r

sTr
r

sTr
rs

 用这个结果代替𝑑𝑑𝑟𝑟/𝑑𝑑𝑠𝑠，得到:

)(])([)(
0

rpdp
dr
d

dr
rdT

dr
ds

r

r

r === ∫ ωω

 对𝑟𝑟进行求导得：
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直方图均衡化

 由上面的推导可见，在变换后的变量𝑠𝑠的定义域内
的概率密度是均匀分布的。

 用𝑟𝑟的累积分布函数作为变换函数，可产生一幅灰
度级分布具有均匀概率密度的图像，其结果扩展
了像素取值的动态范围。
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例题：给定一幅图像的灰度分布概率密度函数为:

直方图均衡化





 ≤≤+−

=
其他0

1022
)(

rr
rpr

对其进行均衡化处理。
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解：用累积分布函数原理求变换函数

rrddprTs
rr

r 2)22()()( 2

00
+−=+−=== ∫∫ ωωωω

变换后的s值与r值的关系为

)(22 rTrrs =+−=
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试证明：变换后的灰度级概率密度是均匀分布的。

s T r r r= = − +( ) 2 2

r T r s= = ± −−1 1 1( )

∵

∴

由于 r 取值在[0, 1]区间内，所以

[ ]
          r s
dr
ds

d
ds

s
s

= − −

= − − =
−

1 1

1 1
1

2 1
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p r r s sr ( ) ( )= − + = − − − + = −2 2 2 1 1 2 2 1

p s p r
dr
ds
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sS r

r T S

( ) ( )
( )

= ⋅






= − ⋅
−







=

= −1

2 1
1

2 1
1

而

所以

这说明在希望的灰度级范围内，它的概率密度

是均匀的
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直方图均衡化

1,,1,010)( −=≤≤= Lkr
n
nrp k

k
kr 

ωω dprTs
r

r )()(
0∫==

上述方法是以连续随机变量为基础进行讨论的。当灰

度级是离散值时，可用频数近似代替概率值，即

式 中变换函数的离散形式为

1,,1,010)()(
00

−=≤≤=== ∑∑
==

Lkrrp
n
n

rTs j

k

j
jr

k

j

j
kk 

其反变换式为：rk=T-1(sk) 
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例题

假定有一幅总像素为n＝64×64的图像，灰度

级数为8，各灰度级分布列于下表中。试对其

进行直方图均衡化。
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解答

81.0)()()()()()(

65.0)()()()()(

44.0)()()()(
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33
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0
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0

0

0
00
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∑

∑

∑

∑

=

=

=
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jr

rrr
j

jr

rr
j

jr

r
j

jr

处理过程如下：
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解答

依此类推：s4=0.89，s5=0.95， s6=0.98， s7=1.0

变换函数如图所示。
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这里只对图像取8个等间隔的灰度级，变换后的值也只能选择

最靠近的一个灰度级的值。因此，对上述计算值加以修正：

补充说明

𝑠𝑠0 = 0.19 ≈ 1
7

𝑠𝑠1 = 0.44 ≈ 3
7

𝑠𝑠2 = 0.65 ≈ 5
7

𝑠𝑠3 = 0.81 ≈ 6
7

𝑠𝑠4 = 0.89 ≈ 6
7

𝑠𝑠5 = 0.95 ≈ 1
𝑠𝑠6 = 0.98 ≈ 1 𝑠𝑠7 = 1.00
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补充说明

由上述数值可见，新图像将只有5个不同的灰度级别，可

以重新定义一个符号。

𝑠𝑠0′ = 1
7

𝑠𝑠3′ = 6
7

𝑠𝑠1′ = 3
7

𝑠𝑠4′ = 1

𝑠𝑠2′ = 5
7
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补充说明
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补充说明
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因为𝑟𝑟0 = 0，经变换得𝑠𝑠0 = 1/7，所以有790个像素取𝑠𝑠0这个灰

度值。𝑟𝑟1映射到𝑠𝑠1 = 3/7，所以有1023个像素取𝑠𝑠1 = 3/7这一

灰度值。依次类推，有850个像素取𝑠𝑠2 = 5/7这个灰度值。但

是，因为 𝑟𝑟3和 𝑟𝑟4均映射到 𝑠𝑠3 = 6/7 这一灰度级，所以有

656+329=985个像素取这个值。同样，有245+122+81= 448个像

素取𝑠𝑠4 = 1这个新灰度值。

用𝑛𝑛 = 4096来除上述这些𝑛𝑛𝑘𝑘值，便可得到新的直方图
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离散直方图均衡化

 由上面的例子可见，利用累积分布函数作为灰度
变换函数，经变换后得到的新灰度的直方图虽然
不很平坦，但新的灰度直方图比原始图像的直方
图已经要平坦得多，而且其动态范围也大大地扩
展了。

 因此这种方法对于对比度较弱的图像进行处理是
很有效的。
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与连续形式不同，一般不能证明

离散变换能产生均匀概率密度函

数的离散值(为均匀直方图)
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离散直方图均衡化

因为直方图是近似的概率密度函数，所以用离散灰度级

作变换一般得不到完全平坦的结果。另外，从上例可以

看出，变换后的灰度级减少了，这种现象叫做“简并”

现象。

由于简并现象的存在，处理后的灰度级总是要减少的，

这是像素灰度有限的必然结果。由于上述原因，数字图

像的直方图均衡只是近似的。
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直方图规定化

 目的

 使处理的图像具有指定的直方图形状。

 研究思路

 步骤
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直方图规定化

 假设𝑧𝑧表示变化后的连续灰度级， 和 表示对
应的概率密度函数，其中 表示输入图像的，
表示输出图像的。令

 假设对于输出图像，有

 由直方图均衡化可知

 从而

𝑝𝑝𝑟𝑟 (𝑟𝑟)和𝑇𝑇(𝑟𝑟)由输入图像求出，𝐺𝐺(𝑧𝑧)由输出图像的直方图求出。
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直方图规定化

 步骤

 求得变换函数𝑇𝑇(𝑟𝑟)

 求得变化函数𝐺𝐺(𝑧𝑧)

 求得反变换函数𝐺𝐺−1(𝑧𝑧)

 根据输入图像所有像素求得输出图像

尽管理论上可行，但在实际中很难求出 和
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𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 𝐶𝐶(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

 问题1：在给定𝐴𝐴图像和𝐶𝐶图像的情况下，如何选取灰

度变换函数？

 问题2：判断𝐴𝐴图像和𝐶𝐶图像是否为同一物理图像？

（请思考）

直方图规定化
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𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 𝐵𝐵(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 𝐶𝐶(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

 问题1：在给定𝐴𝐴图像和𝐶𝐶图像的情况下，如何选取灰

度变换函数？

 问题2：判断𝐴𝐴图像和𝐶𝐶图像是否为同一物理图像？

（请思考）

直方图规定化
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思考题

 理解什么是灰度直方图

 能从灰度直方图判断照片是否曝光过度（过曝）
和曝光不足（欠曝）

 理解点运算和直方图之间的关系

 理解直方图变换的原理

 了解直方图均衡化的过程
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空间域滤波增强
定义：空间域滤波增强采用模板处理方法对图像
进行滤波，去除图像噪声或增强图像的细节。
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空间域滤波增强

设当前待处理像素为𝑓𝑓(𝑚𝑚,𝑛𝑛) ，给出一个大小
为3×3的处理模板。
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空间域滤波增强

以模块运算系数表示即：
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常用的模板：
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空间域滤波增强
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(a)原图像 (b) 椒盐噪声 (c) 平滑
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