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数值分析

 研究各种数学问题求解的数值计算方法

 研究适合于计算机使用的数值计算方法

电子计算机成为数
值计算的主要工具
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数值分析

 研究用计算机解决数学问题的数值方法及其
理论

 函数的数值逼近、数值微分与数值积分、非线性
方程数值解、数值线性代数、微分方程数值解等

 数学的分支，不止研究数学本身，理论与计算紧
密结合，着重研究数学问题的数值方法及其理论

 也称为计算方法

 内容丰富，研究方法深刻，有自身理论体系

 既有纯数学的高度抽象性与严密科学性，又有应
用的广泛性与实际试验的高度技术性

 与计算机应用密切结合、实用性很强的数学课程



线性方程组数值解

 线性代数

 介绍解存在的唯一性及有关理论、精确解法

 无法在计算机上求解大规模的方程组

 数值分析

 研究适合计算机使用的、满足精度要求的、计
算省时间的有效算法及其相关的理论

 根据计算机容量、字长、速度等指标，研究具
体求解步骤和程序设计技巧

 有的方法在理论上虽不够严格，但通过实际计
算、对比分析等手段，证明有效，也应采用



特点

1. 面向计算机，要根据计算机特点提供实际可
行的有效算法，即算法只能包括加、减、乘
、除运算和逻辑运算

2. 有可靠的理论分析，能任意逼近并达到精度
要求，对近似算法要保证收敛性和数值稳定
性，还要对误差进行分析

3. 有好的计算复杂性．时间复杂性好是指节省
时间，空间复杂性好是指节省存储量

4. 有数值实验，通过实验证明它是行之有效的



中国计算数学的发展

 1955 周恩来领导10年科技规划，提出发展几
个新技术，包括计算技术（计算机，程序设计
，计算数学），半导体技术，自动化技术。

 1956 成立计算技术研究所筹备处，主任华罗
庚，手下有两个组（计算机与计算数学）。在
其领导下于数学所成立计算方法讨论班。

 1958 计算所成立，带半军事性质，并且与苏
联合作在中科院计算研究所造出104机。 北大
、吉大、复旦、南大相继成立计算数学专业。



中国计算数学的发展

 1958 “计算数学 ” 专业

 1984 “计算数学及其应用软件”专业

 加强计算机课程的分量

 1998 “信息与计算科学”专业

 加强信息课程的分量



中国计算数学的发展

 冯康（1920年9月9日－1993年8月17日）

 1944年冯康毕业于国立中央大学

 有限元方法

 辛几何算法

https://baike.baidu.com/item/%E5%86%AF%E5%BA%B7/47515?fr=aladdin



中国计算数学的发展

 冯康（1920年9月9日－1993年8月17日）

中国近代数学能够超越西方或与之并驾齐驱的
主要原因有三个，主要是讲能够在数学历史上
很出名的有三个：一个是陈省身教授在示性类
方面的工作，一个是华罗庚在多复变函数方面
的工作，一个是冯康在有限元计算方面的工作。

（1997年春丘成桐在清华大学所作题为“中
国数学发展之我见”的报告）



研究分支

1. 微分方程数值解是信息与计算数学的主要分
支。（气象、物理、力学等诸多领域）

2. 数值代数和最优化是科学计算、运筹学的基
础学科。（在材料科学、生命科学、信息科
学、交通、通讯以及金融中的计算问题）

3. 反问题无疑是最热门的方向之一。（图像处
理、信号处理）

4. 计算数学的应用型分支：与具体的应用结合
形成新的学科，比如说计算流体力学、计算
空气动力学、计算力学、计算物理
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误差来源

 1. 模型误差

 数学模型与实际问题之间出现的误差

 只有实际问题提法正确，建立数学模型时又抽
象、简化得合理，才能得到好的结果

 这种误差难以用数量表示，通常都假定数学模
型是合理的，这种误差可忽略不计

 2. 观测误差

 在数学模型中往往还有一些根据观测得到的物
理量，如温度、长度、电压等

 由观测产生的误差，本课程也不讨论这种误差



误差来源

 3. 截断误差/方法误差

 当数学模型不能得到精确解时，通常要用数值
方法求它的近似解

 近似解与精确解之间的误差

 例：用Taylor多项式近似函数

截断误差（泰勒余项定理）：

其中𝜉在0与𝑥之间

௡
௙ᇲሺ଴ሻ

ଵ!
௙ᇲᇲሺ଴ሻ

ଶ!
ଶ ௙ሺ೙ሻሺ଴ሻ

௡!
௡

௡ ௡

ሺ௡ାଵሻ
௡ାଵ



误差来源

 3. 截断误差/方法误差

 真实函数

ଷ ହ ଻

ଶ ଷ ସ

௫
ଶ ଷ ௡



误差来源

 3. 截断误差/方法误差

 真实函数

 近似函数

 截断误差为

௫
௡

௡ାଵ
ఏ௫

௡

ଶ ଷ ௡

௫
ଶ ଷ ௡



误差来源

 4. 舍入误差

 由于计算机的字长有限，原始数据在计算机上
表示会产生误差

 计算过程又可能产生新的误差

 例：用 近似代替 ，产生的误差

就是舍入误差



多种误差同时出现

 例：近似计算 ି௫మଵ
଴

 将 ି௫మ
作Taylor展开后再积分：

ି௫మ
ଵ

଴

ଶ
ସ ଺ ଼ଵ

଴

ସସ



多种误差同时出现（续）

 取 ି௫మଵ
଴ ସ，则 ସ

ଵ
ସ!

ଵ
ଽ

ଵ
ହ!

ଵ
ଵଵ

称为截断误差

 这里 ସ
ଵ
ସ!

ଵ
ଽ

 舍入误差

 总体误差

ସ



误差分析

 误差分析/估计

 研究计算结果的误差是否满足精度要求

 本课程主要讨论算法的截断误差与舍入误差

 例1.1 计算 ௡
ିଵ ௡ ௫ଵ

଴
，并估计误差

 分部积分公式：

න 𝑢ሺ𝑥ሻ𝑣′ሺ𝑥ሻ
௕

௔
𝑑𝑥 ൌ 𝑢ሺ𝑥ሻ𝑣ሺ𝑥ሻ ௔

௕ െ න 𝑢ᇱ 𝑥 𝑣ሺ𝑥ሻ
௕

௔
𝑑𝑥



例1.1（续）

 令 ௡ ௫，有：

𝐼௡ ൌ 𝑒ିଵ  න 𝑥௡𝑒௫
ଵ

଴
d𝑥

 

ൌ 𝑒ିଵ 𝑒ଵ െ 𝑛 න 𝑥௡ିଵ𝑒௫
ଵ

଴
𝑑𝑥

ൌ 𝑒ିଵ 𝑥௡𝑒௫
଴
ଵ െ 𝑛 න 𝑥௡ିଵ𝑒௫

ଵ

଴
𝑑𝑥

ൌ 1 െ 𝑛𝐼௡ିଵ



例1.1（续）

 计算 ௡的递推公式：

 为计算 ଴，先计算 ିଵ

并取 ，用四位小数计算，则得 ିଵ

，截断误差

௡ ௡ିଵ

଴
ିଵ ௫

ଵ

଴

ିଵ

ିଵ
ଶ ௞

଻
ିଵ ିସ



例1.1（续）

 初始值 ଴ ଴，用先前递推公式

଴

௡ ௡ିଵ 
方案（A）

௡ （A） ௡
∗ （B） ௡ （A） ௡

∗ （B）



例1.1（续）

 ଼ ，与 ௡ 相矛盾

 ଽ ，同样有问题

 初值 ଴ 有误差 ଴ ଴ ଴

 各步计算的误差 ௡ ௡ ௡满足关系

ିଵ
ିଵ

଴ஸ௫ஸଵ
௫  ௡

ଵ

଴
 ௡

௡
ିଵ

଴ஸ௫ஸଵ
௫  ௡

ଵ

଴

௡ ௡ିଵ ௡
௡

଴



例1.1（续）

 例如 ，若 ଴
ଵ
ଶ

ିସ，则 ଼

଴

 当 时，根据前面的上下界：

 粗略取

根据递推公式

𝑒ିଵ

10 ൏ 𝐼ଽ ൏
1

10

𝐼ଽ ൎ
1
2

1
10 ൅

𝑒ିଵ

10 ൌ 0.0684 ൌ 𝐼ଽ
∗

方案（B）
ଽ
∗

௡ିଵ
∗

୬
∗



例1.1（续）

 ଴
∗与 ଴的误差不超过 ିସ。由于 ଴

∗ ଵ
௡! ௡

∗ ， ଴
∗比

௡
∗ 缩小了 倍。尽管 ଽ

∗较大，但误差逐步缩小

 方案（A）计算时，初值 ଴较准确，但误差逐步扩大

௡ （A） ௡
∗ （B） ௡ （A） ௡

∗ （B）

差之毫厘、谬以千里
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误差与误差限

 定义1.1 设 为准确值， ∗为 的近似值，称
∗ ∗

为近似值的绝对误差，简称误差

 ∗可正可负：当绝对误差为正时，叫做强近似
值；当绝对误差为负时，叫做弱近似值

 通常准确值 和误差 ∗都是未知的

 估计出误差的绝对值不超过某正数 ∗，称为
近似值的误差限

 总是正数

 ∗ ∗，也可表示为𝑥 ൌ 𝑥∗ േ 𝜀∗



误差与误差限

 例：用米刻度的米尺测量一长度 （单位：
mm）

 读出和该长度接近的刻度 ∗， ∗是 的近似值，
它的误差限是 ，于是

∗

 如读出的长度为 ，则有

从上式仍不知道准确的 是多少，但知道

即



误差的局限

 误差限的大小不能完全表示近似值的好坏

 例：有两个量 ， ，则

虽然 ௬
∗比 ௫

∗大 倍，但

说明 ∗近似 的程度比 ∗近似 的程度好

 在判断近似值好坏时，除考虑误差大小外，
还应考虑准确值 本身的大小

∗
௫
∗ ∗

௬
∗

௬
∗

∗
௫
∗

∗



相对误差

 近似值的误差 ∗与准确值 的比值

称为近似值 ∗的相对误差，记作 ୰
∗

 由于 未知，通常取

 当𝑒୰
∗ ൌ 𝑒∗/𝑥∗较小时，近似合理

∗ ∗

୰
∗

∗

∗

∗

∗

𝑒∗

𝑥 െ
𝑒∗

𝑥∗ ൌ
𝑒∗ 𝑥∗ െ 𝑥

𝑥∗𝑥 ൌ
𝑒∗ ଶ

𝑥∗ 𝑥∗ െ 𝑒∗ ൌ
𝑒∗/𝑥∗ ଶ

1 െ 𝑒∗/𝑥∗



相对误差限

 相对误差也可正可负，它的绝对值上界称为
相对误差限，记作 ௥

∗

 ∗为近似值的误差限

 例：有两个量 ，

所以， ∗近似 的程度比 ∗近似 的程度好

௥
∗

∗

∗

𝜀௫
∗

𝑥∗ ൌ
1

10 ൌ 10% ൐
𝜀௬

∗

𝑦∗ ൌ
5

1000 ൌ 0.5%



四舍五入

 当准确值 有多位数时，常常按四舍五入的
原则得到 的前几位近似值 ∗

 例：

 取前 位， ଷ
∗＝ ， ଷ

∗

 取前 位， ହ
∗＝ ， ହ

∗

𝑒ଷ
∗ ൌ 𝜋 െ 3.14 ൑ 0.002 ൑

1
2 ൈ 10ିଶ

𝑒ହ
∗ ൌ 𝜋 െ 3.1416 ൑ 0.000008 ൑

1
2 ൈ 10ିସ

误差都不超过末位数字的半个单位



有效数字

 若近似值 ∗的误差限是某一位的半个单位，
该位到 ∗的第一位非零数字共有 位，就说

∗有 位有效数字

 ଷ
∗＝ ， 位有效数字

 ହ
∗＝ ， 位有效数字



有效数字

 若近似值 ∗的误差限是某一位的半个单位，
该位到 ∗的第一位非零数字共有 位，就说

∗有 位有效数字

 可以写成标准形式

 其中 ଵ是 到 中的一个数字； ଶ ௡是 到
中的一个数字； 为整数，且

ൌ േ𝑎ଵ. 𝑎ଶ … 𝑎௡ ൈ 10௠

𝑥∗ ൌ േ10௠ ൈ 𝑎ଵ ൅ 𝑎ଶ ൈ 10ିଵ ൅ ⋯ ൅ 𝑎௡ ൈ 10ିሺ௡ିଵሻ

𝑒∗ ൌ 𝑥 െ 𝑥∗ ൑
1
2 ൈ 10௠ି௡ାଵ

其他形式：𝑥∗ ൌ േ0. 𝑎ଵ𝑎ଶ … 𝑎௡ ൈ 10௠



举例

 例1.2 按四舍五入原则写出下列各数具有五
位有效数字的近似数

 例： ，判断下面的有
效数字有几位

近似值 有效数字 原因

1.73 3 3 െ 1.73 ൏ 0.5 ൈ 10ିଶ ൌ 0.5 ൈ 10଴ିଷାଵ

1.7321 5 3 െ 1.7321 ൏ 0.5 ൈ 10ିସ ൌ 0.5 ൈ 10଴ିହାଵ

1.7320 4 3 െ 1.7320 ൐ 0.5 ൈ 10ିସ ൌ 0.5 ൈ 10଴ିହାଵ



举例

 例1.2 按四舍五入原则写出下列各数具有五
位有效数字的近似数

 例： ，判断下面的有
效数字有几位

近似值 有效数字 原因

1.73 3 3 െ 1.73 ൏ 0.5 ൈ 10ିଶ ൌ 0.5 ൈ 10଴ିଷାଵ

1.7321 5 3 െ 1.7321 ൏ 0.5 ൈ 10ିସ ൌ 0.5 ൈ 10଴ିହାଵ

1.7320 4 3 െ 1.7320 ൏ 0.5 ൈ 10ିଷ ൌ 0.5 ൈ 10଴ିସାଵ



例1.3

 重力常数 ，如果以 ଶ为单位，
ଶ；如果以 ଶ为单位，

ଶ，它们都具有3位有效数字

 按第一种写法

 按第二种写法

 绝对误差限：
ଵ
ଶ

ିଶ ଶ、
ଵ
ଶ

ିହ ଶ

 相对误差限： ୰
∗

|𝑔 െ 9.80| ൑
1
2 ൈ 10ିଶ ൌ

1
2 ൈ 10଴ିଷାଵ

|𝑔 െ 0.00980| ൑
1
2 ൈ 10ିହ ൌ

1
2 ൈ 10ିଷିଷାଵ



讨论

 重力常数 ，如果以 ଶ为单位，
ଶ；如果以 ଶ为单位，

ଶ，它们都具有3位有效数字

 有效位数与小数点后有多少位数无关

 相同的情况下，有效位数越多，绝对误差限
越小

 绝对误差与误差限是有量纲的

 相对误差与相对误差限是无量纲的

𝜀∗ ൌ
1
2 ൈ 10௠ି௡ାଵ



有效数字与相对误差限

 定理1.1 对于下面的近似数

若 ∗具有 位有效数字，则其相对误差限为

反之，若 ∗的相对误差限满足

则 ∗至少具有 位有效数字

 有效位数越多，相对误差限越小

𝑥∗ ൌ േ10௠ ൈ 𝑎ଵ ൅ 𝑎ଶ ൈ 10ିଵ ൅ ⋯ ൅ 𝑎௡ ൈ 10ିሺ௡ିଵሻ

𝜀୰
∗ ൑

1
2𝑎ଵ

ൈ 10ିሺ௡ିଵሻ

𝜀୰
∗ ൑

1
2ሺ𝑎ଵ൅1ሻ ൈ 10ିሺ௡ିଵሻ



定理1.1 （证明）

 由 ∗的形式可知

 当 ∗有 位有效数字时，有

 反之，若 ୰
∗ ଵ

ଶሺ௔భାଵሻ
ିሺ௡ିଵሻ，有

𝑥 െ 𝑥∗

𝑥∗ ൑
0.5 ൈ 10௠ି௡ାଵ

𝑎ଵ ൈ 10௠ ൌ
1

2𝑎ଵ
ൈ 10ିሺ௡ିଵሻ

𝑎ଵ ൈ 10௠ ൑  𝑥∗ ൑ ሺ𝑎ଵ ൅ 1ሻ ൈ 10௠

𝑥 െ 𝑥∗ ൑ 𝑥∗ 𝜀୰
∗

൑ 𝑎ଵ ൅ 1 ൈ 10௠ ൈ
1

2ሺ𝑎ଵ൅1ሻ ൈ 10ି ௡ିଵ ൌ
1
2 ൈ 10௠ି௡ାଵ



例1.4

 要使 的近似值的相对误差限小于 ，
要取几位有效数字？

 根据定理1.1，知

 由 ，知 ଵ

 易得当 时，

 此时，

𝜀୰
∗ ൑

1
2𝑎ଵ

ൈ 10ିሺ௡ିଵሻ

𝜀୰
∗ ൑

1
8 ൈ 10ିଷ ൏ 10ିଷ ൌ 0.1%



几点说明

1. 用四舍五入法取准确值的前 位作为近似值

，则 ∗必有 位有效数字

2. 有效数字位数相同的两个近似数，绝对误差

限不一定相同

 单位可能不同，见例1.3

3. 将任何数乘以 ௠( 为整数)，等于移动该

数的小数点，并不影响它的有效数字的位数

4. 准确值被认为具有无穷位有效数字



数值运算的误差估计

两个近似数 ଵ
∗和 ଶ

∗，其误差限分别为

ଵ
∗  和 ଶ

∗ ，则

当自变量有误差时，计算函数值也会产生
误差，其误差限可用Taylor展开式来估计

𝜀 𝑥ଵ
∗ േ 𝑥ଶ

∗ ൌ 𝜀 𝑥ଵ
∗ ൅ 𝜀 𝑥ଶ

∗

𝜀 𝑥ଵ
∗𝑥ଶ

∗ ൎ 𝑥ଵ
∗ 𝜀 𝑥ଶ

∗ ൅ 𝑥ଶ
∗ 𝜀 𝑥ଵ

∗

𝜀
𝑥ଵ

∗

𝑥ଶ
∗ ൎ

𝑥ଵ
∗ 𝜀 𝑥ଶ

∗ ൅ 𝑥ଶ
∗ 𝜀 𝑥ଵ

∗

𝑥ଶ
∗ ଶ   𝑥ଶ

∗ ് 0



一元函数的误差估计

 设 是一元函数， 的近似值为 ∗，以
∗ 近似 ，根据Taylor展开

 其中 介于 与 ∗之间

 上式取绝对值，得

 ᇱ ∗ 与 ᇱᇱ ∗ 的比值不太大，误差限
∗ 近似为

𝑓 𝑥 െ 𝑓 𝑥∗ ൌ 𝑓ᇱ 𝑥∗ 𝑥 െ 𝑥∗ ൅
𝑓ᇱᇱ 𝜉

2 𝑥 െ 𝑥∗ ଶ

𝑓 𝑥 െ 𝑓 𝑥∗ ⩽ 𝑓ᇱ 𝑥∗ 𝜀 𝑥∗ ൅
𝑓ᇱᇱ 𝜉

2 𝜀ଶ 𝑥∗

𝜀ሺ𝑓ሺ𝑥∗ሻሻ  ൎ 𝑓ᇱ 𝑥∗ 𝜀 𝑥∗



多元函数的误差估计

 当 为多元函数时，计算 ଵ ଶ ௡

 如果 ଵ ଶ ௡的近似值为 ଵ
∗

ଶ
∗

௡
∗，则

的近似值为 ∗
ଵ
∗

ଶ
∗

௡
∗

 函数值 ∗的误差 ∗ 由Taylor展开得

௡

௞ୀଵ

ଵ
∗

ଶ
∗

௡
∗

௞
௞
∗

௞

௡

௞ୀଵ ௞

∗

௞
∗

∗ ∗
ଵ
∗

ଶ
∗

௡
∗

ଵ ଶ ௡



多元函数的误差估计

 当 为多元函数时，计算 ଵ ଶ ௡

 如果 ଵ ଶ ௡的近似值为 ଵ
∗

ଶ
∗

௡
∗，则

的近似值为 ∗
ଵ
∗

ଶ
∗

௡
∗

 ∗的误差限为

 ∗的相对误差限

𝜀 𝐴∗ ൎ ෍  
௡

௞ୀଵ

𝜕𝑓
𝜕𝑥௞

∗

𝜀 𝑥௞
∗

𝜀୰
∗ ൌ 𝜀୰ 𝐴∗ ൌ

𝜀 𝐴∗

𝐴∗ ൎ ෍  
௞

௞ୀଵ

𝜕𝑓
𝜕𝑥௞

∗ 𝜀 𝑥௞
∗

𝐴∗



多元函数的误差估计

 例1.5 已测得某场地长 的值为 ∗ ，
宽 的值为 ∗ ，已知 ∗

， ∗ ，试求面积 的绝
对误差限和相对误差限

 因
డௌ
డ௟

డௌ
డௗ

，由多元函数误差限公式，知

其中
డௌ
డ௟

∗
∗ ，

డௌ
డௗ

∗
∗ ，

∗ ， ∗

𝜀 𝑆∗ ൎ
𝜕𝑆
𝜕𝑙

∗

𝜀 𝑙∗ ൅
𝜕𝑆
𝜕𝑑

∗

𝜀 𝑑∗



多元函数的误差估计

 例1.5 已测得某场地长 的值为 ∗ ，
宽 的值为 ∗ ，已知 ∗

， ∗ ，试求面积 的绝
对误差限和相对误差限

 绝对误差限为

 相对误差限为

𝜀 𝑆∗ ൎ 80 ൈ 0.2 ൅ 110 ൈ 0.1  mଶ ൌ 27 mଶ

𝜀୰ 𝑆∗ ൌ
𝜀 𝑆∗

𝑆∗ ൌ
𝜀 𝑆∗

𝑙∗𝑑∗ ൎ
27

8800 ൌ 0.31%
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 研究对象与特点

 误差来源与误差分析

 误差的基本概念

 误差分析的方法与原则



误差分析面临的挑战

 实际工程或科学计算问题往往要运算千万次

 每步都作误差分析是不可能的

 误差积累有正有负，绝对值有大有小，都按最
坏情况估计得到的结果比实际误差大得多

 概率分析法

 将数据和运算中的舍入误差视为适合某种分布
的随机变量，然后确定计算结果的误差分布

 误差定性分析

 数值稳定性：运算过程舍入误差不增长的计算
公式是数值稳定的，否则是不稳定的



误差定性分析

 例1.1中 方案（A）：数值不稳定的

 例1.1中 方案（B）：数值稳定的

 研究一个计算公式是否稳定

 假定初始值有误差 ଴，中间不再产生新误差，考
察由 ଴引起的误差积累是否增长，如不增长就认
为是稳定的，否则是不稳定的

 对于稳定的计算公式，不具体估计舍入误差积
累也可相信它是可用的，误差限不会太大

 不稳定的公式通常就不能使用，如要使用，其
计算步数也只能很少，并且注意控制累计误差



1. 要避免除数绝对值远远小于被
除数绝对值的除法

 用绝对值小的数作除数，舍入误差会增大

 计算
௫
௬
，若

 表明当 相对太小时，商的绝对误差可能很大

𝜀
𝑥
𝑦 ൎ

𝑥 𝜀 𝑦 ൅ 𝑦 𝜀 𝑥
𝑦 ଶ ൌ

𝑥 𝜀 𝑦
𝑦 ଶ ൅

𝜀 𝑥
𝑦



例1.6 （不合适）

 线性方程组 ଵ ଶ
ଵ ଶ

的准确解为

 四位浮点十进制数下用消去法求解

𝑥ଵ ൌ
200000
399999 ൌ 0.50000125, 

𝑥ଶ ൌ
199998
199999 ൌ 0.999995. 

൝10ିସ ൈ 0.1000𝑥ଵ ൅ 10ଵ ൈ 0.1000𝑥ଶ ൌ 10ଵ ൈ 0.1000 
10ଵ ൈ 0.2000𝑥ଵ ൅ 10ଵ ൈ 0.1000𝑥ଶ ൌ 10ଵ ൈ 0.2000   

①
②



൝10ିସ ൈ 0.1000𝑥ଵ ൅ 10ଵ ൈ 0.1000𝑥ଶ ൌ 10ଵ ൈ 0.1000 
10ଵ ൈ 0.2000𝑥ଵ ൅ 10ଵ ൈ 0.1000𝑥ଶ ൌ 10ଵ ൈ 0.2000   

例1.6 （续）

 ① ିସ ，得

 ③ ② ，消除 ଵ，得

 精度有限，忽略小数字

 由此解出 ଵ ， ଶ ，显然严重失真

①
②

10ଵ ൈ 0.2000𝑥ଵ ൅ 10଺ ൈ 0.2000𝑥ଶ ൌ 10଺ ൈ 0.2000 

10଺ ൈ 0.2000𝑥ଶ െ 10ଵ ൈ 0.1000𝑥ଶ ൌ ሺ10଺െ10ଵሻ ൈ 0.2000 

൝10ିସ ൈ 0.1000𝑥ଵ ൅ 10ଵ ൈ 0.1000𝑥ଶ ൌ 10ଵ ൈ 0.1000 
10଺ ൈ 0.2000𝑥ଶ ൌ 10଺ ൈ 0.2000                                      

①

③



 ② ① ，消除 ଶ，得

 精度有限，忽略小数字

 由此解出 ଵ ， ଶ ，基本正确

൝10ିସ ൈ 0.1000𝑥ଵ ൅ 10ଵ ൈ 0.1000𝑥ଶ ൌ 10ଵ ൈ 0.1000 
10ଵ ൈ 0.2000𝑥ଵ ൅ 10ଵ ൈ 0.1000𝑥ଶ ൌ 10ଵ ൈ 0.2000   

例1.6 （续）

①
②

10ଵ ൈ 0.2000𝑥ଵ െ 10ିସ ൈ 0.1000𝑥ଵ ൌ 10ଵ ൈ 0.1000

൝10ଵ ൈ 0.2000𝑥ଵ ൌ 10ଵ ൈ 0.1000                                      
10ଵ ൈ 0.2000𝑥ଵ ൅ 10ଵ ൈ 0.1000𝑥ଶ ൌ 10ଵ ൈ 0.2000   ②

本例子阐述的是：大数“吃掉”小数



2. 要避免两相近数相减

 两相近数相减会导致有效数字严重损失

 例 ， 都有五位有效数字，
但 只有两位有效数字

 令 ，则

 当 时， ，相对误差限会很大

୰

୰ ୰



例1.7

 计算 ଻ °

 由于 ° ，直接计算得

只有 位有效数字

 若利用 ଶ ௫
ଶ
计算，则有

有 位有效数字，其中 °

𝐴 ൌ 10଻ 1 െ cos 2° ൌ 10଻ 1 െ 0.9994 ൌ 6 ൈ 10ଷ

𝐴 ൌ 10଻ 1 െ cos 2° ൌ 2 ൈ sin 1° ଶ ൈ 10଻ ൌ 6.13 ൈ 10ଷ



解决方案

1. 改变计算公式

 如果 ଵ和 ଶ很接近

 当 很大时

 若 ∗ ，可用 Taylor 展开

2. 增加有效位数进行运算

 采用双倍字长，增加计算时间和内存

lg 𝑥ଵ െ lg 𝑥ଶ ൌ lg
𝑥ଵ
𝑥ଶ

𝑥 ൅ 1 െ 𝑥 ൌ
1

𝑥 ൅ 1 ൅ 𝑥

𝑓 𝑥 െ 𝑓 𝑥∗ ൌ 𝑓ᇱ 𝑥∗ 𝑥 െ 𝑥∗ ൅
𝑓ᇱᇱ 𝑥∗

2 𝑥 െ 𝑥∗ ଶ ൅ ⋯



3. 要防止大数“吃掉”小数

 大数“吃掉”小数的现象，影响结果可靠性

 参加运算的数有时数量级相差很大

 计算机位数有限，如不注意运算次序

 解决方案

 按绝对值由小到大的顺序累加

 合理分组，保证数量级大致相同



例1.8

 在五位十进制计算机上，计算

其中 ௜
 把运算的数写成规格化形式，有

 计算时要对阶，若取 ௜ ，对阶时 ௜
ହ，在五位的计算机中表示为

𝐴 ൌ 52492 ൅ ෍ 𝛿௜

ଵ଴଴଴

୧ୀଵ

𝐴 ൌ 0.52492 ൈ 10ହ ൅ ෍ 𝛿௜

ଵ଴଴଴

୧ୀଵ



例1.8（续）

 因此得到下面的不可靠结果

 如果先把数量级相同的 个 ௜相加，最后再
加上 ，这时有

𝐴 ൌ 0.52492 ൈ 10ହ ൅ 0.000009 ൈ 10ହ ൅ ⋯ ൅ 0.000009 ൈ 10ହ

≜ 0.52492 ൈ 10ହ （≜表示机器中相等）

0.1 ൈ 10ଷ ൑ ෍ 𝛿௜

ଵ଴଴଴

୧ୀଵ

൑ 0.9 ൈ 10ଷ

0.001 ൈ 10ହ ൅ 0.52492 ൈ 10ହ ൑ 𝐴 ൑ 0.009 ൈ 10ହ ൅ 0.52492 ൈ 10ହ

52592 ൑ 𝐴 ൑ 53392



4. 简化计算步骤、减少运算次数

 减少运算次数

 节省计算机的计算时间，还能减小舍入误差

 是数值计算必须遵从的原则

 例1.9 计算 ଶହହ的值

 逐个相乘，要用 次乘法

 写成

只需要 次乘法运算

ଶହହ ଶ ସ ଼ ଵ଺ ଷଶ ଺ସ ଵଶ଼



秦九韶算法

 例：计算多项式

 直接结算 ௞
௞再逐项相加，一共需做

次乘法和 次加法

 秦九韶算法

௡ ௡
௡

௡ିଵ
௡ିଵ

ଵ ଴

௡ ௡ ௡ିଵ ௡ିଶ ଵ ଴



秦九韶算法

 例：计算多项式

 直接结算 ௞
௞再逐项相加，一共需做

次乘法和 次加法

 秦九韶算法： 次乘法和 次加法

௡ ௡
௡

௡ିଵ
௡ିଵ

ଵ ଴

௡ ௡

௞ ௞ାଵ ௞

௡ ଴



秦九韶算法

 秦九韶（约公元1202年－1261年），南宋末
年人，出生于鲁郡（今山东曲阜一带人）

https://baike.baidu.com/item/%E7%A7%A6%E4%B9%9D%E9%9F%B6%E7%AE%97%E6%B
3%95/449196

秦九韶聪敏勤学，宋绍定四年（公元1231），秦九韶考中进
士，先后担任县尉、通判、参议官、州守等职。
他在政务之余，以数学为主线进行潜心钻研，且应用范围至
为广泛：天文历法、水利水文、建筑、测绘、农耕、军事、
商业金融等方面。
秦九韶是我国古代数学家的杰出代表之一，他的《数书九章》
概括了宋元时期中国传统数学的主要成就，尤其是系统总结
和发展了高次方程的数值解法与一次同余问题的解法，提出
了相当完备的“正负开方术”和“大衍求一术”。对数学发
展产生了广泛的影响。



秦九韶算法

宋淳祜四至七年（公元1244至1247），秦九韶在湖州为母亲守
孝三年期间，把长期积累的数学知识和研究所得加以编辑，写成
了举世闻名的数学巨著《数书九章》。 书成后，并未出版。原稿
几乎流失，书名也不确切。后历经宋、元，到明建国，此书无人
问津，直到明永乐年间，在解缙主编《永乐大典》时，记书名为
《数学九章》。又经过一百多年，经王应麟抄录后，由王修改为
《数书九章》。

19世纪初，英国数学家威廉·乔治·霍纳重新发现并证明，后世称
作霍纳算法（Horner's method、Horner scheme）。但是，
19世纪英国传教士伟烈亚力Alexander Wylie. (1815–1887) 
最早对霍纳的发明权提出质疑。……

他被国外科学史家称为是“他那个民族，那个时代，并且确实也
是所有时代最伟大的数学家之一。
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