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引言

 许多实际问题都要用函数 来表示某
种内在规律的数量关系

 部分函数是通过实验或观测得到，只能给出函数
在一系列点 的函数值  

 有些函数虽有解析式，但由于计算复杂，通常也
造一张函数表，如三角函数表、对数表等

 为了研究函数变化规律，往往需要求不在表
上的函数值

 构造一个既能反映函数 特性、又便于计算的
简单函数 ，用 近似

   ，对于 成立



现代机械工业

 给出零件外形曲
线的某些型值点

 

 加工时计算零件
外形曲线其他点
的函数值，即求
插值函数的问题



插值法定义

 定义2.1 设函数𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ在区间 𝑎, 𝑏 上有定义，且已
知在点𝑎  𝑥 ൏ 𝑥ଵ ൏ ⋯ ൏ 𝑥  𝑏上的值𝑦, 𝑦ଵ, … , 𝑦，
若存在一简单函数𝑃ሺ𝑥ሻ，使得

𝑃 𝑥 ൌ 𝑦  𝑖 ൌ 0,1, … , 𝑛 ，                     ሺ2.1.1ሻ

成立，就称𝑃ሺ𝑥ሻ为𝑓ሺ𝑥ሻ的插值函数，点𝑥, 𝑥ଵ, … , 𝑥称为
插值节点，包含插值节点的区间 𝑎, 𝑏 称为插值区间，
求𝑃ሺ𝑥ሻ的方法称为插值法。

若𝑃ሺ𝑥ሻ是次数不超过𝑛的代数多项式，即

𝑃 𝑥 ൌ 𝑎  𝑎ଵ𝑥  ⋯  𝑎𝑥，           ሺ2.1.2ሻ

其中𝑎为实数，就称𝑃 𝑥 为插值多项式，相应的插值法
称为多项式插值；若为𝑃 𝑥 分段的多项式，就称之为分
段插值；若为𝑃 𝑥 三角多项式，就称之为三角插值。



插值法的图形表示

 插值法就是求曲线 ，使其通过给定
的 个点   ， ，并用它
近似已知曲线

𝑂 𝑥

𝑦

𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ

𝑦 ൌ 𝑃ሺ𝑥ሻ

𝑥𝑥ଵ

𝑦ଵ

𝑦



发展历史

 早在一千多年前，我国科学家在研究历法中
就应用了线性插值与二次插值

 基本理论和结果却是在微积分产生以后才逐
步完善的，其应用也日益增多

 计算机广泛使用以后，由于航空、造船、精
密机械加工等实际问题的需要，插值法得到
进一步发展



本章内容

 如何求出插值函数

 多项式插值

 分段插值函数

 样条插值函数

 理论分析

 插值函数 的存在唯一性

 收敛性

 误差估计
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插值多项式的存在唯一性

 设 是形如式 的插值多项式， 代
表所有次数不超过 的多项式集合， 

 由   ，得到

 关于  ଵ 的 元线性方程组

 插值多项式的唯一性 方程组解的唯一性

 ଵ 


 ଵ   




 ଵ ଵ  ଵ


ଵ

 ଵ   






插值多项式唯一

 方程组 的系数行列式为

 称为Vandermonde（范德蒙）行列式

 利用行列式性质可得

 时  ，上式所有因子  

 定理2.1 满足式 的插值多项式唯一

  ଵ 

 
ଶ

ଵ ଵ
ଶ




ଵ


 
ଶ




𝑉 𝑥, 𝑥ଵ, … , 𝑥 ൌ ෑ ෑ 𝑥 െ 𝑥

ିଵ

ୀ



ୀଵ



线性插值

 可以通过求解方程组 得到

 不仅计算复杂，而且难以得到的简单表达式

 两点之间插值（ ）

 已知区间  ାଵ 的端点处的函数值   ，

ାଵ ାଵ ，要求线性插值多项式 ଵ

𝐿ଵ 𝑥 ൌ 𝑦，𝐿ଵ 𝑥ାଵ ൌ 𝑦ାଵ

𝑂 𝑥

𝑦

𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ

𝑦 ൌ 𝐿ଵሺ𝑥ሻ

𝑥ାଵ𝑥

𝑦

𝑦ାଵ𝑦 ൌ 𝐿ଵሺ𝑥ሻ就是通过
𝑥, 𝑦 和 𝑥ାଵ, 𝑦ାଵ
的直线



线性插值解析式

 点斜式

 两点式

 ଵ 是由两个线性函数的线性组合得到的

𝐿ଵ 𝑥 ൌ 𝑦 
𝑦ାଵ െ 𝑦
𝑥ାଵ െ 𝑥

𝑥 െ 𝑥

𝑂 𝑥

𝑦

𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ

𝑦 ൌ 𝐿ଵሺ𝑥ሻ

𝑥ାଵ𝑥

𝑦

𝑦ାଵ

𝐿ଵ 𝑥 ൌ
𝑥ାଵ െ 𝑥

𝑥ାଵ െ 𝑥
𝑦 

𝑥 െ 𝑥
𝑥ାଵ െ 𝑥

𝑦ାଵ                        ሺ2.2.4ሻ

𝑙 𝑥 ൌ
𝑥 െ 𝑥ାଵ

𝑥 െ 𝑥ାଵ
，𝑙ାଵ 𝑥 ൌ

𝑥 െ 𝑥
𝑥ାଵ െ 𝑥

𝐿ଵ 𝑥 ൌ 𝑦𝑙 𝑥  𝑦ାଵ𝑙ାଵ 𝑥                            ሺ2.2.5ሻ

ሺ2.2.3ሻ 



一次插值基函数

  及 ାଵ 也是线性插值多项式，并且
满足

被称为一次插值基函数或线性插值基函数

𝑙 𝑥 ൌ 1，𝑙 𝑥ାଵ ൌ 0

𝑙ାଵ 𝑥 ൌ 0，𝑙ାଵ 𝑥ାଵ ൌ 1

𝑂 𝑥

𝑦

𝑙 𝑥

𝑥ାଵ𝑥

1

(a)
𝑂 𝑥

𝑦

𝑙ାଵ 𝑥

𝑥ାଵ𝑥

1

(b)



抛物插值

 三个点之间插值（ ）

 插值节点 ିଵ  ାଵ，求二次插值多项式 ଶ

 ଶ 是通过三点 ିଵ ିଵ ，   ，

ାଵ ାଵ 的抛物线

 为了求出 ଶ 的表达式，可采用基函数方法

 基函数𝑙ିଵ 𝑥 ，𝑙 𝑥 及𝑙ାଵ 𝑥 是二次函数

𝐿ଶሺ𝑥ሻ ൌ 𝑦   ሺ𝑗 ൌ 𝑘 െ 1, 𝑘, 𝑘  1ሻ

𝑙ିଵ 𝑥ିଵ ൌ 1，𝑙ିଵ 𝑥 ൌ 0         𝑗 ൌ 𝑘, 𝑘  1
𝑙 𝑥 ൌ 1，𝑙 𝑥 ൌ 0               𝑗 ൌ 𝑘 െ 1, 𝑘  1
𝑙ାଵ 𝑥ାଵ ൌ 1，𝑙ାଵ 𝑥 ൌ 0         𝑗 ൌ 𝑘 െ 1, 𝑘

   ሺ2.2.6ሻ



二次插值基函数

 ିଵ 有两个零点  ାଵ，可表示为

 为待定系数，可由条件 ିଵ ିଵ 求出

 因此

 同理可得

𝑙ିଵ 𝑥 ൌ 𝐴ሺ𝑥 െ 𝑥ሻሺ𝑥 െ 𝑥ାଵሻ

𝐴 ൌ
1

ሺ𝑥ିଵ െ 𝑥ሻሺ𝑥ିଵ െ 𝑥ାଵሻ

𝑙ିଵ 𝑥 ൌ
ሺ𝑥 െ 𝑥ሻሺ𝑥 െ 𝑥ାଵሻ 

ሺ𝑥ିଵ െ 𝑥ሻሺ𝑥ିଵ െ 𝑥ାଵሻ

𝑙 𝑥 ൌ
ሺ𝑥 െ 𝑥ିଵሻሺ𝑥 െ 𝑥ାଵሻ 

ሺ𝑥 െ 𝑥ିଵሻሺ𝑥 െ 𝑥ାଵሻ
𝑙ାଵ 𝑥 ൌ

ሺ𝑥 െ 𝑥ିଵሻሺ𝑥 െ 𝑥ሻ 
ሺ𝑥ାଵ െ 𝑥ିଵሻሺ𝑥ାଵ െ 𝑥ሻ



二次插值基函数（续）

 函数 ିଵ ，  及 ାଵ 称为二次插值
基函数或抛物插值基函数

𝑂 𝑥

𝑦

𝑙 𝑥

𝑥ାଵ𝑥

1

(a)
𝑂 𝑥

𝑦

𝑙ିଵ 𝑥
1

(b)
𝑂 𝑥

𝑦

𝑙ାଵ 𝑥
1

(c)
𝑥ିଵ 𝑥ାଵ𝑥𝑥ିଵ 𝑥ାଵ𝑥𝑥ିଵ



抛物插值表达式

 利用二次插值基函数 ିଵ  及 ାଵ

 显然满足

 具体形式

𝐿ଶ 𝑥 ൌ 𝑦ିଵ𝑙ିଵ 𝑥  𝑦𝑙 𝑥  𝑦ାଵ𝑙ାଵ 𝑥       ሺ2.2.7ሻ

𝐿ଶሺ𝑥ሻ ൌ 𝑦   ሺ𝑗 ൌ 𝑘 െ 1, 𝑘, 𝑘  1ሻ

𝐿ଶ 𝑥 ൌ 𝑦ିଵ
ሺ𝑥 െ 𝑥ሻሺ𝑥 െ 𝑥ାଵሻ 

ሺ𝑥ିଵ െ 𝑥ሻሺ𝑥ିଵ െ 𝑥ାଵሻ  𝑦
ሺ𝑥 െ 𝑥ିଵሻሺ𝑥 െ 𝑥ାଵሻ 

ሺ𝑥 െ 𝑥ିଵሻሺ𝑥 െ 𝑥ାଵሻ

 𝑦ାଵ
ሺ𝑥 െ 𝑥ିଵሻሺ𝑥 െ 𝑥ሻ 

ሺ𝑥ାଵ െ 𝑥ିଵሻሺ𝑥ାଵ െ 𝑥ሻ



Lagrange插值多项式

 讨论通过 个节点  ଵ 的
次插值多项式  ，假定其满足

 定义2.2 若 次多项式  在

个节点  ଵ 上满足

就称这 个 次多项式 
为节点 ， ଵ， ， 上的 次插值基函数

𝐿ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑦   𝑗 ൌ 0,1, … , 𝑛                         ሺ2.2.8ሻ

𝑙 𝑥 ൌ ቊ1，𝑘 ൌ 𝑗
0，𝑘 ് 𝑗  𝑗, 𝑘 ൌ 0,1, … , 𝑛     ሺ2.2.9ሻ



Lagrange插值多项式（续）

 仿照之前的推导， 次插值基函数

 Lagrange插值多项式

 由  的定义可知

𝑙 𝑥 ൌ
𝑥 െ 𝑥 ⋯ 𝑥 െ 𝑥ିଵ 𝑥 െ 𝑥ାଵ ⋯ 𝑥 െ 𝑥

𝑥 െ 𝑥 ⋯ 𝑥 െ 𝑥ିଵ 𝑥 െ 𝑥ାଵ ⋯ 𝑥 െ 𝑥
𝑘 ൌ 0,1, … , 𝑛

𝐿 𝑥 ൌ  𝑦𝑙 𝑥


ୀ

, ሺ2.2.11ሻ

𝐿ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑦𝑙ሺ𝑥ሻ


ୀ

  ൌ 𝑦   ሺ𝑗 ൌ 0,1, ⋯ , 𝑛ሻ



Lagrange插值多项式（续）

 若引入记号

 容易求得

 式 可改写成

 次插值多项式  通常是次数为 的多项
式，特殊情况次数可能小于

 三点共线，则 ଶ 就是一条直线

𝜔ାଵ 𝑥 ൌ 𝑥 െ 𝑥 𝑥 െ 𝑥ଵ ⋯ 𝑥 െ 𝑥             ሺ2.2.12ሻ

𝜔ାଵ
ᇱ 𝑥 ൌ 𝑥 െ 𝑥 ⋯ 𝑥 െ 𝑥ିଵ 𝑥 െ 𝑥ାଵ ⋯ 𝑥 െ 𝑥

𝐿 𝑥 ൌ  𝑦
𝜔ାଵ 𝑥

𝑥 െ 𝑥 𝜔ାଵ
ᇱ 𝑥

                    ሺ2.2.13ሻ


ୀ



插值余项

 用  近似 ，截断误差也称插值余项

 定理2.2 设  在 上连续， ାଵ

在 内存在，节点  ଵ 
，  是满足条件式 的插值多项式

，则对于任何 ，插值余项

 这里 且依赖于

𝑅 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 െ 𝐿 𝑥

𝑅 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 െ 𝐿 𝑥 ൌ
𝑓 ାଵ 𝜉

𝑛  1 ! 𝜔ାଵ 𝑥         ሺ2.2.14ሻ

𝐿ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑦   𝑗 ൌ 0,1, … , 𝑛     ሺ2.2.8ሻ



定理2.2（证明）

  在节点  上为零，即

 因此可以写成如下形式

 是与 有关的待定函数

 把 看成 上的一个固定点，定义函数

 在点 ， ଵ， ， 及 处均为零

 在 上有 个零点

𝑅 𝑥 ൌ 0   ሺ𝑘 ൌ 0,1, … , 𝑛ሻ

𝑅 𝑥 ൌ 𝐾 𝑥 𝑥 െ 𝑥 𝑥 െ 𝑥ଵ ⋯ 𝑥 െ 𝑥 ൌ 𝐾 𝑥 𝜔ାଵ 𝑥

𝜑 𝑡 ൌ 𝑓 𝑡 െ 𝐿 𝑡 െ 𝐾 𝑥 𝑡 െ 𝑥 𝑡 െ 𝑥ଵ ⋯ 𝑡 െ 𝑥



定理2.2（证明）

 Rolle定理 如果函数 满足如下条件：

在闭区间 上连续；

在开区间 内可导；

在区间端点的函数值相等，即 ，

那么在 内至少有一点 ，使得
函数 在该点的导数等于零，即

 基于该定理， ᇱ 在 的两个零点间至少有
一个零点，故 ᇱ 在 上至少有 个零点

 对 ᇱᇱ 再应用Rolle定理，可知 ᇱᇱ 在 上
至少有 个零点



定理2.2（证明）

 依此类推， ሺାଵሻ 在 上至少有 个零

点，记为 ，使 ାଵ

 得到

 因此

 且依赖于

𝜑 ାଵ 𝜉 ൌ 𝑓 ାଵ 𝜉 െ 𝑛  1 ! 𝐾 𝑥 ൌ 0

𝜑 𝑡 ൌ 𝑓 𝑡 െ 𝐿 𝑡 െ 𝐾 𝑥 𝑡 െ 𝑥 𝑡 െ 𝑥ଵ ⋯ 𝑡 െ 𝑥

𝐾 𝑥 ൌ
𝑓 ାଵ 𝜉

𝑛  1 !

𝑅 𝑥 ൌ 𝐾 𝑥 𝜔ାଵ 𝑥 ൌ
𝑓 ାଵ 𝜉

𝑛  1 ! 𝜔ାଵ 𝑥



讨论

 余项表达式只有在 的高阶导数存在时才

能应用， 在 内的具体位置通常未知

 如果已知
ஸ௫ஸ

ାଵ
ାଵ，那么

 ，线性插值余项为

 ，抛物插值余项为

𝑅 𝑥 
𝑀ାଵ
𝑛  1 ! 𝜔ାଵ 𝑥                 ሺ2.2.16ሻ

𝑅ଵ 𝑥 ൌ
1
2 𝑓ᇱᇱ 𝜉 𝜔ଶ 𝑥 ൌ

1
2 𝑓ᇱᇱ 𝜉 𝑥 െ 𝑥 𝑥 െ 𝑥ଵ ，𝜉 ∈ 𝑥, 𝑥ଵ

𝑅ଶ 𝑥 ൌ
1
6 𝑓ᇱᇱᇱ 𝜉 𝑥 െ 𝑥 𝑥 െ 𝑥ଵ 𝑥 െ 𝑥ଶ ，𝜉 ∈ 𝑥, 𝑥ଶ



例2.1

 已知 ，
， ，用线性插值

及抛物插值求 ，并估计截断误差

 取  ， ଵ ， ଶ ， 
， ଵ ， ଶ

 用线性插值计算，取  及 ଵ ，由式
得

sin 0.3367 ൎ 𝐿ଵ 0.3367 ൌ 𝑦 
𝑦ଵ െ 𝑦
𝑥ଵ െ 𝑥

0.3367 െ 𝑥       

ൌ 0.314567 
0.01892

0.02 ൈ 0.0167 ൌ 0.330365

𝐿ଵ 𝑥 ൌ 𝑦 
𝑦ାଵ െ 𝑦
𝑥ାଵ െ 𝑥

𝑥 െ 𝑥         ሺ2.2.3ሻ



例2.1（续）

 上式的截断误差可由线性插值余项得到

其中

于是

𝑀ଶ ൌ max
௫బஸ௫ஸ௫భ

𝑓ᇱᇱ 𝑥 ൌ max
௫బஸ௫ஸ௫భ

sin 𝑥 ൌ sin 𝑥ଵ  0.3335

𝑅ଵ 0.3367 ൌ sin 0.3367 െ 𝐿ଵ 0.3367


0.3335

2 ൈ 0.0167 ൈ 0.0033  0.92 ൈ 10ିହ

𝑅ଵ 𝑥 
𝑀ଶ
2 𝑥 െ 𝑥 𝑥 െ 𝑥ଵ

𝑓 𝑥 ൌ sin 𝑥



例2.1（续）

 还用线性插值，但取 ଵ 及 ଶ

sin 0.3367 ൎ 𝐿෨ଵ 0.3367 ൌ 𝑦ଵ 
𝑦ଶ െ 𝑦ଵ
𝑥ଶ െ 𝑥ଵ

0.3367 െ 𝑥ଵ

ൌ 0.333487 
0.018787

0.02 ൈ െ0.0033 ൌ 0.330387

 截断误差为 ଵ
ெమ
ଶ ଵ ଶ ，

其中

因此

一般来说，外推比
内插效果差

𝑅෨ଵ 0.3367 ൌ sin 0.3367 െ 𝐿෨ଵ 0.3367


0.3523

2 ൈ 0.0033 ൈ 0.0233  1.36 ൈ 10ିହ

𝑀ଶ ൌ max
௫బஸ௫ஸ௫మ

𝑓ᇱᇱ 𝑥  0.3523



例2.1（续）

 用抛物插值计算 ，由式 得

sin 0.3367 ൎ 𝑦
ሺ𝑥 െ 𝑥ଵሻሺ𝑥 െ 𝑥ଶሻ 

ሺ𝑥 െ 𝑥ଵሻሺ𝑥 െ 𝑥ଶሻ   𝑦ଵ
ሺ𝑥 െ 𝑥ሻሺ𝑥 െ 𝑥ଶሻ 

ሺ𝑥ଵ െ 𝑥ሻሺ𝑥ଵ െ 𝑥ଶሻ

                            𝑦ଶ
ሺ𝑥 െ 𝑥ሻሺ𝑥 െ 𝑥ଵሻ 

ሺ𝑥ଶ െ 𝑥ሻሺ𝑥ଶ െ 𝑥ଵሻ

ൌ 𝐿ଶ 0.3367

ൌ 0.314567 ൈ .଼ଽൈଵషర

.଼
 0.333487 ൈ ଷ.଼ଽൈଵషర

.ସ

+ 0.352274 ൈ ି.ହହଵଵൈଵషర

.଼

ൌ 0.330374

 这个结果与六位有效数字的正弦函数表完全一样

𝐿ଶ 𝑥 ൌ 𝑦ିଵ𝑙ିଵ 𝑥  𝑦𝑙 𝑥
                         𝑦ାଵ𝑙ାଵ 𝑥                     ሺ2.2.7ሻ



例2.1（续）

 上式的截断误差可由抛物插值余项得到

其中

于是有

 

高次插值通常优于低次插值

𝑅ଶ 𝑥 
𝑀ଷ
6 𝑥 െ 𝑥 𝑥 െ 𝑥ଵ 𝑥 െ 𝑥ଶ

𝑀ଷ ൌ max
௫బஸ௫ஸ௫మ

𝑓ᇱᇱᇱ 𝑥 ൌ cos 𝑥  0.828

𝑅ଶ 0.3367 ൌ sin 0.3367 െ 𝐿ଶ 0.3367


0.828

6 ൈ  0.0167 ൈ 0.0033 ൈ  0.0233

 0.178 ൈ 10ି



目录

 引言

 Lagrange插值

 逐次线性插值

 差商与Newton插值公式

 差分与等距节点插值公式

 Hermite插值

 分段低次插值

 三次样条插值



Lagrange插值的缺点

 Lagrange插值多项式

 简单直观、容易实现

 无法增量计算：如增加插值节点，那么原来算
出的数据均不能利用，必须重新计算

 逐次线性插值

 增量式计算，重用之前的结果

𝑙 𝑥 ൌ
𝑥 െ 𝑥 ⋯ 𝑥 െ 𝑥ିଵ 𝑥 െ 𝑥ାଵ ⋯ 𝑥 െ 𝑥

𝑥 െ 𝑥 ⋯ 𝑥 െ 𝑥ିଵ 𝑥 െ 𝑥ାଵ ⋯ 𝑥 െ 𝑥
𝑘 ൌ 0,1, … , 𝑛

𝐿 𝑥 ൌ  𝑦𝑙 𝑥


ୀ

, ሺ2.2.11ሻ



例2.1（续）

 用抛物插值计算

 由 ଵ 和 ଵ 按照类似线性插值
的方法计算

𝐿ଶ 0.3367 ൌ 0.314567 ൈ
0.7689 ൈ 10ିସ

0.0008  0.333487 ൈ
3.89 ൈ 10ିସ

0.0004

0.352274 ൈ
െ0.5511 ൈ 10ିସ

0.0008 ൌ 0.330374

𝐿ଶ 0.3367 ൌ 𝐿ଵ 0.3367 
𝐿෨ଵ 0.3367 െ 𝐿ଵ 0.3367

0.36 െ 0.32 ൈ 0.3367 െ 0.32

ൌ 0.330365 
0.000022

0.04 ൈ 0.0167 ൌ 0.330374

𝐿ଵ 𝑥 ൌ 𝑦 
𝑦ାଵ െ 𝑦
𝑥ାଵ െ 𝑥

𝑥 െ 𝑥   ሺ2.2.3ሻ



Aitken（艾特肯）逐次线性插值公式

 令 భ,మ,…, 表示函数 关于节点 భ， మ
，…， 的 次插值多项式

 ଵ， ଶ， ， 均为非负整数

 ೖ 是零次多项式，记 ೖ ೖ

 两个 次插值多项式可通过线性插值得到
次插值多项式

 ,ଵ,…, 和 ,ଵ,…,ିଵ, 有 个下标不同

𝐼,ଵ,…,, 𝑥 ൌ 𝐼,ଵ,…, 𝑥 
𝐼,ଵ,…,ିଵ, 𝑥 െ 𝐼,ଵ,…, 𝑥

𝑥 െ 𝑥
𝑥 െ 𝑥     ሺ2.3.1ሻ



Aitken逐次线性插值公式（续）

 是关于节点  …,  的插值多项式

 对于 ，

 当 时，  ，因此

𝐼,ଵ,…,, 𝑥 ൌ 𝐼,ଵ,…, 𝑥 
𝐼,ଵ,…,ିଵ, 𝑥 െ 𝐼,ଵ,…, 𝑥

𝑥 െ 𝑥
𝑥 െ 𝑥     ሺ2.3.1ሻ

⇒ 𝐼,ଵ,…,, 𝑥 ൌ 𝐼,ଵ,…, 𝑥 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ

𝐼,ଵ,…,ିଵ, 𝑥 െ 𝐼,ଵ,…, 𝑥 ൌ 0

𝐼,ଵ,…,, 𝑥 ൌ 𝐼,ଵ,…, 𝑥 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ



Aitken逐次线性插值公式（续）

 是关于节点  …,  的插值多项式

 当 时，

 当 时为线性插值；当 时

𝐼,ଵ,…,, 𝑥 ൌ 𝐼,ଵ,…, 𝑥 
𝐼,ଵ,…,ିଵ, 𝑥 െ 𝐼,ଵ,…, 𝑥

𝑥 െ 𝑥
𝑥 െ 𝑥     ሺ2.3.1ሻ

𝐼,ଵ,…,, 𝑥 ൌ 𝐼,ଵ,…, 𝑥 
𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝐼,ଵ,…, 𝑥

𝑥 െ 𝑥
𝑥 െ 𝑥

ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ

𝐼,ଵ, 𝑥 ൌ 𝐼,ଵ 𝑥 
𝐼, 𝑥 െ 𝐼,ଵ 𝑥

𝑥 െ 𝑥ଵ
𝑥 െ 𝑥ଵ



计算过程

 由 到 逐次求得所需的插值多项式

 每增加一个节点就计算一行

 斜线上是 次到 次插值多项式的值

 如精度不满足要求，再增加节点，前面计算有效

𝑥 𝑓 𝑥 ൌ 𝐼

𝑥ଵ 𝑓 𝑥ଵ ൌ 𝐼ଵ 𝐼,ଵ

𝑥ଶ 𝑓 𝑥ଶ ൌ 𝐼ଶ 𝐼,ଶ 𝐼,ଵ,ଶ

𝑥ଷ 𝑓 𝑥ଷ ൌ 𝐼ଷ 𝐼,ଷ 𝐼,ଵ,ଷ 𝐼,ଵ,ଶ,ଷ

𝑥ସ 𝑓 𝑥ସ ൌ 𝐼ସ 𝐼,ସ 𝐼,ଵ,ସ 𝐼,ଵ,ଶ,ସ 𝐼,ଵ,ଶ,ଷ,ସ



Neville（内维尔）算法

 Aitken逐次线性插值公式

 由 ,ଵ,…, 和 ,ଵ,…,ିଵ, 组合得到

 等价形式

 由 ,ଵ,…, 和 ଵ,…,ାଵ 组合得到，下标连续

 与2.3节开始的例子一致

𝐼,ଵ,…,, 𝑥 ൌ 𝐼,ଵ,…, 𝑥 
𝐼,ଵ,…,ିଵ, 𝑥 െ 𝐼,ଵ,…, 𝑥

𝑥 െ 𝑥
𝑥 െ 𝑥     ሺ2.3.1ሻ

𝐼,ଵ,…,ାଵ 𝑥 ൌ 𝐼,ଵ,…, 𝑥 
𝐼ଵ,ଶ,…,ାଵ 𝑥 െ 𝐼,ଵ,…, 𝑥

𝑥ାଵ െ 𝑥
𝑥 െ 𝑥    ሺ2.3.2ሻ



计算过程

 由 到 逐次求得所需的插值多项式

 每增加一个节点就计算一行

 斜线上是 次到 次插值多项式的值

 如精度不满足要求，再增加节点，前面计算有效

𝑥 𝑓 𝑥 ൌ 𝐼

𝑥ଵ 𝑓 𝑥ଵ ൌ 𝐼ଵ 𝐼,ଵ

𝑥ଶ 𝑓 𝑥ଶ ൌ 𝐼ଶ 𝐼ଵ,ଶ 𝐼,ଵ,ଶ

𝑥ଷ 𝑓 𝑥ଷ ൌ 𝐼ଷ 𝐼ଶ,ଷ 𝐼ଵ,ଶ,ଷ 𝐼,ଵ,ଶ,ଷ

𝑥ସ 𝑓 𝑥ସ ൌ 𝐼ସ 𝐼ଷ,ସ 𝐼ଶ,ଷ,ସ 𝐼ଵ,ଶ,ଷ,ସ 𝐼,ଵ,ଶ,ଷ,ସ



例2.2

 已知 的值在下表左端，用Aitken
插值求 的近似值

𝑥 𝑓ሺ𝑥ሻ 插值结果

0.00 0.0000

0.20 0.20134

0.30 0.30452

0.50 0.52110

0.60 0.63665



例2.2（续）

 ,ଵ 
ூభିூబ

௫భି௫బ


 ,ଶ 
ூమିூబ

௫మି௫బ


,ଵ,ଶ ,ଵ
ூబ,మିூబ,భ
௫మି௫భ

ଵ

 ,ଷ 
ூయିூబ

௫యି௫బ


,ଵ,ଷ ,ଵ
ூబ,యିூబ,భ
௫యି௫భ

ଵ

,ଵ,ଶ,ଷ ,ଵ,ଶ
ூబ,భ,యିூబ,భ,మ

௫యି௫మ
ଶ



例2.2（续）

 已知 的值在下表左端，用Aitken
插值求 的近似值

𝑥 𝑓ሺ𝑥ሻ 插值结果

0.00 0.0000

0.20 0.20134 0.231541

0.30 0.30452 0.233465    0.232118

0.50 0.52110 0.239706    0.232358    0.232034

0.60 0.63665



例2.2（续）

 ,ସ 
ூరିூబ

௫రି௫బ


,ଵ,ସ ,ଵ
ூబ,రିூబ,భ
௫రି௫భ

ଵ

,ଵ,ଶ,ସ ,ଵ,ଶ
ூబ,భ,రିூబ,భ,మ

௫రି௫మ
ଶ

,ଵ,ଶ,ଷ,ସ ,ଵ,ଶ,ଷ
ூబ,భ,మ,రିூబ,భ,మ,య

௫రି௫య
ଷ



例2.2（续）

 已知 的值在下表左端，用Aitken
插值求 的近似值

 次插值的两个结果相同，故可不用计算 次插值

𝑥 𝑓ሺ𝑥ሻ 插值结果

0.00 0.0000

0.20 0.20134 0.231541

0.30 0.30452 0.233465    0.232118

0.50 0.52110 0.239706    0.232358    0.232034

0.60 0.63665 0.244049    0.232479    0.233024 0.233024



目录

 引言

 Lagrange插值

 逐次线性插值

 差商与Newton插值公式

 差分与等距节点插值公式

 Hermite插值

 分段低次插值

 三次样条插值



基于两点式方程的插值多项式

 直线两点式方程

 Lagrange插值多项式

 是对直线两点式方程的推广

𝐿ଵ 𝑥 ൌ
𝑥ାଵ െ 𝑥

𝑥ାଵ െ 𝑥
𝑦 

𝑥 െ 𝑥
𝑥ାଵ െ 𝑥

𝑦ାଵ                        ሺ2.2.4ሻ

𝑙 𝑥 ൌ
𝑥 െ 𝑥 ⋯ 𝑥 െ 𝑥ିଵ 𝑥 െ 𝑥ାଵ ⋯ 𝑥 െ 𝑥

𝑥 െ 𝑥 ⋯ 𝑥 െ 𝑥ିଵ 𝑥 െ 𝑥ାଵ ⋯ 𝑥 െ 𝑥
𝑘 ൌ 0,1, … , 𝑛

𝐿 𝑥 ൌ  𝑦𝑙 𝑥


ୀ

,                              ሺ2.2.11ሻ



基于点斜式方程的插值多项式

 直线点斜式方程

 推广到 个节点   ଵ ଵ  

 ， ଵ， ， 为待定系数

 由插值条件    确定

𝑃ଵ 𝑥 ൌ 𝑓 
𝑓ଵ െ 𝑓
𝑥ଵ െ 𝑥

𝑥 െ 𝑥

𝑃 𝑥 ൌ 𝑎  𝑎ଵ 𝑥 െ 𝑥  𝑎ଶ 𝑥 െ 𝑥 𝑥 െ 𝑥ଵ  ⋯
                          𝑎 𝑥 െ 𝑥 ⋯ 𝑥 െ 𝑥ିଵ                                ሺ2.4.1ሻ



基于点斜式方程的插值多项式（续）

 当 时，    

 当 ଵ时，  ଵ  ଵ ଵ  ଵ，
推得

ଵ
ଵ 

ଵ 

 当 ଶ时，  ଶ  ଵ ଶ 
ଶ ଶ  ଶ ଵ ଶ，推得

ଶ

ଶ 
ଶ 

ଵ 
ଵ 

ଶ ଵ

 依此类推，可以得到 ， ଵ， ， 



差商

 定义2.3 称

为函数 关于点 ， 的一阶差商，称

为函数 关于点 ， ଵ， 的二阶差商。
一般地，称

为函数 的 阶差商

𝑓 𝑥, 𝑥 ൌ
𝑓 𝑥 െ 𝑓 𝑥

𝑥 െ 𝑥

𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, 𝑥 ൌ
𝑓 𝑥, 𝑥 െ 𝑓 𝑥, 𝑥ଵ

𝑥 െ 𝑥ଵ

𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥 ൌ
𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥ିଶ, 𝑥 െ 𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥ିଵ

𝑥 െ 𝑥ିଵ
 ሺ2.4.2ሻ



对比Aitken算法

 函数 的 阶差商

 Aitken逐次线性插值公式

 都基于点斜式方程，有相似性

𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥 ൌ
𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥ିଶ, 𝑥 െ 𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥ିଵ

𝑥 െ 𝑥ିଵ
 ሺ2.4.2ሻ

𝐼,ଵ,…,, 𝑥 ൌ 𝐼,ଵ,…, 𝑥 
𝐼,ଵ,…,ିଵ, 𝑥 െ 𝐼,ଵ,…, 𝑥

𝑥 െ 𝑥
𝑥 െ 𝑥     ሺ2.3.1ሻ

𝐼,ଵ,…, 𝑥 ൌ 𝐼,ଵ,…,ିଵ 𝑥 
𝐼,ଵ,…,ିଶ, 𝑥 െ 𝐼,ଵ,…,ିଵ 𝑥

𝑥 െ 𝑥ିଵ
𝑥 െ 𝑥ିଵ



差商的性质

① 阶差商可表示为函数值  ， ଵ ，
，  的线性组合

 可用数学归纳法证明

 表明差商与节点排列顺序无关，称为差商的对称性

𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥 ൌ 
𝑓 𝑥

𝑥 െ 𝑥 ⋯ 𝑥 െ 𝑥ିଵ 𝑥 െ 𝑥ାଵ ⋯ 𝑥 െ 𝑥



ୀ

     ሺ2.4.3ሻ

𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥ଵ, 𝑥, 𝑥ଶ, ⋯ , 𝑥 ൌ ⋯

ൌ 𝑓 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, ⋯ , 𝑥, 𝑥



差商的性质（续）

② 由性质及

 上式与Aitken算法类似

 上式与Neville算法类似

𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥 ൌ
𝑓 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, ⋯ , 𝑥 െ 𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥ିଵ

𝑥 െ 𝑥
           ሺ2.4.4ሻ

𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥 ൌ
𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥ିଶ, 𝑥 െ 𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥ିଵ

𝑥 െ 𝑥ିଵ
 ሺ2.4.2ሻ

𝐼,ଵ,…,ାଵ 𝑥 ൌ 𝐼,ଵ,…, 𝑥 
𝐼ଵ,ଶ,…,ାଵ 𝑥 െ 𝐼,ଵ,…, 𝑥

𝑥ାଵ െ 𝑥
𝑥 െ 𝑥    ሺ2.3.2ሻ



差商的性质（续）

③ 若 在 上存在 阶导数，且节点

 ଵ  ，则 阶差商与导数关
系为

 可直接用Rolle定理证明

 利用定理2.2、公式

 用𝑥, 𝑥ଵ, … , 𝑥ିଵ预测𝑥的误差

𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥 ൌ
𝑓ሺሻሺ𝜉ሻ

𝑛! ， 𝜉 ∈ 𝑎, 𝑏               ሺ2.4.5ሻ



差商计算

 差商计算可列差商表

𝑥 𝑓 𝑥 一阶差商 二阶差商 三阶差商 四阶差商

𝑥 𝑓 𝑥

𝑥ଵ 𝑓 𝑥ଵ 𝑓 𝑥, 𝑥ଵ

𝑥ଶ 𝑓 𝑥ଶ 𝑓 𝑥ଵ, 𝑥ଶ 𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, 𝑥ଶ

𝑥ଷ 𝑓 𝑥ଷ 𝑓 𝑥ଶ, 𝑥ଷ 𝑓 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ 𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ

𝑥ସ 𝑓 𝑥ସ 𝑓 𝑥ଷ, 𝑥ସ 𝑓 𝑥ଶ, 𝑥ଷ, 𝑥ସ 𝑓 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ, 𝑥ସ 𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ, 𝑥ସ

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮



Newton插值公式

 一阶差商

 把 看成 上一点，可得

 二阶差商

 可得

 以此类推

𝑓 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥  𝑓 𝑥, 𝑥 𝑥 െ 𝑥

𝑓 𝑥, 𝑥 ൌ
𝑓 𝑥 െ 𝑓 𝑥

𝑥 െ 𝑥

𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, 𝑥 ൌ
𝑓 𝑥, 𝑥 െ 𝑓 𝑥, 𝑥ଵ

𝑥 െ 𝑥ଵ

𝑓 𝑥, 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥, 𝑥ଵ  𝑓 𝑥, 𝑥, 𝑥ଵ 𝑥 െ 𝑥ଵ

𝑓 𝑥, 𝑥, ⋯ , 𝑥ିଵ ൌ 𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥  𝑓 𝑥, 𝑥, ⋯ , 𝑥 𝑥 െ 𝑥

⋮



Newton插值公式（续）

 将后一式代入前一式，可得

 其中

𝑓 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥  𝑓 𝑥, 𝑥ଵ 𝑥 െ 𝑥  𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, 𝑥ଶ 𝑥 െ 𝑥 𝑥 െ 𝑥ଵ  ⋯

 𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥 𝑥 െ 𝑥 ⋯ 𝑥 െ 𝑥ିଵ  𝑓 𝑥, 𝑥 ⋯ , 𝑥 𝜔ାଵ 𝑥

ൌ 𝑁 𝑥  𝑅 𝑥

𝑁 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥  𝑓 𝑥, 𝑥ଵ 𝑥 െ 𝑥  𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, 𝑥ଶ 𝑥 െ 𝑥 𝑥 െ 𝑥ଵ  ⋯

𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥 𝑥 െ 𝑥 ⋯ 𝑥 െ 𝑥ିଵ                                   ሺ2.4.6ሻ

𝑅 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 െ 𝑁 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥, 𝑥 ⋯ , 𝑥 𝜔ାଵ 𝑥                                  ሺ2.4.7ሻ

𝜔ାଵ 𝑥 ൌ 𝑥 െ 𝑥 𝑥 െ 𝑥ଵ ⋯ 𝑥 െ 𝑥                                              ሺ2.2.12ሻ



Newton插值公式（续）

 式 确定的多项式  显然满足插值
条件，且次数不超过

 根据 ାଵ  ଵ  ，知

 根据   ，知

  就是形如 的多项式

𝑅 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥, 𝑥 ⋯ , 𝑥 𝜔ାଵ 𝑥 ൌ 0, 𝑖 ൌ 0,1, … , 𝑛

𝑁 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 , 𝑖 ൌ 0,1, … , 𝑛

𝑃 𝑥 ൌ 𝑎  𝑎ଵ 𝑥 െ 𝑥  𝑎ଶ 𝑥 െ 𝑥 𝑥 െ 𝑥ଵ  ⋯
                          𝑎 𝑥 െ 𝑥 ⋯ 𝑥 െ 𝑥ିଵ                                ሺ2.4.1ሻ

𝑎 ൌ 𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥 , 𝑘 ൌ 0,1 … , 𝑛



Newton插值公式（续）

  被称为Newton差商插值多项式

 系数 就是差商表中加横线的各阶差商

 比Lagrange插值节省计算量，便于程序设计

 插值余项

 插值多项式唯一，因此 等价

𝑅 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 െ 𝑁 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥, 𝑥 ⋯ , 𝑥 𝜔ାଵ 𝑥        ሺ2.4.7ሻ

𝑅 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 െ 𝐿 𝑥 ൌ
𝑓 ାଵ 𝜉

𝑛  1 ! 𝜔ାଵ 𝑥             ሺ2.2.14ሻ



Newton插值公式（续）

 事实上

 式 更具有一般性

 由离散点给出或 不存在时的情形均适用

𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥 ൌ
𝑓ሺሻሺ𝜉ሻ

𝑛! ， 𝜉 ∈ 𝑎, 𝑏                      ሺ2.4.5ሻ

𝑅 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 െ 𝑁 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥, 𝑥 ⋯ , 𝑥 𝜔ାଵ 𝑥   ሺ2.4.7ሻ
ቑ

⇒ 𝑅 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 െ 𝐿 𝑥 ൌ
𝑓 ାଵ 𝜉

𝑛  1 ! 𝜔ାଵ 𝑥             ሺ2.2.14ሻ



例2.3

 给出 的函数表，求4次Newton插值多
项式，并由此计算 的近似值

𝑥 𝑓 𝑥

0.40 0.41075

0.55 0.57815

0.65 0.69675

0.80 0.88811

0.90 1.02652

1.05 1.25382



例2.3（续）

 首先根据给定函数表计算差商表

 一阶差商

 二阶差商

𝑓 𝑥, 𝑥ଵ ൌ
𝑓 𝑥ଵ െ 𝑓 𝑥

𝑥ଵ െ 𝑥
ൌ

0.57815 െ 0.41075
0.55 െ 0.40 ൌ 1.11600

𝑓 𝑥ଵ, 𝑥ଶ ൌ 1.18600, 𝑓 𝑥ଶ, 𝑥ଷ ൌ 1.27573

𝑓 𝑥ଷ, 𝑥ସ ൌ 1.38410, 𝑓 𝑥ସ, 𝑥ହ ൌ 1.51533

𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, 𝑥ଶ ൌ
𝑓 𝑥ଵ, 𝑥ଶ െ 𝑓 𝑥, 𝑥ଵ

𝑥ଶ െ 𝑥
ൌ 0.28000

𝑓 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ ൌ 0.35893, 𝑓 𝑥ଶ, 𝑥ଷ, 𝑥ସ ൌ 0.43348

𝑓 𝑥ଷ, 𝑥ସ, 𝑥ହ ൌ 0.52493



例2.3（续）

 首先根据给定函数表计算差商表

𝑥 𝑓 𝑥 一阶差商 二阶差商

0.40 0.41075

0.55 0.57815 1.11600

0.65 0.69675 1.18600 0.28000

0.80 0.88811 1.27573 0.35893

0.90 1.02652 1.38410 0.43348

1.05 1.25382 1.51533 0.52493



例2.3（续）

 三阶差商

 四阶差商

 五阶差商

𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ ൌ
𝑓 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ െ 𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, 𝑥ଶ

𝑥ଷ െ 𝑥
ൌ 0.19733

𝑓 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ, 𝑥ସ ൌ 0.21300, 𝑓 𝑥ଶ, 𝑥ଷ, 𝑥ସ, 𝑥ହ ൌ 0.22863

𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ, 𝑥ସ ൌ
𝑓 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ, 𝑥ସ െ 𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ

𝑥ସ െ 𝑥
ൌ 0.03134

𝑓 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ, 𝑥ସ, 𝑥ହ ൌ 0.03126

𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ, 𝑥ସ, 𝑥ହ ൌ
𝑓 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ, 𝑥ସ, 𝑥ହ െ 𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ, 𝑥ସ

𝑥ହ െ 𝑥
ൌ െ0.00012



例2.3（续）

 最终差商表为

𝑥 𝑓 𝑥 一阶差商 二阶差商 三阶差商 四阶差商 五阶差商

0.40 0.41075

0.55 0.57815 1.11600

0.65 0.69675 1.18600 0.28000

0.80 0.88811 1.27573 0.35893 0.19733

0.90 1.02652 1.38410 0.43348 0.21300 0.03134

1.05 1.25382 1.51533 0.52493 0.22863 0.03126 െ0.00012



例2.3（续）

 四阶差商接近常数，故取4次插值多项式 ସ
作为近似即可，根据式

 因此

 根据式 ，截断误差

𝑁ସ 𝑥 ൌ 0.41075  1.116 𝑥 െ 0.4  0.28 𝑥 െ 0.4 𝑥 െ 0.55

0.19733 𝑥 െ 0.4 𝑥 െ 0.55 𝑥 െ 0.65

0.03134ሺ𝑥 െ 0.4ሻሺ𝑥 െ 0.55ሻሺ𝑥 െ 0.65ሻሺ𝑥 െ 0.8ሻ

𝑓 0.596 ൎ 𝑁ସ 0.596 ൌ 0.63195

ൎ 𝑓 𝑥, 𝑥ଵ, ⋯ , 𝑥ହ 𝜔ହ 0.596  3.63 ൈ 10ିଽ

𝑅ସሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓 𝑥, 𝑥 ⋯ , 𝑥ସ 𝜔ହ 𝑥 , 𝑥 ൌ 0.596


