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正交多项式

 定义3.9 设 ௡ 是首项系数 ௡ 的 次多
项式，如果多项式序列 ଴ ଵ 满足

则称多项式序列 ଴ ଵ 在 上带权
正交，并称 ௡ 是 上带权 的

次正交多项式

 一般来说，当权函数 及区间 给定以
后，可以由线性无关的一组基 ଶ ௡

并利用正交化方法构造出正交多项式

𝑔௝, 𝑔௞ ൌ න 𝜌 𝑥 𝑔௝ 𝑥 𝑔௞ 𝑥 d𝑥
௕

௔
ൌ ቐ

0,
  
𝑗  ് 𝑘  

𝐴௞  ൐ 0,
  

𝑗 ൌ 𝑘
  ሺ𝑗, 𝑘 ൌ 0,1, … ሻ



正交化

 正交化方法

 这样构造的正交多项式有以下性质

1. ௡ 是最高项系数为 的 次多项式

2. 任一 次多项式 ௡ ௡均可表示为

଴ ଵ , ௡ 的线性组合

3. 当 时， ௡ ௠ 且 ௡ 与任一次数
小于 的多项式正交

𝑔௡ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥௡ െ ෍
ሺ𝑥௡, 𝑔௞ሺ𝑥ሻሻ

ሺ𝑔௞ሺ𝑥ሻ, 𝑔௞ሺ𝑥ሻሻ

௡ିଵ

௞ୀ଴

𝑔௞ሺ𝑥ሻ        ሺ𝑛 ൌ 1,2, . . . ሻ

𝑔଴ሺ𝑥ሻ ൌ 1，



正交化（续）

4. 有递推关系

其中

5. 设 ଴ ଵ 是在 上带权 的正交多
项式序列，则 ௡ 的 个根都是单重实
根，且都在区间 内

𝑔௡ାଵ 𝑥 ൌ 𝑥 െ 𝛼௡ 𝑔௡ 𝑥 െ 𝛽௡𝑔௡ିଵ 𝑥 ,      ሺ𝑛 ൌ 0,1, . . . ሻ

𝑔଴ 𝑥 ൌ 1, 𝑔ିଵሺ𝑥ሻ ൌ 0

𝛼௡ ൌ
ሺ𝑥𝑔௡, 𝑔௡ሻ
ሺ𝑔௡, 𝑔௡ሻ , ሺ𝑛 ൌ 0,1, . . . ሻ

𝛽௡ ൌ
ሺ𝑔௡, 𝑔௡ሻ

ሺ𝑔௡ିଵ, 𝑔௡ିଵሻ , ሺ𝑛 ൌ 1,2，. . . ሻ



Legendre（勒让德）多项式

 Legendre多项式

 当区间为 、权函数 时，由
ଶ ௡ 正交化得到的多项式

 由于 ଶ ௡是 次多项式，求 阶导数后得

 最高项系数为 的Legendre多项式

𝑃଴ሺ𝑥ሻ ൌ 1 𝑃௡ሺ𝑥ሻ ൌ
1

2௡𝑛!
d௡

d𝑥௡ ሾሺ𝑥ଶ െ 1ሻ௡ሿ      ሺ𝑛 ൌ 1,2, ⋯ ሻ

𝑃௡ 𝑥 ൌ
1

2௡𝑛! 2𝑛 2𝑛 െ 1 ⋯ 𝑛 ൅ 1 𝑥௡ ൅ 𝑎௡ିଵ𝑥௡ିଵ ൅ ⋯ ൅ 𝑎଴

𝑃෨௡ሺ𝑥ሻ ൌ
𝑛!

ሺ2𝑛ሻ!
d௡

d𝑥௡ ሾሺ𝑥ଶ െ 1ሻ௡ሿ



Legendre多项式的性质

 性质1 正交性

 性质2 奇偶性

 为偶数时 ௡ 为偶函数， 为奇数时为奇函数

 性质3 递推关系

න 𝑃௡ሺ𝑥ሻ𝑃௠ሺ𝑥ሻd𝑥
ଵ

ିଵ
ൌ ቐ

0, 𝑚 ് 𝑛
2

2𝑛 ൅ 1 , 𝑚 ൌ 𝑛

𝑃௡ሺെ𝑥ሻ ൌ ሺെ1ሻ௡𝑃௡ሺ𝑥ሻ

𝑛 ൅ 1 𝑝௡ାଵ 𝑥 ൌ 2𝑛 ൅ 1 𝑥𝑝௡ 𝑥 െ 𝑛𝑝௡ିଵ 𝑥   ሺ𝑛 ൌ 1,2 ⋯ ሻ

𝑃଴ሺ𝑥ሻ ൌ 1 𝑃ଵሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥



 根据递推公式

 性质4 在所有最高项系数为 的 次多项式中
， ௡ 在 上与零的平方误差最小

 由于权重函数为

 性质5 ௡ 在区间 内有 个不同实零点

Legendre多项式的性质（续）

𝑃଴ሺ𝑥ሻ ൌ 1
𝑃ଵሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥
𝑃ଶሺ𝑥ሻ ൌ ሺ3𝑥ଶ െ 1ሻ/2
𝑃ଷሺ𝑥ሻ ൌ ሺ5𝑥ଷ െ 3𝑥ሻ/2
𝑃ସሺ𝑥ሻ ൌ ሺ35𝑥ସ െ 30𝑥ଶ ൅ 𝑥ሻ/8
𝑃ହሺ𝑥ሻ ൌ ሺ63𝑥ହ െ 70𝑥ଷ ൅ 15𝑥ሻ/8
𝑃଺ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ231𝑥଺ െ 315𝑥ସ ൅ 105𝑥ଶ െ 5ሻ/16
⋯ ⋯

𝑃଴ሺ𝑥ሻ

𝑃ଷሺ𝑥ሻ

𝑃ଶሺ𝑥ሻ

𝑂



Chebyshev多项式

 Chebyshev多项式

 当权函数
ଵ

ଵି௫మ、区间为 时，由序

列 ଶ ௡ 正交化得到的正交多项式

 若令 ，则

 Chebyshev多项式并不是三角函数

 权函数不同、正交多项式也不同

௡

௡



Chebyshev多项式的性质

 性质1 递推关系

 由递推关系式可得

𝑇଴ሺ𝑥ሻ ൌ 1
𝑇ଵሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥
𝑇ଶሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥ଶ െ 1
𝑇ଷሺ𝑥ሻ ൌ 4𝑥ଷ െ 3𝑥
𝑇ସሺ𝑥ሻ ൌ 8𝑥ସ െ 8𝑥ଶ ൅ 1
𝑇ହሺ𝑥ሻ ൌ 16𝑥ହ െ 20𝑥ଷ ൅ 5𝑥
𝑇଺ሺ𝑥ሻ ൌ 32𝑥଺ െ 48𝑥ସ ൅ 18𝑥ଶ െ 1
… …

𝑇௡ାଵ 𝑥 ൌ 2𝑥𝑇௡ 𝑥 െ 𝑇௡ିଵ 𝑥   ሺ𝑛 ൌ 1,2, … ሻ

𝑇଴ሺ𝑥ሻ ൌ 1 𝑇ଵሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥

𝑇଴ሺ𝑥ሻ

𝑇ଷሺ𝑥ሻ

𝑇ଶሺ𝑥ሻ
𝑂



Chebyshev多项式的性质（续）

 性质2 ௡ 对零的偏差最小

 定理3.7 在区间 上所有最高项系数为 的 次

多项式中， ௡
ଵ

ଶ೙షభ ௡ 与零的偏差最小，其

偏差为
ଵ

ଶ೙షభ

 ௡ 的最高项系数是 ௡ିଵ

 在区间 上，将 ௡在 ௡ିଵ中的“最佳一致逼近
多项式”记为 ௡ିଵ

∗ ，则误差

𝑥௡ െ 𝑃௡ିଵ
∗ 𝑥 ൌ 𝜔௡ 𝑥 ൌ

1
2௡ିଵ 𝑇௡ 𝑥



例3.3

 求 ଷ ଶ 在 上的
最佳二次逼近多项式

 考虑“最佳一致逼近多项式”， ଶ
∗ 应满足

 注意到， ଶ 能够被二次函数完美表达
，因此只有 ଷ会导致逼近误差

 由定理3.7可知，

max
ିଵஸ௫ஸଵ

𝑓 𝑥 െ 𝑃ଶ
∗ሺ𝑥ሻ ൌ min

1
2 𝑓 𝑥 െ 𝑃ଶ

∗ 𝑥 ൌ 𝑥ଷ െ 𝑃෠ଶ
∗ 𝑥 ൌ

1
2ଷିଵ 𝑇ଷ 𝑥



例3.3（续）

 代入

 得到

就是 在 上的最佳二次逼近多项式

𝑃ଶ
∗ 𝑥 ൌ 𝑓 𝑥 െ

1
2 𝑇ଷ 𝑥

ൌ 𝑥ଶ ൅
7
2 𝑥 െ 1

𝑇ଷሺ𝑥ሻ ൌ 4𝑥ଷ െ 3𝑥



Chebyshev多项式的性质（续）

 性质3 Chebyshev多项式 ௡ 在区间

上带权
ଵ

ଵି௫మ正交，且

 性质4 ଶ௞ 只含 的偶次幕， ଶ௞ାଵ 只含
的奇次幕

න
𝑇௡ሺ𝑥ሻ𝑇௠ሺ𝑥ሻd𝑥

1 െ 𝑥ଶ

ଵ

ିଵ
ൌ

0, 𝑛 ് 𝑚
𝜋
2 , 𝑛 ൌ 𝑚

𝜋, 𝑛 ൌ 𝑚 ൌ 0



Chebyshev多项式的性质（续）

 性质5 ௡ 在区间 上有 个零点

 此外， ௡可以用 ଴ ଵ ௡的线性组合表示

其中规定 ଴

𝑥௞ ൌ cos
2𝑘 െ 1

2𝑛 𝜋, 𝑘 ൌ 1,2, ⋯

𝑥௡ ൌ 2ଵି௡ ෍ 𝑛
𝑘

௡
ଶ

௞ୀ଴

𝑇௡ିଶ௞ 𝑥



第二类Chebyshev多项式

 第二类Chebyshev多项式

 在区间 上带权 ଶ的正交多项式

 正交关系

 递推关系式

𝑈௡ 𝑥 ൌ
sin 𝑛 ൅ 1 arccos 𝑥

1 െ 𝑥ଶ

න 𝑈௡ሺ𝑥ሻ𝑈௠ሺ𝑥ሻ 1 െ 𝑥ଶd𝑥
ଵ

ିଵ
ൌ ቐ

0, 𝑚 ് 𝑛
𝜋
2 , 𝑚 ൌ 𝑛

𝑈௡ାଵ 𝑥 ൌ 2𝑥𝑈௡ 𝑥 െ 𝑈௡ିଵ 𝑥   ሺ𝑛 ൌ 1,2, … ሻ

𝑈଴ሺ𝑥ሻ ൌ 1 𝑈ଵሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥



Laguerre（拉盖尔）多项式

 Laguerre多项式

 在区间 上带权 ି௫的正交多项式

 正交关系

 递推关系式

𝐿௡ 𝑥 ൌ 𝑒௡ d௡

d𝑥௡ 𝑥௡𝑒ି௫

න 𝐿௡ሺ𝑥ሻ𝐿௠ሺ𝑥ሻ𝑒ି௫d𝑥
ஶ

଴
ൌ ቊ

0, 𝑚 ് 𝑛
𝑛! ଶ, 𝑚 ൌ 𝑛

𝐿௡ାଵ 𝑥 ൌ 1 ൅ 2𝑛 െ 𝑥 𝐿௡ 𝑥 െ 𝑛ଶ𝑈௡ିଵ 𝑥   ሺ𝑛 ൌ 1,2, … ሻ

𝐿଴ሺ𝑥ሻ ൌ 1 𝐿ଵ 𝑥 ൌ 1 െ 𝑥



Hermite（埃尔米特）多项式

 Hermite多项式

 在区间 上带权 ି௫మ
的正交多项式

 正交关系

 递推关系式

𝐻௡ 𝑥 ൌ െ1 ௡𝑒௫మ d௡

d𝑥௡ 𝑒ି௫మ

න 𝐻௡ሺ𝑥ሻ𝐻௠ሺ𝑥ሻ𝑒ି௫మd𝑥
ାஶ

ିஶ
ൌ ቊ

0, 𝑚 ് 𝑛
2௡𝑛! 𝜋, 𝑚 ൌ 𝑛

𝐻௡ାଵ 𝑥 ൌ 2𝑥𝐻௡ 𝑥 െ 2𝑛𝐻௡ିଵ 𝑥   ሺ𝑛 ൌ 1,2, … ሻ
𝐻଴ሺ𝑥ሻ ൌ 1 𝐻ଵሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥
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函数按正交多项式展开

 设 用正交多项式 ଴ ଵ
௡ 作基，求最佳平方逼近多项式

 由 ௞ 的正交性及式

可求得系数

𝑆௡ 𝑥 ൌ 𝑎଴𝑔଴ 𝑥 ൅ 𝑎ଵ𝑔ଵ 𝑥 ൅ ⋯ ൅ 𝑎௡𝑔௡ 𝑥 ሺ3.5.1ሻ

෍ 𝜑௞, 𝜑௝ 𝑎௝

௡

௝ୀ଴

ൌ 𝑓, 𝜑௞ ሺ𝑘 ൌ 0,1, … , 𝑛ሻ ሺ3.3.13ሻ

𝑎௞ ൌ
𝑓, 𝑔௞

𝑔௞, 𝑔௞
ሺ𝑘 ൌ 0,1, … , 𝑛ሻ ሺ3.5.2ሻ



函数按正交多项式展开（续）

 的最佳平方逼近多项式为

由式

可得均方误差为

𝑆௡ 𝑥 ൌ ෍
𝑓, 𝑔௞

𝑔௞, 𝑔௞
𝑔௞ሺ𝑥ሻ

௡

௞ୀ଴
ሺ3.5.3ሻ

𝛿 ଶ
ଶ ൌ 𝑓, 𝑓 െ 𝑓, 𝑆∗ ൌ 𝑓 ଶ

ଶ െ ෍ 𝑎௞
∗ 𝜑௞, 𝑓

௡

௞ୀ଴

ሺ3.3.15ሻ

𝛿௡ ଶ ൌ 𝑓 െ 𝑆௡ ଶ ൌ 𝑓 ଶ
ଶ െ ෍

𝑓, 𝑔௞
𝑔௞, 𝑔௞

𝑓, 𝑔௞

௡

௞ୀ଴

ሺ3.5.4ሻ



函数按正交多项式展开（续）

 若 在 上按正交多项式 ௞ 展开，系
数 ௞ 按式 计算，这样可得到

的展开式

 式 右端级数称为广义Fourier级数

 系数 ௞称为广义Fourier系数

 任何 均可展开成广义Fourier级数
，其部分和 ௡ 是 的最佳平方逼近

 系数 ௞与 无关： 增加时，只要计算增加的系数

 在 满足一定条件下也可一致收敛到

𝑓ሺ𝑥ሻ~ ෍ 𝑎௞𝑔௞ሺ𝑥ሻ
ஶ

௞ୀ଴

ሺ3.5.5ሻ



举例

 考虑函数 按Legendre多项式

଴ ଵ 展开的最佳平方逼近多项式 ௡
∗

。 由式 和式 可得

 其中

 根据式 平方误差为

ሺ3.5.6ሻ𝑆∗ 𝑥 ൌ 𝑎଴
∗𝑃଴ 𝑥 ൅ 𝑎ଵ

∗𝑃ଵ 𝑥 ൅ ⋯ ൅ 𝑎௡
∗ 𝑃௡ 𝑥

𝑎௞
∗ ൌ

𝑓, 𝑃௞
𝑃௞, 𝑃௞

ൌ
2𝑘 ൅ 1

2
න 𝑓 𝑥 𝑃௞ 𝑥 d𝑥

ଵ

ିଵ
 ሺ𝑘 ൌ 0,1, … , 𝑛ሻ

𝛿௡ ଶ
ଶ ൌ න 𝑓ଶ 𝑥 𝑥

ଵ

ିଵ
െ ෍

2
2𝑘 ൅ 1 𝑎௞

∗ ଶ
௡

௞ୀ଴

ሺ3.5.7ሻ

ሺ3.5.8ሻ

𝛿௡ ଶ ൌ 𝑓 ଶ
ଶ െ ෍

𝑓, 𝑔௞
𝑔௞, 𝑔௞

𝑓, 𝑔௞

௡

௞ୀ଴

ሺ3.5.4ሻ



例3.4

 求 ௫在 上的三次最佳平方逼近
多项式

 先计算 ௞ ，即

𝑓, 𝑃଴ ൌ න 𝑒௫d𝑥
ଵ

ିଵ
ൎ 2. 3504 𝑓, 𝑃ଵ ൌ න 𝑥𝑒௫d𝑥

ଵ

ିଵ
ൎ 0. 7358

𝑓, 𝑃ଶ ൌ න
3
2 𝑥ଶ െ

1
2 𝑒௫d𝑥

ଵ

ିଵ
ൎ 0. 1431

𝑓, 𝑃ଷ ൌ න
5
2 𝑥ଶ െ

3
2 𝑒௫d𝑥

ଵ

ିଵ
ൎ 0. 02013



例3.4（续）

 由式 得

 代入式 ，得

 均方误差为

 最大误差为

𝑎௞
∗ ൌ

𝑓, 𝑃௞
𝑃௞, 𝑃௞

ሺ3.5.7ሻ

𝑎଴
∗ ൌ 1.1752, 𝑎ଵ

∗ ൌ 1.1036, 𝑎ଶ
∗ ൌ 0. 3578, 𝑎ଷ

∗ ൌ 0. 07046

𝑆ଷ
∗ሺ𝑥ሻ ൌ 0.9963 ൅  0.9979𝑥 ൅ 0. 5367𝑥ଶ  ൅  0.1761𝑥ଷ

𝛿௡ ஶ ൌ 𝑒௫ െ 𝑆ଷ
∗ሺ𝑥ሻ ஶ ൑ 0.0112

𝛿௡ ଶ ൌ 𝑒௫ െ 𝑆ଷ
∗ሺ𝑥ሻ ଶ ൌ න 𝑒ଶ௫d𝑥

ଵ

ିଵ
െ ෍

2
2𝑘 ൅ 1 𝑎௞

∗ ଶ
ଷ

௞ୀ଴

൑ 0.0084



任意区间上的函数逼近

 如果 ，求 在区间 上的
最佳平方逼近多项式

1. 作变换

得到
௕ି௔

ଶ
௕ା௔

ଶ
为定义在

上的函数

2. 用Legendre多项式，求 的最佳平方逼近多
项式 ௡

∗

3. 回代，得到结果 ௡
∗ ଵ

௕ି௔

𝑥 ൌ
𝑏 െ 𝑎

2 𝑡 ൅
𝑏 ൅ 𝑎

2 ሺെ1 ൑ 𝑡 ൑ 1ሻ



讨论

 Legendre多项式 ௞ 是在区间 上
由 ଶ ௞ 正交化得到的

 利用函数的Legendre展开部分和得到的最佳平
方逼近多项式与解法方程得到的 ௡中的最佳平
方逼近多项式是一致的

 当 较大时求法方程会出现病态方程，计算
误差较大，不能使用

 而用Legendre展开不用解线性方程组，不
存在病态问题，计算公式使用起来也较方便
，因此通常都用此法求最佳平方逼近多项式



目录

 引言与预备知识

 最佳一致逼近多项式

 最佳平方逼近

 正交多项式

 函数按正交多项式展开

 曲线拟合的最小二乘法



数据拟合

 在科学实验的统计方法研究中，往往要从一组
实验数据 ௜ ௜ 中寻找自变量
与因变量 之间的函数关系

 由于观测数据往往不准确，因此不要求 经
过所有点 ௜ ௜ 而只要求在给定点 ௜上误差 ௜

௜ ௜ 按某种标准最小

 若记 ଴ ଵ ௠
୘ ，就是要求向量 的

范数 最小

 如果用最大范数，计算上困难较大

 通常就采用Euclid范数 ଶ作为误差度量的标准



一般的最小二乘逼近

 对于给定的一组数据 ௜ ௜ ，
要求在函数空间 ଴ ଵ ௡ 中
找一个函数 ∗ ，使误差平方和满足

 这里

 若 ௞ 是 次多项式， 就是 次多项式

 几何语言说，就称为曲线拟合的最小二乘

𝜹 ଶ
ଶ ൌ ෍ 𝛿௜

ଶ
௠

௜ୀ଴

ൌ ෍ 𝑆∗ 𝑥௜ െ 𝑦௜
ଶ

௠

௜ୀ଴

ൌ min
ௌሺ௫ሻ∈ః

෍ 𝑆 𝑥௜ െ 𝑦௜
ଶ

௠

௜ୀ଴

ሺ3.6.1ሻ

𝑆 𝑥 ൌ 𝑎଴𝜑଴ 𝑥 ൅ 𝑎ଵ𝜑ଵ 𝑥 ൅ ⋯ ൅ 𝑎௡𝜑௡ 𝑥 ሺ3.6.2ሻ



一般的最小二乘逼近（续）

 确定 的具体形式

 不是单纯数学问题，还与所研究问题的运动规律及
所得观测数据 ௜ ௜ 有关

 通常要从问题的运动规律及给定数据描图来确定
的形式，并通过实际计算选出较好的结果

 把最小二乘法中 ଶ
ଶ考虑为加权平方和

 是 上的权函数，它表示不同点 ௜ ௜
处的数据比重

 ௜ 可表示在点 ௜ ௜ 处重复观测的次数

𝜹 ଶ
ଶ ൌ ෍ 𝜔ሺ𝑥௜ሻ 𝑆∗ 𝑥௜ െ 𝑓ሺ𝑥௜ሻ ଶ

௠

௜ୀ଴
ሺ3.6.3ሻ



求解过程

 用最小二乘法求拟合曲线的问题

 在形如式 的 中求一函数 ∗ ，
使式 取得最小

 等价于求多元函数极小点 ଴
∗

ଵ
∗

௡
∗

与3.3节讨论的“函数的最佳平方逼近”类似

𝐼ሺ𝑎଴, 𝑎ଵ, ⋯ , 𝑎௡ሻ ൌ ෍ 𝜔ሺ𝑥௜ሻ ෍ 𝑎௜𝜑௜ሺ𝑥௜ሻ െ 𝑓ሺ𝑥௜ሻ
௡

௜ୀ଴

ଶ௠

௜ୀ଴

ሺ3.6.4ሻ

𝜹 ଶ
ଶ ൌ ෍ 𝜔ሺ𝑥௜ሻ 𝑆∗ 𝑥௜ െ 𝑓ሺ𝑥௜ሻ ଶ

௠

௜ୀ଴
ሺ3.6.3ሻ

𝑆 𝑥 ൌ 𝑎଴𝜑଴ 𝑥 ൅ 𝑎ଵ𝜑ଵ 𝑥 ൅ ⋯ ൅ 𝑎௡𝜑௡ 𝑥

ሺ3.6.2ሻ



求解过程（续）

 由求多元函数极值的必要条件，有

 若记

 则必要条件可改写为

𝜕𝐼
𝜕𝑎௞

ൌ 2 ෍ 𝜔ሺ𝑥௜ሻ ෍ 𝑎௝𝜑௝ 𝑥௜

௡

௝ୀ଴

െ 𝑓 𝑥௜ 𝜑௞ሺ𝑥௜ሻ
௠

௜ୀ଴

ൌ 0 ሺ𝑘 ൌ 0,1, … , 𝑛ሻ

ሺ𝜑௝, 𝜑௞ሻ ൌ ෍ 𝜔ሺ𝑥௜ሻ
௠

௜ୀ଴

𝜑௝ሺ𝑥௜ሻ𝜑௞ሺ𝑥௜ሻ ሺ3.6.5ሻ

ሺ𝑓, 𝜑௞ሻ ൌ ෍ 𝜔ሺ𝑥௜ሻ
௠

௜ୀ଴

𝑓ሺ𝑥௜ሻ𝜑௞ሺ𝑥௜ሻ ≡ 𝑑௞ ሺ𝑘 ൌ 0,1, ⋯ , 𝑛ሻ

෍ሺ𝜑௞, 𝜑௝ሻ𝑎௝

௡

௝ୀ଴

ൌ 𝑑௞
  ሺ𝑘 ൌ 0,1, ⋯ , 𝑛ሻ ሺ3.6.6ሻ



求解过程（续）

 此方程称为法方程它也可写成矩阵形式

其中

 该方程是否有解？

 该方程是否有唯一解？

𝑮𝒂 ൌ 𝒅

𝒂 ൌ 𝑎଴, 𝑎ଵ, ⋯ , 𝑎௡
୘ 𝒅 ൌ 𝑑଴, 𝑑ଵ, ⋯ , 𝑑௡

୘

𝑮 ൌ

𝜑଴, 𝜑଴ 𝜑଴, 𝜑ଵ
𝜑ଵ, 𝜑଴ 𝜑ଵ, 𝜑ଵ

…     𝜑଴, 𝜑௡
…     𝜑ଵ, 𝜑௡

⋮ ⋮
𝜑௡, 𝜑଴ 𝜑௡, 𝜑ଵ

⋮
…     𝜑௡, 𝜑௡

ሺ3.6.7ሻ



求解过程（续）

 由于 ଴ ଵ ௡线性无关，故系数行列式
，于是方程组 有唯一解

 从而得到函数 的最小二乘解为

 同样可以证明充分性：对于任何 ，都有

故 ∗ 确是所求最小二乘解

𝑎௞ ൌ 𝑎௞
∗  ሺ𝑘 ൌ 0,1, … , 𝑛ሻ

ሺ3.3.14ሻ𝑆∗ 𝑥 ൌ 𝑎଴
∗𝜑଴ 𝑥 ൅ 𝑎ଵ

∗𝜑ଵ 𝑥 ൅ ⋯ ൅ 𝑎௡
∗ 𝜑௡ 𝑥

෍ 𝜔ሺ𝑥௜ሻ 𝑆∗ 𝑥௜ െ 𝑓ሺ𝑥௜ሻ ଶ
௠

௜ୀ଴

൑ ෍ 𝜔ሺ𝑥௜ሻ 𝑆 𝑥௜ െ 𝑓ሺ𝑥௜ሻ ଶ
௠

௜ୀ଴

要求𝑚 ൐ 𝑛



例3.5

 已知一组实验数据如下表，求它的拟合曲线

 在坐标纸上标出所给数据，观测到各点分布在
一条直线附近，故可选择线性函数作拟合曲线

 令 ଵ ଴ ଵ ，这里

଴ ଵ 故

𝒙𝒊 1 2 3 4 5
𝒇𝒊 4 4.5 6 8 8.5
𝝎𝒊 2 1 3 1 1

𝜑଴, 𝜑଴ ൌ ෍ 𝜔௜

ସ

௜ୀ଴

ൌ 8 𝜑଴, 𝜑ଵ ൌ 𝜑ଵ, 𝜑଴ ൌ ෍ 𝜔௜𝑥௜

ସ

௜ୀ଴

ൌ 22



例3.5（续）

 由式 得方程组

 解得

 于是所求拟合曲线为

𝜑ଵ, 𝜑ଵ ൌ ෍ 𝜔௜𝑥௜
ଶ

ସ

௜ୀ଴

ൌ 74

𝜑଴, 𝑓 ൌ ෍ 𝜔௜𝑓௜

ସ

௜ୀ଴

ൌ 47 𝜑ଵ, 𝑓 ൌ ෍ 𝜔௜𝑥௜𝑓௜

ସ

௜ୀ଴

ൌ 145.5

ቊ 8𝑎଴ ൅ 22𝑎ଵ  ൌ 47
22𝑎଴ ൅ 74𝑎ଵ  ൌ 145.5

෍ሺ𝜑௞, 𝜑௝ሻ𝑎௝

௡

௝ୀ଴

ൌ 𝑑௞
  ሺ𝑘 ൌ 0,1, ⋯ , 𝑛ሻ

ሺ3.6.6ሻ

𝑎଴ ൌ 2.77, 𝑎ଵ ൌ 1.13

𝑆ଵ
∗ሺ𝑥ሻ ൌ 2.77 ൅ 1.13𝑥



例3.6

 在某化学反应过程中，根据实验所得生成物
的质量分数与时间的关系如下表所示，求质
量分数 与时间 的拟合曲线

𝒕/𝐦𝐢𝐧 1 2 3 …… 14 15 16

𝐲/ൈ 𝟏𝟎ି𝟑 4.00 6.40 8.00 …… 10.55 10.58 10.60

 质量分数开始时增加较快，后来
逐渐减慢，到一定时间就基本稳
定在一个水平上，即当𝑡 → ∞时
，𝑦趋于某个数，故𝑦 ൌ 𝐹ሺ𝑡ሻ有
一水平渐近线

 𝑡 ൌ 0时，反应未开始，质量分
数为零



例3.6（续）

1. 设想 是双曲线型 ，即
，与给定数据的规律大致符合

 为了确定 的值，先将上述关系改写为

 令 ，因此可以用 的线性函数

ଵ 拟合数据 ௜ ௜

 ௜ ௜ 由原始数据 ௜ ௜ 变换而来

 与例3.5类似，得到下面的方程组

𝑦 ൌ
𝑡

𝑎𝑡 ൅ 𝑏   ⇔   
1
𝑦 ൌ 𝑎 ൅

𝑏
𝑡

ቊ 16𝑎 ൅ 3.38073𝑏  ൌ 1.8372 ൈ 10ଷ

3.38073𝑎 ൅ 1.58435𝑏  ൌ 0.52886 ൈ 10ଷ



例3.6（续）

 得

 从而得到

 其误差为

2. 符合给定数据的函数还可选为指数形式，此
时令曲线为

 当 时， ；当 时，若 ，则
且 增加时 增加，与给出数据规律相同

𝑎 ൌ  80.6621, 𝑏 ൌ  161.6822

𝑦 ൌ  𝑡/ሺ80.6621𝑡 ൅ 161.6822ሻ ൌ 𝐹ሺଵሻሺ𝑡ሻ

𝛿௜
ሺଵሻ ൌ 𝑦௜ െ 𝐹ሺଵሻ ሺ𝑡௜ሻሺ𝑖 ൌ 1,2, … , 16ሻ

௕/௧



例3.6（续）

 为了确定 与 ，对上式两端取对数

 令

 由 ௜ ௜ 计算出 ௜ ௜ ，拟合数据 ௜ ௜ 的曲线仍
为 ଵ

 用例3.5的方法计算出
，从而 ஺ ିଷ

 最后求得

 误差为

ln 𝑦 ൌ  ln 𝑎 ൅
𝑏
𝑡

𝑦 ൌ 11.3253 ൈ 10ିଷ𝑒ିଵ.଴ହ଺଻/௧ ൌ 𝐹ሺଶሻሺ𝑡ሻ

𝛿௜
ሺଶሻ ൌ 𝑦௜ െ 𝐹ሺଶሻ ሺ𝑡௜ሻሺ𝑖 ൌ 1,2, … , 16ሻ



例3.6（续）

 怎样比较这两个数学模型的好坏呢？

 分别计算各点误差，从中挑选误差较小的模型

 经过计算可得

𝜹ሺ𝟏ሻ
ஶ ൌ  0.568 ൈ 10ିଷ 𝜹ሺ𝟐ሻ

ஶ ൌ 0.277 ൈ 10ିଷ

𝜹ሺ𝟏ሻ
ଶ ൌ ෍ 𝛿௜

ሺଵሻ ଶ
௠

௜ୀଵ

ൌ 1. 19 ൈ 10ିଷ

𝜹ሺ𝟐ሻ
ଶ ൌ ෍ 𝛿௜

ሺଶሻ ଶ
௠

௜ୀଵ

ൌ 0.34 ൈ 10ିଷ

𝜹ሺ𝟐ሻ
ଶ及 𝜹ሺ𝟐ሻ

ஶ
都比较小，所以用
𝑦 ൌ 𝐹ሺଶሻሺ𝑡ሻ 作拟合
曲线比较好



例3.6（续）

𝑦 ൌ 𝑎𝑒௕/௧

𝑦 ൌ 𝑡/ሺ𝑎𝑡 ൅ 𝑏ሻ



数据拟合流程

1. 在坐标系中画出数据点，观察分布特点

2. 由数据点的分布，取基函数系

3. 构成法方程并求解，得到拟合曲线，分析误差

 拟合曲线的数学模型并不是一开始就能选得好
的，往往要通过分析确定若干模型后，再经过
实际计算，才能选到较好的模型

 存在过拟合的风险！

多项式
指数函数
三角函数

଴ ଵ ௡



用正交函数作最小二乘拟合

 最小二乘法得到的法方程组 ，其系数矩
阵 可能是病态的

 考虑 ଴ ଵ ௡是关于点集 ௜
带权 正交的函数族

𝑮𝒂 ൌ 𝒅

𝑮 ൌ

𝜑଴, 𝜑଴ 𝜑଴, 𝜑ଵ
𝜑ଵ, 𝜑଴ 𝜑ଵ, 𝜑ଵ

…     𝜑଴, 𝜑௡
…     𝜑ଵ, 𝜑௡

⋮ ⋮
𝜑௡, 𝜑଴ 𝜑௡, 𝜑ଵ

⋮
…     𝜑௡, 𝜑௡

ሺ3.6.7ሻ

ሺ3.6.8ሻሺ𝜑௝, 𝜑௞ሻ ൌ ෍ 𝜔ሺ𝑥௜ሻ𝜑௝ሺ𝑥௜ሻ𝜑௞ሺ𝑥௜ሻ
௠

௜ୀ଴

ൌ ቊ 0, 𝑗 ് 𝑘
𝐴௞ ൐ 0, 𝑗 ൌ 𝑘



用正交函数作最小二乘拟合（续）

 根据

可得

 与ሺ3.5.2ሻ一致

 经过化简，易得平方误差为

 与ሺ3.5.4ሻ一致

෍ሺ𝜑௞, 𝜑௝ሻ𝑎௝

௡

௝ୀ଴

ൌ 𝑑௞
  ሺ𝑘 ൌ 0,1, ⋯ , 𝑛ሻ ሺ3.6.6ሻ

ሺ3.6.9ሻ𝑎௞
∗ ൌ

𝑓, 𝜑௞
𝜑௞, 𝜑௞

ൌ
∑ 𝜔ሺ𝑥௜ሻ𝑓ሺ𝑥௜ሻ𝜑௞ሺ𝑥௜ሻ௠

௜ୀ଴
∑ 𝜔ሺ𝑥௜ሻ𝜑௞

ଶ ሺ𝑥௜ሻ௠
௜ୀ଴

 ሺ𝑘 ൌ 0,1, ⋯ , 𝑛ሻ

𝜹 ଶ
ଶ ൌ 𝑓 ଶ

ଶ െ ෍ 𝐴௞ 𝑎௞
∗ ଶ

௠

௜ୀ଴

𝑎௞ ൌ
𝑓, 𝑔௞

𝑔௞, 𝑔௞
ሺ𝑘 ൌ 0,1, … , 𝑛ሻ ሺ3.5.2ሻ



正交化

 根据给定节点 ଴ ଵ ௠及权函数 ，
构造带权 正交的多项式 ௡
 注意 ，递推公式

 ௞ 是首项系数为 的 次多项式，根据正交性得

൞
𝑃଴ 𝑥  ൌ 1
𝑃ଵ 𝑥  ൌ 𝑥 െ 𝛼ଵ 𝑃଴ሺ𝑥ሻ

𝑃௞ାଵ 𝑥  ൌ 𝑥 െ 𝛼௞ାଵ 𝑃௞ 𝑥 െ 𝛽௞𝑃௞ିଵ 𝑥 ሺ𝑘 ൌ 1,2 ⋯ , 𝑛 െ 1ሻ 

ሺ3.6.10ሻ

ሺ3.6.11ሻ

𝛼௞ାଵ  ൌ
∑ 𝜔ሺ𝑥௜ሻ𝑥௜𝑃௞

ଶሺ𝑥௜ሻ௠
௜ୀ଴

∑ 𝜔ሺ𝑥௜ሻ𝑃௞
ଶሺ𝑥௜ሻ௠

௜ୀ଴
ൌ

𝑥𝑃௞, 𝑃௞
𝑃௞, 𝑃௞

𝛽௞  ൌ
∑ 𝜔ሺ𝑥௜ሻ𝑃௞

ଶሺ𝑥௜ሻ௠
௜ୀ଴

∑ 𝜔ሺ𝑥௜ሻ𝑃௞ିଵ
ଶ ሺ𝑥௜ሻ௠

௜ୀ଴
ൌ

𝑃௞, 𝑃௞
𝑃௞ିଵ, 𝑃௞ିଵ

ሺ𝑘 ൌ 1,2 ⋯ , 𝑛 െ 1ሻ

与3.4.1节函数正交化
手续一致



计算过程

 用正交多项式 ௞ 的线性组合作最小二乘

 只要在根据式 及式 逐步求 ௞ 的
同时，相应计算出系数

 逐步把 ௞
∗

௞ 累加到 中去，最后就可得到所
求的拟合曲线

 可事先给定或在计算过程中根据误差确定

 当逼近次数增加一次，只要把程序中循环数加

𝑎௞ ൌ
𝑓, 𝑃௞
𝑃௞, 𝑃௞

ൌ
∑ 𝜔ሺ𝑥௜ሻ𝑓ሺ𝑥௜ሻ𝑃௞ሺ𝑥௜ሻ௠

௜ୀ଴
∑ 𝜔ሺ𝑥௜ሻ𝑃௞

ଶ ሺ𝑥௜ሻ௠
௜ୀ଴

 ሺ𝑘 ൌ 0,1, ⋯ , 𝑛ሻ

𝑦 ൌ 𝐹 𝑥 ൌ 𝑎଴
∗𝑃଴ 𝑥 ൅ 𝑎ଵ

∗𝑃ଵ 𝑥 ൅ ⋯ ൅ 𝑎௡
∗ 𝑃௡ 𝑥

与3.5节函数按正交多项式
展开一致



多元最小二乘拟合

 已知多元函数 ଵ ଶ ௟ 的一组测量数
据 ଵ௜ ଶ௜ ௟௜ ௜ ， 以及一组权系数 ௜

，要求函数

使得

最小

𝐹 𝑎଴, 𝑎ଵ, … , 𝑎௡ ൌ ෍ 𝜔௜ 𝑦௜ െ 𝑆௡ 𝑥ଵ௜, 𝑥ଶ௜, … , 𝑥௟௜
ଶ

௠

௜ୀଵ

𝑆௡ 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௟ ൌ ෍ 𝑎௞𝜑௞ 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௟

௡

௞ୀ଴

, 𝑛 ൑ 𝑚



多元最小二乘拟合（续）

 这与式 的极值问题完全一样，系数

଴ ଵ ௡同样满足法方程组 ，

只是这里

 求解法方程组 就可得到 ௞
，从而得到 ௡ ଵ ଶ ௟

ሺ𝜑௞, 𝜑௝ሻ ൌ ෍ 𝜔ሺ𝑥௜ሻ
௠

௜ୀଵ

𝜑௞ሺ𝑥ଵ௜, 𝑥ଶ௜, … , 𝑥௟௜ሻ𝜑௝ሺ𝑥ଵ௜, 𝑥ଶ௜, … , 𝑥௟௜ሻ

෍ሺ𝜑௞, 𝜑௝ሻ𝑎௝

௡

௝ୀ଴

ൌ 𝑑௞
  ሺ𝑘 ൌ 0,1, ⋯ , 𝑛ሻ ሺ3.6.6ሻ



数据拟合 vs 数据插值

 数据拟合

 对拟合函数不要求它通过所给的数据点

 所处理的数据量大且不能保证每一个数据没有误差

 要求一个函数严格通过每一个数据点是不合理的

 数据拟合方法求拟合函数

 数据插值

 插值函数则必须通过每一个数据点

 插值方法求插值函数



总结

 引言与预备知识

 函数逼近与计算、一致逼近、均方逼近

 一致逼近的存在性、连续函数空间

 最佳一致逼近多项式

 定义、偏差、最佳逼近多项式的偏差点性质

 Chebyshev定理，推论、最佳一次逼近多项式

 最佳平方逼近

 定义、函数内积、函数范数、正交函数

 线性无关函数、最佳平方逼近函数、法方程



总结（续）

 正交多项式

 带权 正交、正交化

 Legendre多项式、Chebyshev多项式

 函数按正交多项式展开

 简化的计算过程、任意区间上的函数逼近

 曲线拟合的最小二乘法

 数据拟合、最小二乘逼近、法方程

 用正交函数作最小二乘拟合、正交化


