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Gauss公式

 形如下式的机械求积公式

 含有 个待定参数 ௞ ௞
 Gauss公式

 适当选择𝑥௞, 𝐴௞，使求积公式具有 次代数精度

 定义4.3 如果求积公式 具有 次代
数精度，则称节点 ௞ 是Gauss点

න 𝑓(𝑥) d𝑥௕
௔ ≈ ෍ 𝐴௞𝑓(𝑥௞)௡

௞ୀ଴ (4.4.1)



Gauss公式的构造

 插值型求积公式

 求积系数 ௞通过插值基函数 ௞ 积分得出

 定理4.4 对于插值型求积公式 ，其节
点 ௞ 是Gauss点的充分必要条
件，是以这些点为零点的多项式௞௡௞ୀ଴ 与任意次数不超过 的多项式

均正交，即න 𝑃(𝑥)𝜔(𝑥) d𝑥௕
௔ = 0 (4.4.2)

𝐴௞ = න 𝑙௞(𝑥)௕
௔ d𝑥



定理4.4证明

 必要性

 设 是任意次数不超过 的多项式，则
的次数不超过

 如果 ଴ ଵ ௡是Gauss点，则求积公式对于
能准确成立，即有

 但 ௞ ，故下式成立

න 𝑃(𝑥)𝜔(𝑥) d𝑥௕
௔ = ෍ 𝐴௞𝑃(𝑥௞)𝜔 𝑥௞௡

௞ୀ଴
න 𝑃(𝑥)𝜔(𝑥) d𝑥௕

௔ = 0 (4.4.2)



定理4.4证明（续）

 充分性

 对于任意给定次数不超过 的多项式 ，
用 除 ，记商为 ，余式为 ，

与 都是次数不超过 的多项式：

 利用式 ，可得

 由于所给求积公式是插值型的，它对于 能
准确成立（定理4.1）

𝑓 𝑥 = 𝑃 𝑥 𝜔 𝑥 + 𝑄(𝑥)

න 𝑃(𝑥)𝜔(𝑥) d𝑥௕
௔ = 0(4.4.2)

න 𝑓(𝑥) d𝑥௕
௔ = න 𝑄(𝑥) d𝑥௕

௔ (4.4.3)



定理4.4证明（续）

 注意到 ௞ ，因此

 从而有

 结合 ，得到

 知式 对次数不超过 的多项式均成立

න 𝑄(𝑥) d𝑥௕
௔ = ෍ 𝐴௞𝑄(𝑥௞)௡

௞ୀ଴𝑄(𝑥௞) = 𝑃 𝑥௞ 𝜔 𝑥௞ + 𝑄(𝑥௞) = 𝑓 𝑥௞

𝑓 𝑥 = 𝑃 𝑥 𝜔 𝑥 + 𝑄(𝑥)

න 𝑄(𝑥) d𝑥௕
௔ = ෍ 𝐴௞𝑓(𝑥௞)௡

௞ୀ଴
න 𝑓(𝑥) d𝑥௕

௔ = ෍ 𝐴௞𝑓(𝑥௞)௡
௞ୀ଴



Gauss-Legendre公式

 ，考察区间 的Gauss公式

 Legendre多项式

 当区间为 、权函数 时，由ଶ ௡ 正交化得到的多项式

 ௡ାଵ 与任一次数不超过 的多项式正交

 ௡ାଵ 在区间 内有 个不同实零点

න 𝑓(𝑥) d𝑥ଵ
ିଵ ≈ ෍ 𝐴௞𝑓(𝑥௞)௡

௞ୀ଴ (4.4.4)

𝑃଴(𝑥) = 1 𝑃௡(𝑥) = 12௡𝑛! d௡d𝑥௡ [(𝑥ଶ − 1)௡]      (𝑛 = 1,2, ⋯ )



Gauss-Legendre公式（续）

 Legendre多项式 ௡ାଵ 的零点就是求积公式
的Gauss点

 被称为Gauss-Legendre公式

 取 ଵ 的零点 ଴ 作节点构造求积公式

 令上式对 准确成立，即可定出 ଴
 得到中矩形公式

න 𝑓(𝑥) d𝑥ଵ
ିଵ ≈ 𝐴଴𝑓(0)

න 𝑓(𝑥) d𝑥ଵ
ିଵ ≈ 2𝑓(0)



Gauss-Legendre公式（续）

 再取 ଶ ଵଶ ଶ 的两个零点
ଵଷ构造

求积公式

 令上式对 准确成立，有

 解出 ଴ ଵ ，得到两点Gauss-Legendre
公式

න 𝑓(𝑥) d𝑥ଵ
ିଵ ≈ 𝐴଴𝑓 − 13 + 𝐴ଵ𝑓 13

൞ 𝐴଴ + 𝐴ଵ = 2                          𝐴଴ − 13 + 𝐴ଵ 13 = 0
න 𝑓(𝑥) d𝑥ଵ

ିଵ ≈ 𝑓 − 13 + 𝑓 13



Gauss-Legendre公式（续）

 继续推导，得到三点Gauss-Legendre公式

 四点、五点Gauss-Legendre公式见表4.5

 拓展到任意求积区间

 通过变换
௕ି௔ଶ ௔ା௕ଶ 可以化到区间

න 𝑓(𝑥) d𝑥ଵ
ିଵ ≈ 59 𝑓 − 155 + 89 𝑓 0 + 59 𝑓 155

න 𝑓(𝑥) d𝑥௕
௔ = 𝑏 − 𝑎2 න 𝑓 𝑏 − 𝑎2 𝑡 + 𝑎 + 𝑏2 d𝑡ଵ

ିଵ



Gauss公式的余项

 定理4.5 对于Gauss公式 ，其余项

这里 ଴ ଵ ௡
 以 ଴ ଵ ௡为节点构造次数不大于 的多

项式 ，使其满足条件

这里的 称为Hermite插值多项式

 由于Gauss公式具有 次代数精度，它对于
能准确成立

𝑅 𝑥 = න 𝑓(𝑥) d𝑥௕
௔ − ෍ 𝐴௞𝑓 𝑥௞௡

௞ୀ଴ = 𝑓 ଶ௡ାଶ (𝜉)2𝑛 + 2 ! න 𝜔ଶ(𝑥) d𝑥௕
௔

𝐻 𝑥௜ = 𝑓 𝑥௜ 𝐻′ 𝑥௜ = 𝑓′ 𝑥௜ 𝑖 = 0, 1, …  



Gauss公式的余项（续）

 因此余项

 Hermite插值余项

න 𝐻(𝑥) d𝑥௕
௔ = ෍ 𝐴௞𝐻(𝑥௞)௡

௞ୀ଴ = ෍ 𝐴௞𝑓(𝑥௞)௡
௞ୀ଴

𝑅 𝑥 = න 𝑓(𝑥) d𝑥௕
௔ − ෍ 𝐴௞𝑓 𝑥௞௡

௞ୀ଴= න 𝑓(𝑥) d𝑥௕
௔ − න 𝐻(𝑥) d𝑥௕

௔ = න 𝑓 𝑥 − 𝐻 𝑥 d𝑥௕
௔

𝑅 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝐻ଶ௡ାଵ 𝑥 = 𝑓 ଶ௡ାଶ 𝜉2𝑛 + 2 ! 𝜔௡ାଵଶ 𝑥        (2.6.6)



Gauss公式的余项（续）

 因此

 由于 ଶ 在 上保号，再次使用加权积分中
值定理可得

𝑅 𝑥 = න 𝑓 ଶ௡ାଶ (𝜂)2𝑛 + 2 ! 𝜔ଶ(𝑥) d𝑥௕
௔

𝑅 𝑥 = 𝑓 ଶ௡ାଶ (𝜉)2𝑛 + 2 ! න 𝜔ଶ(𝑥) d𝑥௕
௔



Gauss公式的稳定性

 Newton-Cotes公式不稳定

 当 时，Cotes系数有正有负

 Gauss公式不但是高精度的，而且数值稳定

 求积系数具有非负性

 定理4.6 Gauss公式 求积系数௞ 全是正的න 𝑓(𝑥) d𝑥௕
௔ ≈ ෍ 𝐴௞𝑓(𝑥௞)௡

௞ୀ଴ (4.4.1)



定理4.6证明

 考察

 它是 次多项式，因而𝑙௞ଶ 𝑥 是 次多项式

 Gauss公式对于 ௞ଶ 能准确成立，即有

𝑙௞(𝑥) = ෑ (𝑥 − 𝑥௝)(𝑥௞ − 𝑥௝)௡
௝ୀ଴(௝ஷ௞)

0 < න  𝑙௞ଶ 𝑥 𝑑𝑥௕
௔ = ෍ 𝐴௜ 𝑙௞ଶ(𝑥௜)௡

௜ୀ଴ = 𝐴௞



Gauss公式稳定的原因

 求积公式

 实际计算时，通常不一定能提供准确的数据௞ ௞ ，而只是给出含有误差（例如舍
入误差）的数据 ௞∗，故实际求得的积分值为

 ௡和 ௡∗之间的差异有多大？

𝐼௡∗ = ෍ 𝐴௞𝑓௞∗௡
௞ୀ଴

𝐼௡ = ෍ 𝐴௞𝑓(𝑥௞)௡
௞ୀ଴



Gauss公式稳定的原因（续）

 由于Gauss公式的求积系数具有非负性

 根据式 ，可得

𝐼௡∗ − 𝐼௡ ≤ ෍ 𝐴௞ 𝑓௞∗ − 𝑓௞௡
௞ୀ଴ ≤ ෍ 𝐴௞௡

௞ୀ଴ max଴ஸ௞ஸ௡ 𝑓௞∗ − 𝑓௞

𝐼௡∗ − 𝐼௡ = ෍ 𝐴௞(𝑓௞∗ − 𝑓௞)௡
௞ୀ଴ ≤ ෍ 𝐴௞(𝑓௞∗ − 𝑓௞)௡

௞ୀ଴

⇒ 𝐼௡∗ − 𝐼௡ ≤ 𝑏 − 𝑎 max଴ஸ௞ஸ௡ 𝑓௞∗ − 𝑓௞෍ 𝐴௞௡
௞ୀ଴ = 𝑏 − 𝑎



带权的Gauss公式

 考察积分

 为权函数，当 时即为普通积分

 仿照普通积分的处理方式，考察求积公式

 如果它对于任意次数不超过 的多项式均
能准确地成立，则称之为Gauss型的

 上述Gauss公式的求积节点 ௞仍称为Gauss点

𝐼 = න 𝜌(𝑥)𝑓(𝑥) d𝑥௕
௔

න 𝜌(𝑥)𝑓(𝑥) d𝑥௕
௔ ≈ ෍ 𝐴௞𝑓(𝑥௞)௡

௞ୀ଴



带权Gauss公式的构造

 ௞ 是Gauss点的充要条件，下
式是区间 上关于权函数 的正交多项
式

 若 ，且取权函数
ଵଵି௫మ，

则所建立的Gauss公式为

 称为Gauss-Chebyshev公式

𝜔(𝑥) = ෑ(𝑥 − 𝑥௞)௡
௞ୀ଴

න 𝑓(𝑥)1 − 𝑥ଶ d𝑥௕
௔ ≈ ෍ 𝐴௞𝑓(𝑥௞)௡

௞ୀ଴ (4.4.6)



带权Gauss公式的构造（续）

 区间 上关于权函数
ଵଵି௫మ的正交多项式

是Chebyshev多项式

 求积公式的Gauss点是 次Chebyshev多项
式的零点，即

 运用正交多项式的零点构造Gauss求积公式
，只是针对某些特殊的权函数才有效

 一般权函数的正交化很复杂

௡
𝑘 = 0, 1, … , 𝑛  𝑥௞ = cos 2𝑘 + 12𝑛 + 2 𝜋



带权Gauss公式的构造（续）

 一般方法，借鉴4.1.2节的待定系数法

 欲使求积公式 具有 次代数精度，只要令
它对于 ଶ ௠都能成立

 是一个确定参数 ௞和 ௞的代数问题

∑ 𝐴௞ = 𝑏 − 𝑎                          ∑ 𝐴௞𝑥௞ = 12 𝑏ଶ − 𝑎ଶ                    ⋮                           ∑ 𝐴௞𝑥௞௠ = 1𝑚 + 1 (𝑏௠ାଵ − 𝑎௠ାଵ) (4.1.4)



举例

 设要构造下列形式的Gauss公式

 令它对于 ଶ ଷ 准确成立，得

න 𝑥𝑓(𝑥) d𝑥ଵ
଴ ≈ 𝐴଴𝑓 𝑥଴ + 𝐴ଵ𝑓(𝑥ଵ) (4.4.7)

𝐴଴ + 𝐴ଵ = 23                          𝐴଴𝑥଴ + 𝐴ଵ𝑥ଵ = 25                  𝐴଴𝑥଴ଶ + 𝐴ଵ𝑥ଵଶ = 27                 𝐴଴𝑥଴ଷ + 𝐴ଵ𝑥ଵଷ = 29                 
(4.4.8)



举例（续）

 经过一系列解方程步骤，可得

 因此

𝑥଴ = 0.821162𝐴଴ = 0.389111 𝑥ଵ = 0.289949𝐴ଵ = 0.277556
න 𝑥𝑓(𝑥) d𝑥ଵ

଴≈ 0.389111𝑓 0.821162 + 0.277556𝑓(0.289949)
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中点方法

 按照数学分析的定义，导数是差商的极限

 如果精度要求不高，则可以取差商作为倒数
的近似值，即

 中点方法（两者取平均）

𝑓ᇱ 𝑎 = lim௛→଴ 𝑓 𝑎 + ℎ − 𝑓(𝑎)ℎ
𝑓ᇱ 𝑎 ≈ 𝑓 𝑎 + ℎ − 𝑓(𝑎)ℎ 𝑓ᇱ 𝑎 ≈ 𝑓 𝑎 − 𝑓(𝑎 − ℎ)ℎ或

𝑓ᇱ 𝑎 ≈ 𝑓 𝑎 + ℎ − 𝑓(𝑎 − ℎ)2ℎ



中点方法（续）

 三种导数的近似值对应于向前差商、向后差商
、中心差商

 分别分表示弦 、

和 的斜率

 的斜率更接近切线

的斜率

 中点方法更为可取

 机械求导方法

 将导数的计算归结为计算 在若干节点上的函数值

𝑂 𝑥

𝑦

𝑎 − ℎ 𝑎 + ℎ𝑎

𝐴
𝐶

𝑓(𝑥)𝑇𝐵



误差分析

 要利用中点公式

计算导数 ᇱ 的近似值，需要选择合适的
步长，为此需要进行误差分析

 分别将 在 处作Taylor展开

𝐺 ℎ = 𝑓 𝑎 + ℎ − 𝑓(𝑎 − ℎ)2ℎ

𝑓 𝑎 ± ℎ = 𝑓 𝑎 ± ℎ𝑓ᇱ 𝑎 + ℎଶ2! 𝑓ᇱᇱ 𝑎 ± ℎଷ3! 𝑓ᇱᇱᇱ 𝑎 +ℎସ4! 𝑓(ସ) 𝑎 ± ℎହ5! 𝑓(ହ) 𝑎 + ⋯



误差分析（续）

 代入中点公式，化简

 从截断误差的角度看，步长越小，计算结果越
准确

 再考察舍入误差，当 很小时，因
与 很接近，直接相减会造成有效数
字的严重损失

 从舍入误差的角度看，步长不宜太小

𝐺 ℎ = 𝑓ᇱ 𝑎 + ℎଶ3! 𝑓ᇱᇱᇱ 𝑎 + ℎସ5! 𝑓(ହ) 𝑎 + ⋯



举例

 中点公式求 在 处的一阶导数

 取四位数字计算，结果如下表所示

 导数的准确值

 的逼近效果最好，如果进一步缩小步长
，则逼近效果会越来越差

𝐺 ℎ = 2 + ℎ − 2 − ℎ2ℎ
ℎ 𝐺(ℎ) ℎ 𝐺(ℎ) ℎ 𝐺(ℎ)1 0.3660 0.05 0.3530 0.001 0.35000.5 0.3564 0.01 0.3500 0.0005 0.30000.1 0.3535 0.005 0.3500 0.0001 0.3000



插值型的求导公式

 对于列表函数 ，运用插值原理，可
以建立插值多项式 ௡ 作为它的近似

 由于多项式的求导比较容易，取 ௡ᇱ 的值
作为 的近似值，即

 统称为插值型的求导公式

 即使 与 ௡ 的相差不多，导数的近似
值 ௡ᇱ 与导数的真值 ᇱ 仍然可能差别很
大，因而在使用求导公式 时应特别注
意误差的分析

𝑓ᇱ 𝑥 ≈ 𝑃௡ᇱ(𝑥) (4.5.1)



误差分析

 差值余项

 求导公式 的余项

 是 的未知函数，无法对第二项进一步化简

 对于随意给出的点 ，误差 ᇱ ௡ᇱ 是无法
预估的

𝑅௡ 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝐿௡ 𝑥 = 𝑓 ௡ାଵ 𝜉𝑛 + 1 ! 𝜔௡ାଵ 𝑥         (2.2.14)
𝑓ᇱ 𝑥 − 𝑃௡ᇱ 𝑥 = 𝑓 ௡ାଵ 𝜉𝑛 + 1 ! 𝜔௡ାଵᇱ  𝑥 + 𝜔௡ାଵ 𝑥𝑛 + 1 ! dd𝑥 𝑓 ௡ାଵ 𝜉

𝜔௡ାଵ 𝑥 = 𝑥 − 𝑥଴ 𝑥 − 𝑥ଵ ⋯ 𝑥 − 𝑥௡             (2.2.12)



误差分析（续）

 如果限定求某个节点 ௞ 的导数值，那么上面
第二项因 ௡ାଵ ௞ 而变为零，这时余项
公式为

 下面仅仅考察节点处的导数值

 为简化讨论，假定所给的节点是等距的

𝑓ᇱ 𝑥௞ − 𝑃௡ᇱ 𝑥௞ = 𝑓 ௡ାଵ 𝜉𝑛 + 1 ! 𝜔௡ାଵᇱ  𝑥௞ (4.5.2)

𝜔௡ାଵ 𝑥 = 𝑥 − 𝑥଴ 𝑥 − 𝑥ଵ ⋯ 𝑥 − 𝑥௡             (2.2.12)



两点公式

 已给出两个节点 ଴ ଵ上的函数值 ଴ ଵ
，作线性插值公式

 上式两端求导，记 ଵ ଴ ，有

 于是有下列求导公式

𝑃ଵ 𝑥 = 𝑥 − 𝑥ଵ𝑥଴ − 𝑥ଵ 𝑓 𝑥଴ + 𝑥 − 𝑥଴𝑥ଵ − 𝑥଴ 𝑓(𝑥ଵ)
𝑃ଵᇱ 𝑥 = 1ℎ −𝑓 𝑥଴ + 𝑓(𝑥ଵ)

𝑃ଵᇱ 𝑥଴ = 1ℎ −𝑓 𝑥଴ + 𝑓(𝑥ଵ) 𝑃ଵᇱ 𝑥ଵ = 1ℎ −𝑓 𝑥଴ + 𝑓(𝑥ଵ)



两点公式（续）

 利用余项公式

 带余项的两点公式

𝑓ᇱ 𝑥௞ − 𝑃௡ᇱ 𝑥௞ = 𝑓 ௡ାଵ 𝜉𝑛 + 1 ! 𝜔௡ାଵᇱ  𝑥௞ (4.5.2)
𝑓ᇱ 𝑥଴ = 1ℎ −𝑓 𝑥଴ + 𝑓(𝑥ଵ) − ℎ2 𝑓ᇱᇱ 𝜉
𝑓ᇱ 𝑥ଵ = 1ℎ −𝑓 𝑥଴ + 𝑓(𝑥ଵ) + ℎ2 𝑓ᇱᇱ 𝜉



三点公式

 设已给出三个节点 ଴ ଵ ଴ ଶ ଴
上的函数值，作二次插值

 令 ଴ ，上式可表示为

𝑃ଶ 𝑥 = (𝑥 − 𝑥ଵ)(𝑥 − 𝑥ଶ)(𝑥଴ − 𝑥ଵ)(𝑥଴ − 𝑥ଶ) 𝑓 𝑥଴ + 𝑥 − 𝑥଴ 𝑥 − 𝑥ଶ𝑥ଵ − 𝑥଴ 𝑥ଵ − 𝑥ଶ 𝑓 𝑥ଵ +𝑥 − 𝑥଴ 𝑥 − 𝑥ଵ𝑥ଶ − 𝑥଴ 𝑥ଶ − 𝑥ଵ 𝑓 𝑥ଶ                                          
𝑃ଶ 𝑥଴ + 𝑡ℎ = 12 𝑡 − 1 𝑡 − 2 𝑓 𝑥଴ − 𝑡 𝑡 − 2 𝑓 𝑥ଵ +12 𝑡 𝑡 − 1 𝑓 𝑥ଶ                     



三点公式（续）

 两端对 求导，可以推导出

 这里撇号表示对变量 求导数

 分别取 ，得到以下三种三点公式

𝑃ଶᇱ 𝑥଴ + 𝑡ℎ= 12ℎ 2𝑡 − 3 𝑓 𝑥଴ − 4𝑡 − 4 𝑓 𝑥ଵ + 2𝑡 − 1 𝑓 𝑥ଶ (4.5.3)

𝑃ଶᇱ 𝑥଴ = 12ℎ −3𝑓 𝑥଴ + 4𝑓 𝑥ଵ + 𝑓 𝑥ଶ𝑃ଶᇱ 𝑥ଵ = 12ℎ −𝑓 𝑥଴ + 𝑓 𝑥ଶ𝑃ଶᇱ 𝑥ଶ = 12ℎ 𝑓 𝑥଴ − 4𝑓 𝑥ଵ + 3𝑓 𝑥ଶ



三点公式（续）

 利用余项公式

 带余项的三点求导公式

 式 是中点公式，它少用了一个函数值

𝑓ᇱ 𝑥଴ = 12ℎ −3𝑓 𝑥଴ + 4𝑓 𝑥ଵ + 𝑓 𝑥ଶ + ℎଶ3 𝑓ᇱᇱᇱ 𝜉
𝑓ᇱ 𝑥ଵ = 12ℎ −𝑓 𝑥଴ + 𝑓 𝑥ଶ − ℎଶ6 𝑓ᇱᇱᇱ 𝜉𝑓′ 𝑥ଶ = 12ℎ 𝑓 𝑥଴ − 4𝑓 𝑥ଵ + 3𝑓 𝑥ଶ + ℎଶ3 𝑓ᇱᇱᇱ 𝜉 (4.5.4)

𝑓ᇱ 𝑥௞ − 𝑃௡ᇱ 𝑥௞ = 𝑓 ௡ାଵ 𝜉𝑛 + 1 ! 𝜔௡ାଵᇱ  𝑥௞ (4.5.2)



高阶数值微分公式

 用插值多项式 ௡ 作为 的近似函数

 将式 再对 求导一次，可以推导出

得到

𝑓(௞) 𝑥 ≈ 𝑃௡௞ (𝑥) 𝑘 = 0, 1, …  
𝑃ଶᇱ 𝑥଴ + 𝑡ℎ= 12ℎ 2𝑡 − 3 𝑓 𝑥଴ − 4𝑡 − 4 𝑓 𝑥ଵ + 2𝑡 − 1 𝑓 𝑥ଶ (4.5.3)

𝑃ଶᇱᇱ 𝑥଴ + 𝑡ℎ = 1ℎଶ 𝑓 𝑥଴ − 2𝑓 𝑥ଵ + 𝑓 𝑥ଶ



高阶数值微分公式（续）

 二阶三点公式

 带余项的二阶三点公式

𝑃ଶᇱᇱ 𝑥ଵ = 1ℎଶ 𝑓 𝑥ଵ − ℎ − 2𝑓 𝑥ଵ + 𝑓 𝑥ଵ + ℎ
𝑓ᇱᇱ 𝑥ଵ = 1ℎଶ 𝑓 𝑥ଵ − ℎ − 2𝑓 𝑥ଵ + 𝑓 𝑥ଵ + ℎ − ℎଶ12 𝑓(ସ) 𝜉(4.5.5)



五点公式

 设已给出五个节点 ௜ ଴
上的函数值，重复同样的手续，得到

 ௜代表一阶导数 ௜ 的近似值

𝑚଴ = 112ℎ −25𝑓 𝑥଴ + 48𝑓 𝑥ଵ − 36𝑓 𝑥ଶ + 16𝑓 𝑥ଷ − 3𝑓 𝑥ସ𝑚ଵ = 112ℎ −3𝑓 𝑥଴ − 10𝑓 𝑥ଵ + 18𝑓 𝑥ଶ − 6𝑓 𝑥ଷ + 𝑓 𝑥ସ𝑚ଶ = 112ℎ 𝑓 𝑥଴ − 8𝑓 𝑥ଵ + 8𝑓 𝑥ଷ − 𝑓 𝑥ସ𝑚ଷ = 112ℎ −𝑓 𝑥଴ + 6𝑓 𝑥ଵ − 18𝑓 𝑥ଶ + 10𝑓 𝑥ଷ + 3𝑓 𝑥ସ𝑚ସ = 112ℎ 3𝑓 𝑥଴ − 16𝑓 𝑥ଵ + 36𝑓 𝑥ଶ − 48𝑓 𝑥ଷ + 25𝑓 𝑥ସ



五点公式（续）

 二阶五点公式如下

 ௜表示二阶导数 ௜ 的近似值

𝑀଴ = 112ℎଶ 35𝑓 𝑥଴ − 104𝑓 𝑥ଵ + 114𝑓 𝑥ଶ − 56𝑓 𝑥ଷ + 11𝑓 𝑥ସ𝑀ଵ = 112ℎଶ 11𝑓 𝑥଴ − 20𝑓 𝑥ଵ + 6𝑓 𝑥ଶ + 4𝑓 𝑥ଷ − 𝑓 𝑥ସ𝑀ଶ = 112ℎଶ −𝑓 𝑥଴ + 16𝑓 𝑥ଵ − 30𝑓 𝑥ଶ + 16𝑓 𝑥ଷ − 𝑓 𝑥ସ𝑀ଷ = 112ℎଶ −𝑓 𝑥଴ + 4𝑓 𝑥ଵ + 6𝑓 𝑥ଶ − 20𝑓 𝑥ଷ + 11𝑓 𝑥ସ𝑀ସ = 112ℎଶ 11𝑓 𝑥଴ − 56𝑓 𝑥ଵ + 114𝑓 𝑥ଶ − 104𝑓 𝑥ଷ + 35𝑓 𝑥ସ



五点公式（续）

 对于给定的一张数据表，用五点公式求节点
上的导数值往往可以获得满意的结果

 五个相邻节点的选择原则，一般是在所考察
的节点的两侧各取两个邻近的节点

 如果一侧的节点数不足两个（即一侧只有一
个节点或没有节点），则用另一侧的节点补
足



举例

 利用 的一张数据表，按五点公式
求节点上的导数值 ௜ ௜ ，并与准确值比较

𝑥௜ 𝑓(𝑥௜) 𝑚௜ 𝑓′(𝑥௜) 𝑀௜/× 10ଷ 𝑓′′(𝑥௜) /× 10ଷ100 10.000000 0.050000 0.050000 −0.24758 −0.25000101 10.049875 0.049751 0.049752 −0.24591 −0.24630102 10.099504 0.049507 0.049507 −0.24191 −0.24268103 10.148891 0.049267 0.049266 −0.23958 −0.23916104 10.198039 0.049029 0.049029 −0.23691 −0.23572105 10.246950 0.048795 0.048795 −0.23666 −0.23236



样条求导

 样条函数 作为 的近似函数，不但彼
此的函数值很接近，导数值也很接近

 对于三次样条 ଷ ，有

 用样条函数建立数值微分公式是很自然的，即

 与前述插值型微分公式 不同，样条微
分公式 可以用来计算插值范围内任何
一点 (不仅是节点 ௞)上的导数值

𝑓(௔) 𝑥 − 𝑆ଷ௔ (𝑥) = 𝑂(ℎସି௔) 𝑎 = 0, 1, 2, 3  
𝑓(௔) 𝑥 ≈ 𝑆ଷ௔ (𝑥) 𝑎 = 0, 1, 2, 3  (4.5.6)



样条求导（续）

 对于等距划分

 三次样条 ଷ 在节点上的导数值 ଷᇱ ௞௞满足下列连续性方程

 与公式 一致

 设已给出端点处一阶导数值 ଴ ଴ᇱ ௡ ௡ᇱ
，则求解方程组 得出的 ௞即可作为导数ᇱ ௞ 的近似值

଴ ଵ ଶ ௡ ௞ାଵ ௞
𝑚௞ିଵ + 4𝑚௞ + 𝑚௞ାଵ = 3(𝑦௞ାଵ − 𝑦௞ିଵ)/ℎ𝑘 = 0, 1, … , 𝑛 − 1  (4.5.7)

𝜆௝𝑚௝ିଵ + 2𝑚௝ + 𝜇௝𝑚௝ାଵ = 𝑔௝ 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛 − 1   (2.8.9)



总结

 引言

 积分中值定理、梯形公式、矩形公式

 机械求积、代数精度、插值型求积公式

 Newton-Cotes公式

 定义、Cotes系数、Newton-Cotes公式的稳定性

 偶阶求积公式的代数精度、低阶求积公式的余项

 复化求积法、误差的渐近性

 Romberg算法

 梯形法的递推化、误差的事后估计法

 Romberg公式、Richardson外推加速法



总结

 Gauss公式

 定义、Gauss点、充分必要条件

 Gauss-Legendre公式

 Gauss公式的余项和稳定性、带权的Gauss公式

 构造加权Gauss公式的一般方法

 数值微分

 中点方法、机械求导方法

 插值型的求导公式、误差分析、样条求导


