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引言

 许多数学物理问题可归结为解方程

 可以是代数多项式，或超越函数

 超越函数，指变量之间的关系不能用有限次加、
减、乘、除、乘方、开方运算表示的函数

 方程 的解 ∗称为它的根，或称为
的零点

 设函数 在 上连续，且
，根据连续函数的性质，可知 在

区间 内一定有实根

 为 的有根区间



逐步搜索法

 假定

 从有根区间 的左端点 ଴ 出发，按

预定步长 （例如取
௕ି௔ே 为正整数）

一步步向右跨

 每跨一步，进行一次根的搜索，即检查节点௞ 上的函数值 ௞ 的符号

 一旦发现节点 ௞与端点 的函数值异号，即௞ ，则可确定一个缩小了的有根区间௞ିଵ ௞ ，其宽度为

 若 ௞ ，则 ௞即为所求的根



例6.1

 考察方程 ଷ 。注意到
，知 在区间 内

至少有一个实根

 设从 出发，取 为步长向右进行根
的搜索，列表格记录各个节点上函数值的符号，
发现在区间 内必有一根

𝑥 0 0.5 1.0 1.5𝑓(𝑥)的符号 − − − +



讨论

 步长 的选择是个关键

 只要步长 取得足够小，利用这种方法可以得
到具有任意精度的近似根

 不过当 缩小时，所要搜索的步数相应增多，
从而使计算量增大

 因此，如果精度要求比较高，单用这种逐步搜
索方法是不合算的

 下面的二分法可以看作逐步搜索方法的一
种改进



二分法

 考察有根区间 ，取中点 ଴ ௔ା௕ଶ 将它

分为两半，然后检查 ଴ 与 是否同号

𝑂 𝑥

𝑦

𝑏𝑥∗ 𝑏ଵ𝑥଴

𝑓 𝑥

𝑎ଵ𝑎

 若同号，则说明所求根∗在 ଴右侧，这时令ଵ ଴ ଵ ；

 否则， ∗在 ଴的左侧，
这时令 ଵ ଵ ଴

 新有根区间 ଵ ଵ 的
长度仅为 的一半



二分法（续）

 对压缩了的有根区间 ଵ ଵ 施行同样的手续

 即用中点 ଵ ଵ ଵ 将区间 ଵ ଵ 再分半

 然后通过根的搜索判定所求的根在 ଵ的哪一侧

 从而确定一个新的有根区间 ଶ ଶ ，其长度是ଵ ଵ 的一半

 如此反复二分，即可得出一系列有根区间

 其中每个区间都是前一个区间的一半， ௞ ௞
的长度 ௞ ௞ ௞，在 时趋于

 若无限地做二分操作，这些区间将收缩于一点∗，也即所求根

𝑎, 𝑏 ⊇ 𝑎ଵ, 𝑏ଵ ⊇ 𝑎ଶ, 𝑏ଶ ⊇ ⋯ ⊇ 𝑎௞, 𝑏௞ ⊇ ⋯



二分法（续）

 每次二分后，设取有根区间 ௞ ௞ 的中点௞ ௔ೖା௕ೖଶ 作为根的近似值

 在二分过程中可以获得一个近似根的序列 ଴ ଵ௞ ，该序列必以根 ∗为极限

 在实际计算时，不可能完成这个无限过程，其
实也没有这种必要，因为数值分析的结果允许
带有一定的误差

 由于

 只要二分次数足够多， 充分大，便有 ∗௞ ，这里 为预定的精度

𝑥∗ − 𝑥௞ ≤ 𝑏௞ − 𝑎௞ 2⁄ = 𝑏 − 𝑎 2௞ାଵ⁄       (6.1.1) 



例6.2 

 求方程 ଷ 在区间
内的一个实根，要求精确到小数点

后第二位

 ，而

 取 的中点 ଴ ，将区间二等分

 由于 ଴ ，也即 ଴ 与 同号，故所求
根 ∗在 ଴右侧，这时令 ଵ ଴ ଵ

，得到新的有根区间 ଵ ଵ
 如此反复二分下去，按误差估计式 ，只需

二分 次，即可达到预定精度𝑥∗ − 𝑥଺ ≤ 0.005

𝑥∗ − 𝑥௞ ≤ 𝑏 − 𝑎2௞ାଵ        (6.1.1)



例6.2（续）

 二分法的计算结果𝑘 𝑎௞ 𝑏௞ 𝑥௞ 𝑓(𝑥௞)的符号0 1.00 1.5 1.25 −1 1.25 1.375 +2 1.375 1.3125 −3 1.3125 1.3438 +4 1.3438 1.3281 +5 1.3281 1.3203 −6 1.3203 1.3242 −



二分法的计算步骤

1. 准备 计算 在有根区间 端点处的值

2. 二分 计算 在区间中点
௔ା௕ଶ 处的值௔ା௕ଶ

3. 判断

 若
௔ା௕ଶ 则

௔ା௕ଶ 是根，计算结束

 若
௔ା௕ଶ 与 异号，则根位于区间

௔ା௕ଶ 内，

这时以 代替



二分法的计算步骤（续）

 若
௔ା௕ଶ 与 同号，则根位于区间

௔ା௕ଶ 内，

这时以 代替

4. 反复执行二分和判断，直到区间 的长
度缩小到误差允许范围内，此时区间中点

即可作为所求根

 二分法的优点是算法简单，而且收敛性总能
得到保证
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迭代法

 考察下列形式的方程：

 这种方程是隐式的，因而不能直接得出它的根

 如果给出根的某个猜测值 ଴，将它代入式
的右端，即可求得 ଵ ଴

 然后，又可取 ଵ作为猜测值，进一步得到ଶ ଵ

𝑥 = 𝜑 𝑥                                       (6.2.1)



迭代法（续）

 如此反复迭代，如果按公式

确定的数列 ௞ 有极限 ∗ ௞→ஶ ௞，则称迭

代过程式 收敛， 这时极限值 ∗显然就
是方程 的根

 上述迭代法是一种逐次逼近法，基本思想是
将隐式方程 归结为一组显式的计算
公式

 迭代过程是逐步显式化的过程

𝑥௞ାଵ = 𝜑 𝑥௞ , 𝑘 = 0,1, ⋯          (6.2.2)



几何解释

 方程 的求根问题在 ௫௬平面上就是

要确定曲线 与直线 的交点 ∗

 ଵ ଶ 其横坐标分别为依公式 ௞ାଵ ௞ 求
得的迭代值 ଵ ଶ

𝑂 𝑥

𝑦

𝑥ଵ𝑥ଶ

𝑦 = 𝜑(𝑥)𝑦 = 𝑥
𝑃଴

𝑥଴

𝑄ଵ

𝑃ଵ
𝑄ଶ

𝑃ଶ𝑥∗
𝑃∗

 从 ଴确定 ଴
 从 ଴确定 ଵ
 从 ଵ确定 ଵ
 从 ଵ确定 ଶ
 从 ଶ确定 ଶ

如果点列 {𝑃௞}趋于点𝑃∗ ，
则𝑥௞收敛到所求的根𝑥∗



例6.3 

 求方程

 在 ଴ 附近的根 ∗
 将方程 改写成

య
的形式，据此建

立迭代公式

 记录各步迭代的结果，如下表所示

𝑓 𝑥 = 𝑥ଷ − 𝑥 − 1 = 0                     (6.2.3)

𝑥௞ାଵ = 𝑥௞ + 1య , 𝑘 = 0,1,2, ⋯



例6.3（续）

 若仅取 位数字，那么 ଻与 ଼完全相同，这时可
以认为 ଻已经满足方程 ，即为所求的跟

𝑘 𝑥௞ 𝑘 𝑥௞0 1.5 5 1.324761 1.35721 6 1.324732 1.33086 7 1.324723 1.32588 8 1.324724 1.32494



发散的迭代

 迭代法并不总能取得满意的效果

 按照方程 的另一等价形式： ଷ ，
建立迭代公式

 迭代初值仍取 ଴ ，则有

 继续迭代下去已经没有必要，因为结果显然会越
来越大，不可能趋于某个极限

 这种不收敛的迭代过程是发散的

 纵使进行了千百次迭代， 其结果也是毫无价值的

𝑥௞ାଵ = 𝑥௞ଷ − 1
𝑥ଵ = 2.375,  𝑥ଶ = 12.39



收敛条件

 设方程 在区间 内有根 ∗，则
保证迭代过程 ௞ାଵ ௞ 收敛的条件为：
存在定数 ，使得对任意 ，
有

 由微分中值定理

其中 是 ∗与 ௞之间某一点

 当 ௞ 时，

𝜑′(𝑥) ≤ 𝐿                                (6.2.4)
𝑥௞ାଵ − 𝑥∗ = 𝜑 𝑥௞ − 𝜑 𝑥∗ = 𝜑ᇱ 𝜉 𝑥௞ − 𝑥∗



收敛条件（续）

 因此利用条件 可断定

 据此反复递推，有

 具体的值并不知道，因为𝑥∗是未知的

 故当 时，迭代值 ௞将收敛到所求根 ∗
 在上述论证过程中，应当保证一切迭代值 ௞落

在区间 内

 为此要求，对于任意 ，总有

𝑥௞ାଵ − 𝑥∗ ≤ 𝐿 𝑥௞ − 𝑥∗
𝑥௞ − 𝑥∗ ≤ 𝐿௞|𝑥଴ − 𝑥∗|



收敛条件（续）

 定理6.1 假定函数 满足下列两项条件

1. 对于任意 ，有

2. 存在正数 ，使对于任意 ，有

则迭代过程 ௞ାଵ ௞ 对于任意初值 ଴
均收敛于方程 的根 ∗。

并且有如下误差估计式

𝑎 ≤ 𝜑 𝑥 ≤ 𝑏                                    (6.2.5)

𝑥௞ − 𝑥∗ ≤ 𝐿௞1 − 𝐿 𝑥ଵ − 𝑥଴                (6.2.7)

𝜑ᇱ 𝑥 ≤ 𝐿 < 1                                  (6.2.6)



定理6.1（证明）

 根据 ，有

 据此反复递推，得

 于是对任意正整数 ，有

 在上式中令 ，注意到௣→ஶ ௞ା௣ ∗，
即得式

𝜑ᇱ 𝑥 ≤ 𝐿 < 1   (6.2.6)
𝑥௞ାଵ − 𝑥௞ = 𝜑 𝑥௞ − 𝜑 𝑥௞ିଵ ≤ 𝐿 𝑥௞ − 𝑥௞ିଵ         (6.2.8)

𝑥௞ା௣ − 𝑥௞  ≤ 𝑥௞ା௣ − 𝑥௞ା௣ିଵ + 𝑥௞ା௣ିଵ − 𝑥௞ା௣ିଶ + ⋯ + 𝑥௞ାଵ − 𝑥௞ ≤ 𝐿௞ା௣ିଵ + 𝐿௞ା௣ିଶ + ⋯ + 𝐿௞ 𝑥ଵ − 𝑥଴ ≤ 𝐿௞1 − 𝐿 𝑥ଵ − 𝑥଴

𝑥௞ାଵ − 𝑥௞ ≤ 𝐿௞ 𝑥ଵ − 𝑥଴



误差估计

 在用迭代法进行实际计算时，必须按精度要
求控制迭代次数

 误差估计式 原则上可用来确定迭代次数
，但它由于含有信息 而不便于实际应用

 根据式 ，

对于任意正整数 ，有

𝑥௞ − 𝑥∗ ≤ 𝐿௞1 − 𝐿 𝑥ଵ − 𝑥଴                          (6.2.7)
𝑥௞ାଵ − 𝑥௞ = 𝜑 𝑥௞ − 𝜑 𝑥௞ିଵ ≤ 𝐿 𝑥௞ − 𝑥௞ିଵ        (6.2.8)

𝑥௞ା௣ − 𝑥௞ ≤ 𝐿௣ିଵ + 𝐿௣ିଶ + ⋯ + 1 𝑥௞ାଵ − 𝑥௞ ≤ 11 − 𝐿 𝑥௞ାଵ − 𝑥௞



误差估计（续）

 在上式中令 ，得

 由此可见，只要相邻两次计算结果的偏差௞ାଵ ௞ 足够小，即可保证近似值 ௞有足
够的精度

 因此，可以通过检查 ௞ାଵ ௞ 来判断迭代过程
是否应终止

𝑥∗ − 𝑥௞ ≤ 11 − 𝐿 𝑥௞ାଵ − 𝑥௞



计算步骤

1. 准备 提供迭代初始值 ଴
2. 迭代 计算迭代值 ଵ ଴
3. 控制 检查 ଵ ଴
 若 ଵ ଴ （ 为预先指定的精度），则以 ଵ

替换 ଴，继续步骤2的迭代

 当 ଵ ଴ 时，终止计算，取 ଵ为所求结果



局部收敛性

 在实际应用迭代法时，通常在所求的根 ∗的
邻近进行考察，而研究所谓局部收敛性

 定义6.1 若存在 ∗的某个邻域 ∗
，使迭代过程 ௞ାଵ ௞ 对于任意初值଴ 均收敛，则称迭代过程 ௞ାଵ ௞

在根 ∗邻近具有局部收敛性

 定理6.2 设 ∗为方程 的根，
在 ∗的邻近连续且 ∗ ，则迭代过程௞ାଵ ௞ 在 ∗邻近具有局部收敛性



定理6.2（证明）

1. 由连续函数的性质，存在 ∗的某个邻域∗ ，使对于任意 成立

2. 对任意 ，总有 ，这是因为

 依据定理6.1，可断定迭代过程 ௞ାଵ௞ 对于任意初值 ଴ 均收敛

𝜑ᇱ 𝑥 ≤ 𝐿 < 1
𝜑 𝑥 − 𝑥∗ = 𝜑 𝑥 − 𝜑 𝑥∗ ≤ 𝐿 𝑥 − 𝑥∗ ≤ 𝑥 − 𝑥∗



例6.4

 求方程 ି௫在 附近的一个根，要
求精度 ିହ
 过 以 为步长搜索一次，可发现所

求根在区间 以内

 由于在根的附近， ି௫ ，该值小于 ，
因此迭代公式 ௞ାଵ ି௫ೖ对于初值 ଴ 是收
敛的

 按照 ௞ାଵ ି௫ೖ迭代，记录结果



例6.4（续）

 比较相邻的两次迭代值，迭代 次得所求根

𝑘 𝑥௞ 𝑘 𝑥௞ 𝑘 𝑥௞0 0.5 7 0.5684380 14 0.56711881 0.6065306 8 0.5664094 15 0.56715712 0.5452392 9 0.5675596 16 0.56713543 0.5797031 10 0.5669072 17 0.56714774 0.5600646 11 0.5672772 18 0.56714075 0.5711721 12 0.56707636 0.5648629 13 0.5671863



迭代过程的加速

 对于收敛的迭代过程，只要迭代足够多次，
就可以使结果达到任意的精度

 但有时迭代过程收敛缓慢，从而使计算量变
得很大

 因此迭代过程的加速是个重要的课题



迭代公式的加工

 设 ଴是根 ∗的某个预测值，用迭代公式校正
一次，得 ଵ ଴

 由微分中值定理得

其中 介于 ∗与 ଴之间

 假定 改变不大，近似地取某近似值 ，
则由

𝑥ଵ − 𝑥∗ = 𝜑 𝑥଴ − 𝜑(𝑥∗) = 𝜑ᇱ 𝜉 𝑥଴ − 𝑥∗

⇒ 𝑥∗ ≈ 11 − 𝐿 𝑥ଵ − 𝐿1 − 𝐿 𝑥଴                   (6.2.9)𝑥ଵ − 𝑥∗ ≈ 𝐿(𝑥଴ − 𝑥∗)



迭代公式的加工（续）

 可以期望，按上式右侧求得的

是比 ଵ更好的近似值

 将每得到一次改进值算作一步，并用 ௞和 ௞
分别表示第 步的校正值和改进值，则加速
迭代计算方案可表述为：

1. 校正：

2. 改进：

𝑥ଶ = 11 − 𝐿 𝑥ଵ − 𝐿1 − 𝐿 𝑥଴ = 𝑥ଵ + 𝐿1 − 𝐿 𝑥ଵ − 𝑥଴

𝑥௞ାଵ = 𝑥௞ାଵ + 𝐿1 − 𝐿 𝑥௞ାଵ − 𝑥௞        (6.2.10)𝑥௞ାଵ = 𝜑(𝑥௞)



例6.5

 求解方程 ି௫
 由于在 ଴ 附近，有 ି௫ ᇱ ，故上述

计算公式的具体形式是

 下表展示了计算结果

ቐ 𝑥௞ାଵ = eି௫ೖ 𝑥௞ାଵ = 𝑥௞ାଵ − 0.61.6 𝑥௞ାଵ − 𝑥௞
𝑘 𝑥௞ 𝑥௞0 0.51 0.60653 0.566582 0.56746 0.567133 0.56715 0.56714



例6.5（续）

 例6.4迭代 次得到精度 ିହ的结果

 例6.5中只需迭代 次即可得出相同结果，可
见加速效果显著

𝑥௞ାଵ = 𝑒ି௫ೖ

ቐ 𝑥௞ାଵ = eି௫ೖ 𝑥௞ାଵ = 𝑥௞ାଵ − 0.61.6 𝑥௞ାଵ − 𝑥௞



Aitken（埃特金）方法

 上述加速方案有个缺点，由于其中含有导数
的有关信息 ，实际使用不便

 仍设已知 ∗的某个猜测值为 ଴，将校正值ଵ ଴ 再校正一次，又得 ଶ ଵ
 显然

 可得

𝑥ଶ − 𝑥∗ ≈ 𝐿(𝑥ଵ − 𝑥∗)𝑥ଵ − 𝑥∗ ≈ 𝐿(𝑥଴ − 𝑥∗)
𝑥ଵ − 𝑥∗𝑥ଶ − 𝑥∗ ≈ 𝑥଴ − 𝑥∗𝑥ଵ − 𝑥∗



Aitken方法（续）

 由此推知

 这样构造出的改进公式确实不再含有关于导数的
信息，但是它需要用两次迭代值进行加工

 如果将得到改进值作为一步，则计算公式如下

1. 校正：

2. 再校正：

3. 改进：

𝑥∗ ≈ 𝑥଴𝑥ଶ − 𝑥ଵଶ𝑥଴ − 2𝑥ଵ + 𝑥ଶ = 𝑥ଶ − 𝑥ଶ − 𝑥ଵ ଶ𝑥଴ − 2𝑥ଵ + 𝑥ଶ

𝑥෤௞ାଵ = 𝜑(𝑥௞)𝑥௞ାଵ = 𝜑 𝑥෤௞ାଵ𝑥௞ାଵ = 𝑥௞ାଵ − 𝑥௞ାଵ − 𝑥෤௞ାଵ ଶ𝑥௞ାଵ − 2𝑥෤௞ାଵ + 𝑥௞



例6.6 

 用Aitken方法求解方程 ： ଷ
 前面曾经指出，求解该方程的下述迭代公式是发

散的：

 现以该公式为基础，形成Aitken算法，即

𝑥௞ାଵ = 𝑥௞ଷ − 1                             (6.2.12) 
𝑥෤௞ାଵ = 𝑥௞ଷ − 1, 𝑥௞ାଵ = 𝑥෤௞ାଵଷ − 1
𝑥௞ାଵ = 𝑥௞ାଵ − 𝑥௞ାଵ − 𝑥෤௞ାଵ ଶ𝑥௞ାଵ − 2𝑥෤௞ାଵ + 𝑥௞



例6.6（续）

 仍取 ଴ ，计算结果如下表所示

 可以看到，将发散的迭代公式 通过
Aitken方法处理后，竟获得了相当好的收敛性

𝑘 𝑥෤௞ 𝑥௞ 𝑥௞0 1.51 2.37500 12.3965 1.416292 1.84092 5.23888 1.355653 1.49140 2.31728 1.328954 1.34710 1.44435 1.324805 1.32518 1.32714 1.32472



目录
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Newton公式

 对于方程 ，为要应用迭代法，必须
先将它改写成 的形式，即需要针对
所给的函数 构造合适的迭代函数

 可以有很多种

 例如，令 ，这时相应的迭代公式
是

 一般来说，这种迭代公式不一定收敛，或者收敛
的速度缓慢

𝑥௞ାଵ = 𝑥௞ + 𝑓 𝑥௞                    (6.3.1)



Newton公式（续）

 运用加速技巧，

 对于迭代过程 ，其加速公式为

 记 ，上面两个式子可以合并写成

ቐ 𝑥௞ାଵ = 𝑥௞ + 𝑓 𝑥௞ 𝑥௞ାଵ = 𝑥௞ାଵ + 𝐿1 − 𝐿 𝑥௞ାଵ − 𝑥௞
𝑥௞ାଵ = 𝑥௞ − 𝑓(𝑥௞)𝑀

𝑥௞ାଵ = 𝑥௞ାଵ + 𝐿1 − 𝐿 𝑥௞ାଵ − 𝑥௞        (6.2.10)𝑥௞ାଵ = 𝜑(𝑥௞)



Newton公式（续）

 这种迭代公式通常称为简化的Newton公式
，其相应的迭代函数是

 需要计算

 注意到 是 的估计值

 ， 因此 ᇱ
 意味着， 实际上是 的估计值

𝜑 𝑥 = 𝑥 − 𝑓 𝑥𝑀                         (6.3.2)



Newton公式（续）

 如果用 代替式 中的 ，则得如下
迭代函数：

 其相应的迭代公式为Newton公式

𝜑 𝑥 = 𝑥 − 𝑓(𝑥)𝑓′(𝑥)

𝑥௞ାଵ = 𝑥௞ − 𝑓 𝑥௞𝑓′(𝑥௞)                          (6.3.3)



牛顿法与线性化

 对于方程 ，如果 是线性函数，
则对它求根是容易的

 Newton法实际上是一种线性化方法，其基
本思想是将非线性方程 逐步归结为
某种线性方程来求解

 设已知方程 有近似根 ௞，将函数 在
点 ௞展开，有𝑓 𝑥 ≈ 𝑓 𝑥௞ + 𝑓′(𝑥௞)(𝑥 − 𝑥௞)



牛顿法与线性化（续）

 于是方程 可以近似表示为

 是个线性方程，记其根为 ௞ାଵ，则 ௞ାଵ的
计算公式就是Newton公式𝑥௞ାଵ = 𝑥௞ − 𝑓 𝑥௞𝑓′(𝑥௞)                          (6.3.3)

𝑓 𝑥௞ + 𝑓ᇱ 𝑥௞ 𝑥 − 𝑥௞ = 0                      (6.3.4)



Newton法的几何解释

 方程 的根 ∗可解释为曲线
与 轴的交点的横坐标

𝑂 𝑥

𝑦 𝑓(𝑥)

𝑥௞𝑥௞ାଵ
𝑃௞𝑥∗

 过曲线 上横坐
标为 ௞的点 ௞引切线，
注意到切线方程为

 将该切线与 轴的交点
的横坐标 ௞ାଵ作为 ∗的
新的近似值

 ௞ାଵ满足式

 Newton法又称切线法

𝑦 = 𝑓 𝑥௞ + 𝑓′(𝑥௞)(𝑥 − 𝑥௞)



收敛速度

 对于一种迭代过程，为了保证它是有效的，需
要肯定它的收敛性，同时考察它的收敛速度，
指在接近收敛的过程中迭代误差的下降速度

 定义6.2 设迭代过程 ௞ାଵ ௞ 收敛于方程
的根 ∗，若迭代误差 ௞ ௞ ∗在

时成立下列渐进关系式

则称该迭代过程是 阶收敛的

 时称为线性收敛， 时称为超线性收敛，
时称为平方收敛

௘ೖశభ௘ೖ೛ → 𝐶 （𝐶 ≠ 0为常数）



收敛性定理

 定理6.3 对于迭代过程 ௞ାଵ ௞ ，若௣ 在所求根 ∗的邻近连续，并且

则该迭代过程在点 ∗邻近是 阶收敛的

 由于 ᇱ ∗ ，据定理6.2立即可以断定迭代
过程 ௞ାଵ ௞ 具有局部收敛性

 再将 ௞ 在根 ∗处展开，利用条件 ，则
有

൝ 𝜑ᇱ 𝑥∗ = 𝜑ᇱᇱ 𝑥∗ = ⋯ = 𝜑 ௣ିଵ 𝑥∗ = 0 𝜑 ௣ 𝑥∗ ≠ 0            (6.3.5)

𝜑 𝑥௞ = 𝜑 𝑥∗ + 𝜑 ௣ 𝜁𝑝! 𝑥௞ − 𝑥∗ ௣



定理6.3（证明）

 注意到

 由上式得

 因此对于迭代误差， 有

这表明迭代过程 ௞ାଵ ௞ 确实是 阶收敛的

𝜑 𝑥௞ = 𝑥௞ାଵ, 𝜑 𝑥∗ = 𝑥∗
𝑥௞ାଵ − 𝑥∗ = 𝜑 ௣ 𝜁𝑝! 𝑥௞ − 𝑥∗ ௣

𝑒௞ାଵ𝑒௞௣ → 𝜑 ௣ (𝑥∗)𝑝!



Newton法的局部收敛性

 由上述定理知，迭代过程的收敛速度依赖于
迭代函数 的选取

 如果当 时， ᇱ ，则该迭代过程只
可能是线性收敛的

 对Newton公式 ，其迭代函数为

 假定 ∗是 的一个单根，即 ∗ ᇱ ∗
，则由上式知 ᇱ ∗ ，于是由定理6.3可知

，Newton法在根 ∗的邻近是平方收敛的

𝜑(𝑥) = 𝑥 − 𝑓(𝑥)𝑓ᇱ(𝑥) ,            𝜑ᇱ(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑓ᇱᇱ(𝑥)𝑓ᇱ(𝑥) ଶ



例6.7

 用Newton法解方程

 此方程对应的Newton公式为 ௞ାଵ ௞ ௫ೖି௘షೣೖଵା௫ೖ ，

取迭代初值 ଴ ，迭代结果见下表

 所给方程 实际上是方程 ି௫ 的等价形式，
比较例6.7与例6.5的计算结果可以看出Newton 
法的收敛速度是很快的

௫

𝑘 0 1 2 3𝑥௞ 0.5 0.57102 0.56716 0.56714



Newton法的计算步骤

1. 准备 选定初始近似值 ଴，计算

2. 迭代 按公式 ଵ ଴ ௙బ௙బᇲ迭代一次，得到新的

近似值 ଵ，计算

3. 控制 若 ଵ满足 ଵ或 ଵ ଶ，则终止迭
代， ଵ即为所求根；否则转第4步

𝑓଴ = 𝑓 𝑥଴ ,  𝑓଴ᇱ = 𝑓′(𝑥଴)
𝑓ଵ = 𝑓 𝑥ଵ , 𝑓ଵᇱ = 𝑓′(𝑥ଵ)



Newton法的计算步骤（续）

此处 ଵ ଶ是允许误差，且有

其中 是取绝对误差或相对误差的控制常数，
一般取

4. 修改 若迭代次数达到预定值 或 ଵᇱ ，则
方法失败；否则以 ଵ ଵ ଵᇱ 代替 ଴ ଴ ଴ᇱ 转
第2步继续迭代

𝛿 = ൞ 𝑥ଵ − 𝑥଴ , 𝑥ଵ < 𝐶𝑥ଵ − 𝑥଴𝑥ଵ , 𝑥ଵ ≥ 𝐶



Newton法的应用举例

 对于给定正数 ，应用Newton法解二次方程ଶ ，可导出开方值 的计算程序

 下面证明这种迭代公式对于任意初始值 ଴ 都是
收敛的（并不局限在 ∗的邻近）

 对式 配方，易知

𝑥௞ାଵ = 12 𝑥௞ + 𝑎𝑥௞                                (6.3.7) 

𝑥௞ାଵ − 𝑎 = 12𝑥௞ 𝑥௞ − 𝑎 ଶ
𝑥௞ାଵ + 𝑎 = 12𝑥௞ 𝑥௞ + 𝑎 ଶ



Newton法的应用举例（续）

 将以上两式相除，得

 据此反复递推，有

 记
௫బି ௔௫బା ௔，整理式 ，得

 对于任意 ଴ ，总有 ，故由上式推知，当
时 ௞ ，即迭代过程恒收敛

𝑥௞ାଵ − 𝑎𝑥௞ାଵ + 𝑎 = 𝑥௞ − 𝑎𝑥௞ + 𝑎 ଶ
𝑥௞ − 𝑎𝑥௞ + 𝑎 = 𝑥଴ − 𝑎𝑥଴ + 𝑎 ଶೖ                  (6.3.8)
𝑥௞ − 𝑎 = 2 𝑎 𝑞ଶೖ1 − 𝑞ଶೖ



例6.8

 求

 取初值 ଴ ，对 按式 迭代 次，
便得到精度为 ି଺的结果，见下表

 由于式 对于任意初值 ଴ 均收敛，且收敛
速度快，故可取确定的初值，如 ଴ ，来编写通
用的程序

 用该通用程序求 ，也只需迭代 次，即可得到
以上结果

𝑘 0 1 2 3 4𝑥௞ 10 10.750000 10.723837 10.723805 10.723805

𝑥௞ାଵ = 12 𝑥௞ + 𝑎𝑥௞       (6.3.7) 



举例

 对于给定的正数 ，对方程
ଵ௫ 应用

Newton法，可导出求
ଵ௔ 而不用除法的计算程

序，也即

 这个算法有实际意义，早期设计电子计算机时，为
节省硬件设备，曾运用这种技术避开除法操作

 该算法在初值 ଴满足 ଴ ଶ௔时收敛

𝑥௞ାଵ = 𝑥௞(2 − 𝑎𝑥௞)



举例（续）

 由于

因此，对 ௞ ௞，有递推公式

 据此反复递推，有

 若初值满足 ଴ ଶ௔，则对 ଴ ଴有଴ 。这时有 ௞ ，因此迭代是收敛的

𝑥௞ାଵ − 1𝑎 = 𝑥௞ 2 − 𝑎𝑥௞ − 1𝑎 = −𝑎 𝑥௞ − 1𝑎 ଶ

𝑟௞ାଵ = 𝑟௞ଶ
𝑟௞ = 𝑟଴ଶೖ



Newton法的收敛问题

 一般来说，Newton法的收敛性依赖于初值 ଴
的选取

 若 ଴偏离所求根 ∗比较远，Newton法可能发散

 用Newton法求方程

在 附近的一个根 ∗
 设取迭代初值 ଴ ，用Newton公式

计算得 ଵ ଶ ଷ

𝑥ଷ − 𝑥 − 1 = 0                               (6.3.9)
𝑥௞ାଵ = 𝑥௞ − 𝑥௞ଷ − 𝑥௞ − 13𝑥௞ଶ − 1                    (6.3.10)



Newton法的收敛问题（续）

 ଴ 时，迭代三次得到的结果 ଷ有六位有效
数字

 如果改用 ଴ 作为迭代初值，依Newton公
式 迭代一次，得

比 ଴ 更偏离所求根 ∗
 因此，需要对Newton法进行改进

𝑥ଵ = 17.9



Newton下山法

 为防止迭代发散，对迭代过程再附加一项要求，
即具有单调性

 满足该要求的算法称为下山法

 将Newton法与下山法结合起来使用，即可在
下山法保证函数值稳定下降的前提下，用
Newton法加快收敛速度

 将Newton法的计算结果 ௞ାଵ ௞ ௙(௫ೖ)௙ᇱ(௫ೖ)与前一

步的近似值 ௞适当加权平均，得到新的改进值

𝑓(𝑥௞ାଵ) < 𝑓(𝑥௞) (6.3.11)



Newton下山法（续）

 其中 称为下山因子。在挑选下山因
子时，希望使单调性条件 成立

 下山因子的选择是一个逐步探索的过程

 设从 开始反复将 减半进行试算，如果能定
出值 使单调性条件 成立，则称“下山成
功”

 与此相反，如果在上述过程中找不到使条件
成立的下山因子 ，则称“下山失败”，

这时需另选初值 ଴重算

𝑥௞ାଵ = 𝜆𝑥௞ାଵ + 1 − 𝜆 𝑥௞ (6.3.12)


