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Guass消去法的变形

 Gauss消去法有很多变形

 有的是Gauss消去法的改进、改写

 有的是用于某一类特殊性质矩阵的简化

 直接三角分解法

 将Gauss消去法改写为紧凑形式，可以直接从矩
阵 的元素得到计算 ， 元素的递推公式，而不
需任何中间步骤，这就是所谓直接三角分解法

 一旦实现了矩阵 的LU分解，那么求解式

𝒚 的问题就等价于以下两个三角方程组1   𝑳𝒚 = 𝒃, 求𝒚;2   𝑼𝒙 = 𝒚, 求𝒙.



不选主元的三角分解法

 设 为非奇异矩阵，且有分解式 ，其
中 为单位下三角阵， 为上三角阵，即

 下面说明 的元素可以由 步直接计算定出，
其中第 步定出 的第 行和 的第 列元素

𝑨 = 1𝑙ଶଵ 1⋮ ⋱ ⋱𝑙௡௟ ⋯ 𝑙௡,௡ିଵ 1
𝑢ଵଵ 𝑢ଵଶ ⋯ 𝑢ଵ௡𝑢ଶଶ ⋯ 𝑢ଶ௡⋱ ⋮𝑢௡௡ (7.4.1)

𝑳 𝑼



不选主元的三角分解法（续）

 由式 ，考虑 的第 行元素

于是得 的第 行元素 ଵ௜
 此外，考虑 的第 列元素

于是得 的第 列元素 ௜ଵ

𝑨 = 1𝑙ଶଵ 1⋮ ⋱ ⋱𝑙௡௟ ⋯ 𝑙௡,௡ିଵ 1
𝑢ଵଵ 𝑢ଵଶ ⋯ 𝑢ଵ௡𝑢ଶଶ ⋯ 𝑢ଶ௡⋱ ⋮𝑢௡௡ (7.4.1)

𝑎௜ଵ = 𝑙௜ଵ𝑢ଵଵ, 𝑙௜ଵ = 𝑎௜ଵ/𝑢ଵଵ      𝑖 = 2, ⋯ , 𝑛
𝑎ଵ௜ = 𝑢ଵ௜      𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛



不选主元的三角分解法（续）

 设已定出 的第 行到第 行元素与 的第 列
到第 列元素

 由式 ，考虑 的第 行元素

 𝑳的第𝑟行乘𝑼的第𝑖列， 𝑖 = 𝑟, 𝑟 + 1, ⋯ , 𝑛

𝑨 = 1𝑙ଶଵ 1⋮ ⋱ ⋱𝑙௡௟ ⋯ 𝑙௡,௡ିଵ 1
𝑢ଵଵ 𝑢ଵଶ ⋯ 𝑢ଵ௡𝑢ଶଶ ⋯ 𝑢ଶ௡⋱ ⋮𝑢௡௡ (7.4.1)

𝑎௥௜ = ෍ 𝑙௥௞𝑢௞௜௡
௞ୀଵ = ෍ 𝑙௥௞𝑢௞௜௥ିଵ

௞ୀଵ + 𝑢௥௜       (当𝑘 > 𝑟, 𝑙௥௞ = 0)



不选主元的三角分解法（续）

 设已定出 的第 行到第 行元素与 的第 列
到第 列元素

 由式 ，考虑 的第 行元素

于是得 的第 行元素

𝑨 = 1𝑙ଶଵ 1⋮ ⋱ ⋱𝑙௡௟ ⋯ 𝑙௡,௡ିଵ 1
𝑢ଵଵ 𝑢ଵଶ ⋯ 𝑢ଵ௡𝑢ଶଶ ⋯ 𝑢ଶ௡⋱ ⋮𝑢௡௡ (7.4.1)

𝑎௥௜ = ෍ 𝑙௥௞𝑢௞௜௡
௞ୀଵ = ෍ 𝑙௥௞𝑢௞௜௥ିଵ

௞ୀଵ + 𝑢௥௜       (当𝑘 > 𝑟, 𝑙௥௞ = 0)
𝑢௥௜ = 𝑎௥௜ − ෍ 𝑙௥௞𝑢௞௜௥ିଵ௞ୀଵ          𝑖 = 𝑟, 𝑟 + 1, ⋯ , 𝑛



不选主元的三角分解法（续）

 设已定出 的第 行到第 行元素与 的第 列
到第 列元素

 由式 ，考虑 的第 列元素

 𝑳的第𝑖行乘𝑼的第𝑟列， 𝑖 = 𝑟 + 1, 𝑟 + 1, ⋯ , 𝑛

𝑨 = 1𝑙ଶଵ 1⋮ ⋱ ⋱𝑙௡௟ ⋯ 𝑙௡,௡ିଵ 1
𝑢ଵଵ 𝑢ଵଶ ⋯ 𝑢ଵ௡𝑢ଶଶ ⋯ 𝑢ଶ௡⋱ ⋮𝑢௡௡ (7.4.1)

𝑎௜௥ = ෍ 𝑙௜௞𝑢௞௥௡
௞ୀଵ = ෍ 𝑙௜௞𝑢௞௥௥ିଵ

௞ୀଵ + 𝑙௜௥𝑢௥௥  (当𝑘 > 𝑟, 𝑢௞௥ = 0)



不选主元的三角分解法（续）

 设已定出 的第 行到第 行元素与 的第 列
到第 列元素

 由式 ，考虑 的第 列元素

于是得 的第 列元素

𝑨 = 1𝑙ଶଵ 1⋮ ⋱ ⋱𝑙௡௟ ⋯ 𝑙௡,௡ିଵ 1
𝑢ଵଵ 𝑢ଵଶ ⋯ 𝑢ଵ௡𝑢ଶଶ ⋯ 𝑢ଶ௡⋱ ⋮𝑢௡௡ (7.4.1)

𝑙௜௥ = 𝑎௜௥ − ෍ 𝑙௜௞𝑢௞௥௥ିଵ௞ୀଵ /𝑢௥௥    𝑖 = 𝑟 + 1, ⋯ , 𝑛
𝑎௜௥ = ෍ 𝑙௜௞𝑢௞௥௡

௞ୀଵ = ෍ 𝑙௜௞𝑢௞௥௥ିଵ
௞ୀଵ + 𝑙௜௥𝑢௥௥  (当𝑘 > 𝑟, 𝑢௞௥ = 0)



用直接三角分解法解

1. 计算 的第 行和 的第 列元素

 按照 ，重复下面步骤

2. 计算 的第 行元素

3. 计算 的第 列元素

𝑢ଵ௜ = 𝑎ଵ௜        𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛𝑙௜ଵ = 𝑎௜ଵ𝑢ଵଵ  (𝑖 = 2,3, ⋯ , 𝑛)
𝑢௥௜ = 𝑎௥௜ − ෍ 𝑙௥௞𝑢௞௜௥ିଵ௞ୀଵ                 𝑖 = 𝑟, 𝑟 + 1, ⋯ , 𝑛
𝑙௜௥ = 𝑎௜௥ − ෍ 𝑙௜௞𝑢௞௥௥ିଵ௞ୀଵ /𝑢௥௥   𝑖 = 𝑟 + 1, ⋯ , 𝑛 (7.4.3)

(7.4.2)



用直接三角分解法解 （续）

4. 求解

5. 求解

൞𝑦ଵ = 𝑏ଵ                                                           𝑦௜ = 𝑏௜ − ෍ 𝑙௜௞𝑦௞௜ିଵ௞ୀଵ     𝑖 = 2,3, ⋯ , 𝑛

൞𝑥௡ = 𝑦௡/𝑢௡௡                                                                                   𝑥௜ = 𝑦௜ − ෍ 𝑢௜௞𝑥௞௡௞ୀ௜ାଵ /𝑢௜௜    𝑖 = 𝑛 − 1, 𝑛 − 2, ⋯ , 1

(7.4.4)

(7.4.5)



例7.5

 用直接三角分解法解

 根据前面步骤 和步骤 ，得到

 根据步骤 求解方程

得到

1 2 32 5 23 1 5 𝑥ଵ𝑥ଶ𝑥ଷ = 141820
𝑨 = 1 0 02 1 03 −5 1 1 2 30 1 −40 0 −24 = 𝑳𝑼

𝑳𝒚 = 14, 18, 20 ୘𝒚 = 14, −10, −72 ୘



例7.5（续）

 用直接三角分解法解

 根据前面步骤 和步骤 ，得到

 根据步骤 求解方程

得到

𝑨 = 1 0 02 1 03 −5 1 1 2 30 1 −40 0 −24 = 𝑳𝑼
𝑼𝒙 = 14, −10, −72 ୘𝒙 = 1, 2, 3 ୘

1 2 32 5 23 1 5 𝑥ଵ𝑥ଶ𝑥ଷ = 141820



讨论

 在用计算机计算时，由于计算好 ௥௜后 ௥௜就
不用了，因此计算好 的元素后就存放在
的相应位置

 例如

最后在存放 的数组中得到 的元素

 由直接三角分解计算公式，需要计算形如௜ ௜的式子，可采用“双精度累加”，以
提高精度

𝑨 = 𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ 𝑎ଵଷ 𝑎ଵସ𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ 𝑎ଶଷ 𝑎ଶସ𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ 𝑎ଷଷ 𝑎ଷସ𝑎ସଵ 𝑎ସଶ 𝑎ସଷ 𝑎ସସ → 𝑢ଵଵ 𝑢ଵଶ 𝑢ଵଷ 𝑢ଵସ𝑙ଶଵ 𝑢ଶଶ 𝑢ଶଷ 𝑢ଶସ𝑙ଷଵ 𝑙ଷଶ 𝑢ଷଷ 𝑢ଷସ𝑙ସଵ 𝑙ସଶ 𝑙ସଷ 𝑢ସସ



讨论（续）

 直接分解法大约需要 ଷ 次乘、除法运算，
和Gauss消去法的计算量基本相同

 如果已经实现了 的分解计算，且
保存在 的相应位置，则用直接三角分解法
解具有相同系数的方程组 ଵ ଶ௠ 是相当方便的

 每解一个方程组 ௝仅需要增加 ଶ次乘除法

运算

 矩阵 的分解公式 、 又称为
Doolittle分解公式



选主元的三角分解法

 从直接三角分解公式看出，当 ௥௥ 时计
算将中断或者当 ௥௥绝对值很小时，按分解
公式计算可能引起舍入误差的累积

 如果 非奇异，就可以通过交换 的行实现
矩阵 的LU分解，因此可采用与列主元素
消去法类似的方法，将直接三角分解法修改
为（部分）选主元的三角分解法

 可证明下述方法与列主元素消去法等价



选主元的三角分解法

 设第 步分解已完成，这时有

 第 步分解需用到式 及式

𝑨 →
𝑢ଵଵ 𝑢ଵଶ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 𝑢ଵ௡𝑙ଶଵ 𝑢ଶଶ ⋮𝑙ଷଵ 𝑙ଷଶ ⋱ ⋮⋮ ⋱ 𝑢௥ିଵ,௥ିଵ ⋯ ⋯ 𝑢௥ିଵ,௡⋮ 𝑙௥,௥ିଵ 𝑎௥௥ ⋯ 𝑎௥௡⋮ ⋮ ⋮ ⋮𝑙௡ଵ 𝑙௡ଶ ⋯ 𝑙௡,௥ିଵ 𝑎௡௥ ⋯ 𝑎௡௡

.



选主元的三角分解法（续）

 引进量

 显然

𝑢௥௜ = 𝑎௥௜ − ෍ 𝑙௥௞𝑢௞௜௥ିଵ௞ୀଵ           𝑖 = 𝑟, 𝑟 + 1, ⋯ , 𝑛
𝑙௜௥ = 𝑎௜௥ − ෍ 𝑙௜௞𝑢௞௥௥ିଵ௞ୀଵ /𝑢௥௥    𝑖 = 𝑟 + 1, ⋯ , 𝑛 (7.4.3)

(7.4.2)

𝑠௜ = 𝑎௜௥ − ෍ 𝑙௜௞𝑢௞௥௥ିଵ௞ୀଵ     𝑖 = 𝑟, 𝑟 + 1, ⋯ , 𝑛𝑢௥௥ = 𝑠௥𝑙௜௥ = 𝑠௜/𝑠௥    𝑖 = 𝑟 + 1, ⋯ , 𝑛



选主元的三角分解法（续）

 为了避免用小的数 ௥௥作除数，选主元

 用 ௜ೝ作为 ௥௥，交换 的 行与 ௥行元素（将

位置的新元素仍记作 ௜௝及 ௜௝），由此再进行第

步分解计算

 通过这样的变换，可保证

max௥ஸ௜ஸ௡ 𝑠௜ = 𝑠௜ೝ

𝑙௜௥ = 𝑠௜𝑠௥ ≤ 1  𝑖 = 𝑟 + 1, ⋯ , 𝑛



算法4 选主元的三角分解法

 用 ௡ିଵ,௜೙షభ ଵ௜భ 的三角分解冲掉 ，

用 记录主行，解 存放在 内， 表示消
元次数

 对于 ，做到步

1. 计算 ௜
2. 选主元

3. 交换 的 行与 ௥行元素

𝑎௜௥ ← 𝑠௜ = 𝑎௜௥ − ෍ 𝑙௜௞𝑢௞௥௥ିଵ௞ୀଵ    𝑖 = 𝑟, 𝑟 + 1, ⋯ , 𝑛
𝑠௜ೝ = max௥ ஸ ௜ஸ ௡ 𝑠௜ ,   Ip 𝑟 ← 𝑖௥ 与算法3一样

𝑎௥௜ ↔ 𝑎௜ೝ௜    𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛



算法4 选主元的三角分解法（续）

4. 计算 的第 行元素， 的第 列元素

这时有 ௜௥
 上述计算过程完成后就实现了 的LU分解

，且 保存在 上三角部分， 保存在 的下
三角部分，排列阵 由 最后记录可知

𝑎௥௜ ← 𝑢௥௜ = 𝑎௥௜ − ෍ 𝑙௥௞𝑢௞௜௥ିଵ௞ୀଵ     𝑖 = 𝑟 + 1, ⋯ , 𝑛𝑎௜௥ ← 𝑙௜௥ = 𝑠௜/𝑢௥௥ = 𝑎௜௥/𝑎௥௥    𝑖 = 𝑟 + 1, ⋯ , 𝑛𝑎௥௥ = 𝑢௥௥ = 𝑠௥



算法4 选主元的三角分解法（续）

（1）
（2）如果 ，则转（3）；否则 ௜ ௧
（3）继续循环

6. 求解

7. 求解

计算𝑷𝒃，对𝒃顺序执
行前面的换行操作

𝑏௜  ← 𝑏௜ − ෍ 𝑙௜௞𝑏௞௜ିଵ௞ୀଵ     (𝑖 = 2, 3, ⋯ , 𝑛)
𝑏௡ ← 𝑏௡/𝑢௡௡𝑏௜ ← 𝑏௜ − ෍ 𝑢௜௞𝑏௞௡௞ୀ௜ାଵ /𝑢௜௜   𝑖 = 𝑛 − 1, ⋯ , 1



矩阵求逆

 利用算法4的结果，可计算 的逆矩阵

 利用 的三角分解计算 ିଵ步骤

1. 计算上三角阵的逆矩阵 ିଵ
2. 计算 ିଵ ିଵ
3. 交换 ିଵ ିଵ列（利用 最后记录）

 上述方法求 ିଵ大约需要 ଷ次乘法运算

𝑷𝑨 = 𝑳𝑼⇒ 𝑨ିଵ= 𝑷𝑳𝑼 ିଵ = 𝑼ିଵ𝑳ିଵ𝑷



平方根法

 考虑系数矩阵是对称正定的

 平方根法：利用对称正定矩阵的三角分解而
得到的求解对称正定方程组的一种有效方法

 在计算机上广泛应用平方根法解此类方程组

 设 为对称矩阵，且 的所有顺序主子式均
不为零，由定理7.3知， 可唯一分解为

𝑨 = 𝑳𝑼 = 1𝑙ଶଵ 1⋮ ⋱ ⋱𝑙௡௟ ⋯ 𝑙௡,௡ିଵ 1
𝑢ଵଵ 𝑢ଵଶ ⋯ 𝑢ଵ௡𝑢ଶଶ ⋯ 𝑢ଶ௡⋱ ⋮𝑢௡௡ (7.4.1)



对称矩阵的三角分解

 为了利用 的对称性，将 再分解

 为对角阵， 𝟎为单位上三角阵

 因此

 此外

 根据定理7.3中分解的唯一性，可知

𝑼 = 𝑢ଵଵ 𝑢ଶଶ ⋱ 𝑢௡௡
1 ௨భమ௨భభ ⋯ ௨భ೙௨భభ⋱ ⋱ ⋮⋱ ௨೙షభ,೙௨೙షభ,೙షభ1 = 𝑫𝑼଴

𝑨 = 𝑳𝑼 = 𝑳𝑫𝑼଴𝑨 = 𝑨୘ = 𝑼଴୘(𝑫𝑳୘)
𝑼଴୘ = 𝑳 ⇒ 𝑨 = 𝑳𝑫𝑳୘



对称矩阵的三角分解（续）

 定理7.7（对称阵的三角分解定理）设 为
阶对称阵，且 的所有顺序主子式均不为零
，则 可唯一分解为

其中 为单位下三角阵， 为对角阵

 接下来考虑 为对称正定矩阵的情况，重温
7.2节的引理（需要用到证明的中间结论）

 引理 约化的主元素 ௜௜(௜)
的充要条件是矩阵 的顺序主子式 ௜

𝑨 = 𝑳𝑫𝑳୘



对称矩阵的三角分解（续）

 现设 为对称正定矩阵，首先说明 的分解
式 ୘中 的对角元素 ௜均为正数

 为对称正定矩阵，那么 的顺序主子式 ௞
 由7.2节的引理证明过程可知，

 因此𝑑ଵ = 𝐷ଵ > 0 𝑑௜ = 𝐷௜𝐷௜ିଵ > 0 (𝑖 = 2,3, … , 𝑛)
𝐷௞ =  𝑎ଵଵଵ ⋯ 𝑎ଵ௞ଵ⋱ ⋮𝑎௞௞௞ = 𝑎ଵଵ(ଵ) ⋯ 𝑎௞௞௞ = 𝑑ଵ ⋯ 𝑑௞



对称矩阵的三角分解（续）

 根据 的非负性

 结合定理7.7得到

其中 ଵ భమ为下三角阵

 定理7.8（对称正定矩阵的三角分解） 如果
为 阶对称正定矩阵，则存在一个实的非奇异下
三角阵 使 ୘ ，当限定 的对角元素为正
时，这种分解是唯一的

𝑫 = 𝑑ଵ ⋱ 𝑑௡ = 𝑑ଵ ⋱ 𝑑௡
𝑑ଵ ⋱ 𝑑௡ = 𝑫భమ𝑫భమ

𝑨 = 𝑳𝑫𝑳୘= 𝑳𝑫భమ𝑫భమ𝑳୘ = (𝑳𝑫భమ)(𝑳𝑫భమ)୘ = 𝑳ଵ𝑳ଵ୘



计算对称正定矩阵的三角分解

 下面用直接分解方法来确定计算 元素的递
推公式

 由于

其中 ௜௜

𝐴 = 𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ ⋯ 𝑎ଵ௡𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ ⋯ 𝑎ଶ௡⋮ ⋮ ⋱ ⋮𝑎௡ଵ 𝑎௡ଶ ⋯ 𝑎௡௡
= 𝑙ଵଵ𝑙ଶଵ 𝑙ଶଶ⋮ ⋮ ⋱𝑙௡ଵ 𝑙௡ଶ ⋯ 𝑙௡௡

𝑙ଵଵ 𝑙ଶଵ ⋯ 𝑙௡ଵ𝑙ଶଶ ⋯ 𝑙௡ଶ⋱ ⋮𝑙௡௡



计算对称正定矩阵的三角分解（续）

 考虑下三角元素，即 ௜௝ ，根据矩阵乘法

其中第二个等号由于 ௝௞
 依据上式，可以逐列计算矩阵 的元素

𝑎௜௝ = ෍ 𝑙௜௞𝑙௝௞௡
௞ୀଵ = ෍ 𝑙௜௞𝑙௝௞௝ିଵ

௞ୀଵ + 𝑙௝௝𝑙௜௝

𝑳 = 𝑙ଵଵ𝑙ଶଵ 𝑙ଶଶ⋮ ⋮ ⋱𝑙௡ଵ 𝑙௡ଶ ⋯ 𝑙௡௡
𝑙௝௝ = (𝑎௝௝ − ෍ 𝑙௝௞ଶ௝ିଵ

௞ୀଵ )ଵଶ
𝑙௜௝ = (𝑎௜௝ − ෍ 𝑙௜௞௝ିଵ

௞ୀଵ 𝑙௝௞)/𝑙௝௝
(7.4.7)



平方根法计算公式

 解对称正定方程组 的平方根法计算公式

 对于

1. 计算 ௝௝
2. 按列计算 ௜௝

௝௝ ௝௝ ௝௞ଶ௝ିଵ
௞ୀଵ

ଵଶ

௜௝ ௜௝ ௜௞௝ିଵ
௞ୀଵ ௝௞ ௝௝



平方根法计算公式（续）

 对于方程组 ，如果对系数矩阵进行了
分解 𝑇，则变为求解两个三角方程组

3. 求解

4. 求解 𝑇
௜ ௜ ௜௞ ௞௜ିଵ

௞ୀଵ ௜௜

௜ ௜ ௞௜ ௞௡
௞ୀ௜ାଵ ௜௜



数值稳定性

 根据前的推导

 因此

 上面分析说明，分解过程中元素 ௝௞的数量级

不会增长且对角元素 ௝௝恒为正数，于是不选

主元素的平方根法是一个数值稳定的方法

𝑙௝௝ = (𝑎௝௝ − ෍ 𝑙௝௞ଶ௝ିଵ
௞ୀଵ )ଵଶ ⇒ 𝑎௝௝= ෍ 𝑙௝௞ଶ௝

௞ୀଵ ,  𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛
⇒ max௝,௞ 𝑙௝௞ଶ ≤ maxଵஸ௝ஸ௡ 𝑎௝௝𝑙௝௞ଶ ≤ 𝑎௝௝ ≤ maxଵஸ௝ஸ௡ 𝑎௝௝



时空复杂度

 当求出 的第 列元素时， ୘的第 行元素亦就

算出，所以平方根法约需
௡య଺ 次乘除法运算，大

约为一般直接LU分解法计算量的一半

 由于 为对称阵，因此在用计算机计算时只需

存储 的下三角部分，共需要存储
௡(௡ାଵ)ଶ 个元

素，可用一维数组存放

 的元素存放在 的相应位置



避免开方的分解

 根据 ௝௝ ௝௝ ௝௞ଶ௝ିଵ௞ୀଵ భమ 可知平方根法需

要用到开方运算

 为了避免开方运算，下面用定理7.7的分解
式

= 1𝑙ଶଵ 1⋮ ⋮ ⋱𝑙௡ଵ 𝑙௡ଶ ⋯ 1
𝑑ଵ 𝑑ଶ ⋱ 𝑑௡

1 𝑙ଶଵ ⋯ 𝑙௡ଵ1 ⋯ 𝑙௡ଶ⋱ ⋮1
𝑨 = 𝑳𝑫𝑳୘



避免开方的分解（续）

 考虑下三角元素，即 ௜௝ ，根据矩阵乘法

其中第二个等号由于 ௝௞ 、 ௝௝
 依据上式，可以逐行计算矩阵 的元素

𝑎௜௝ = ෍ 𝑳𝑫 ௜௞ 𝑳୘ ௞௝௡
௞ୀଵ = ෍ 𝑙௜௞𝑑௞𝑙௝௞௡

௞ୀଵ = ෍ 𝑙௜௞𝑑௞𝑙௝௞௝ିଵ
௞ୀଵ + 𝑙௜௝𝑑௝

𝑳 = 1𝑙ଶଵ 1⋮ ⋮ ⋱𝑙௡ଵ 𝑙௡ଶ ⋯ 1 𝑙௜௝ = 𝑎௜௝ − ෍ 𝑙௜௞𝑑௞𝑙௝௞௝ିଵ
௞ୀଵ 𝑑௝൘

(𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑖 − 1)



避免开方的分解（续）

 考虑下三角元素，即 ௜௝ ，根据矩阵乘法

其中第二个等号由于 ௝௞ 、 ௝௝
 依据上式，可以得到 的对角元素公式

𝑎௜௝ = ෍ 𝑳𝑫 ௜௞ 𝑳୘ ௞௝௡
௞ୀଵ = ෍ 𝑙௜௞𝑑௞𝑙௝௞௡

௞ୀଵ = ෍ 𝑙௜௞𝑑௞𝑙௝௞௝ିଵ
௞ୀଵ + 𝑙௜௝𝑑௝

𝑑௜ = 𝑎௜௜ − ෍ 𝑙௜௞ଶ 𝑑௞௜ିଵ
௞ୀଵ𝑫 = 𝑑ଵ 𝑑ଶ ⋱ 𝑑௡



改进的平方根法计算公式

 为避免重复计算，令 ௜௝ ௜௝ ௝，根据上页得

到以下按行计算 元素的公式

 对于

1. 按行计算 ௜௝
2. 按行计算 ௜௝
3. 计算 ௜

𝑡௜௝ = 𝑎௜௝ − ෍ 𝑡௜௞𝑙௝௞௝ିଵ
௞ୀଵ  𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑖 − 1

𝑙௜௝ = 𝑡௜௝/𝑑௝ 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑖 − 1
𝑑௜ = 𝑎௜௜ − ෍ 𝑡௜௞𝑙௜௞௜ିଵ

௞ୀଵ



改进的平方根法计算公式（续）

 为了节省空间

 在计算出 的第 行元素 ௜௝
后，存放在 的第 行相应位置

 然后再计算 的第 行元素，存放在 的第 行

 的对角元素存放在 的相应位置

 对称正定矩阵 按 ୘分解和按 ୘分解计
算量差不多，但 ୘分解不需要开方计算

𝑨 = 𝑎ଵଵ 𝑎ଶଵ 𝑎ଷଵ 𝑎ସଵ𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ 𝑎ଷଶ 𝑎ସଶ𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ 𝑎ଷଷ 𝑎ସଷ𝑎ସଵ 𝑎ସଶ 𝑎ସଷ 𝑎ସସ → 𝑑ଵ𝑙ଶଵ 𝑑ଶ𝑙ଷଵ 𝑙ଷଶ 𝑑ଷ𝑡ସଵ 𝑡ସଶ 𝑡ସଷ 𝑡ସସ
→ 𝑑ଵ𝑙ଶଵ 𝑑ଶ𝑙ଷଵ 𝑙ଷଶ 𝑑ଷ𝑙ସଵ 𝑙ସଶ 𝑙ସଷ 𝑑ସ



改进的平方根法计算公式（续）

 对于方程组 ，如果对系数矩阵进行了
分解 ୘，则变为求解两个三角方程组

4. 求解

5. 求解 𝑇

𝑦ଵ = 𝑏ଵ                                                𝑦௜ = 𝑏௜ − ෍ 𝑙௜௞𝑦௞௜ିଵ
௞ୀଵ  𝑖 = 2, ⋯ , 𝑛

𝑥௡ = 𝑦௡/𝑑௡                                                             𝑥௜ = 𝑦௜/𝑑௜ − ෍ 𝑙௞௜𝑥௞௡
௞ୀ௜ାଵ  𝑖 = 𝑛 − 1, ⋯ , 2,1



对角占优的三对角方程组

 在一些实际问题中，例如船体数学放样中建
立三次样条函数，都会要求解系数矩阵为对
角占优的三对角方程组

简记作

𝑏ଵ 𝑐ଵ𝑎ଶ 𝑏ଶ 𝑐ଶ⋱ ⋱ ⋱𝑎௡ିଵ 𝑏௡ିଵ 𝑐௡ିଵ𝑎௡ 𝑏௡

𝑥ଵ𝑥ଶ⋮𝑥௡ିଵ𝑥௡
= 𝑓ଵ𝑓ଶ⋮𝑓௡ିଵ𝑓௡

𝑨𝒙 = 𝒇 (7.4.12)



对角占优的三对角方程组（续）

 满足对角占优条件ଵ ଵ௜ ௜ ௜ ௜ ௜௡ ௡
 下面利用矩阵的直接三角分解法来推导解三

对角方程组 的计算公式

𝑨 = 𝑏ଵ 𝑐ଵ𝑎ଶ 𝑏ଶ 𝑐ଶ⋱ ⋱ ⋱𝑎௡ିଵ 𝑏௡ିଵ 𝑐௡ିଵ𝑎௡ 𝑏௡



对角占优的矩阵三角分解

 由系数阵 的特点，可以将 分解为两个三
角阵的乘积，即

 为下三角阵， 为单位上三角阵

 ௜ ௜ ௜为待定系数，比较公式两端可得

𝑨 = 𝑏ଵ 𝑐ଵ𝑎ଶ 𝑏ଶ 𝑐ଶ⋱ ⋱ ⋱𝑎௡ିଵ 𝑏௡ିଵ 𝑐௡ିଵ𝑎௡ 𝑏௡
= 𝛼ଵ𝛾ଶ 𝛼ଶ𝛾ଷ 𝛼ଷ⋱ ⋱𝛾௡ 𝛼௡

1 𝛽ଵ1 𝛽ଶ1 ⋱⋱ 𝛽௡ିଵ1

ቐ𝑏ଵ = 𝛼ଵ,    𝑐ଵ = 𝛼ଵ𝛽ଵ                                           𝑎௜ = 𝛾௜,      𝑏௜= 𝛾௜𝛽௜ିଵ + 𝑎௜        𝑖 = 2,3, ⋯ , 𝑛 𝑐௜ = 𝛼௜𝛽௜, 𝑖 = 2,3, ⋯ , 𝑛 − 1                             (7.4.14)

𝑳 𝑼



对角占优的矩阵三角分解（续）

 上式可完全确定 ௜ ௜ ௜ ，实现了 的LU
分解

ቐ𝑏ଵ = 𝛼ଵ,    𝑐ଵ = 𝛼ଵ𝛽ଵ                                           𝑎௜ = 𝛾௜,      𝑏௜= 𝛾௜𝛽௜ିଵ + 𝑎௜        𝑖 = 2,3, ⋯ , 𝑛 𝑐௜ = 𝛼௜𝛽௜, 𝑖 = 2,3, ⋯ , 𝑛 − 1                             (7.4.14)

𝛽௜ = 𝑐௜𝛼௜ = 𝑐௜𝑏௜ − 𝑎௜𝛽௜ିଵ , 𝑖 = 2,3, … , 𝑛
𝛾௜ = 𝑎௜, 𝑖 = 2,3, … , 𝑛𝛼௜ = 𝑏௜ − 𝛾௜𝛽௜ିଵ = 𝑏௜ − 𝑎௜𝛽௜ିଵ, 𝑖 = 2,3, … , 𝑛
𝛼ଵ = 𝑏ଵ,       𝛽ଵ = 𝑐ଵ𝛼ଵ = 𝑐ଵ𝑏ଵ



分解后系数的性质

 为了分析算法的稳定性，需要刻画分解后系
数的大小௜由 ௜的性质决定

2. 从上页可知 ௜ ௜ ௜，下面用归纳法证明

 当 时

𝛾௜ = 𝑎௜, 𝑖 = 2,3, … , 𝑛
𝛼௜ > 𝑐௜ ≠ 0 ⇔ 0 < |𝛽௜| = 𝑐௜𝛼௜ < 1 , (𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛 − 1)

௕భ வ ௖భ வ଴ 0 < |𝛽ଵ| < 1𝛽ଵ = 𝑐ଵ𝛼ଵ = 𝑐ଵ𝑏ଵ

𝑐ଵ = 𝛼ଵ𝛽ଵ 𝑐௜ = 𝛼௜𝛽௜, 𝑖 = 2,3, ⋯ , 𝑛 − 1



分解后系数的性质（续）

 假设 时， ௜ିଵ ௜ିଵ ௜ିଵ ，

3. 从上面的证明可知，对于

同时，对于

𝛼௜ = 𝑏௜ − 𝛾௜𝛽௜ିଵ  𝑎௜ = 𝛾௜ ൠ ⇒ 𝛼௜ = 𝑏௜ − 𝑎௜𝛽௜ିଵ ≥ 𝑏௜ − 𝑎௜𝛽௜ିଵ  |𝛽௜ିଵ| = |𝑐௜ିଵ/𝛼௜ିଵ| < 1 ቋ
⇒ 𝛼௜ > 𝑏௜ − 𝑎௜        𝑏௜ ≥ 𝑎௜ + 𝑐௜  ቋ ⇒ 𝛼௜ > 𝑐௜      𝑐௜ ≠ 0 ቋ ⇒ 0 < 𝛽௜ = 𝑐௜𝛼௜ < 1

 𝑏௜= 𝛾௜𝛽௜ିଵ + 𝑎௜𝑎௜ = 𝛾௜

𝛼௜ > 𝑏௜ − 𝑎௜ ≥ 𝑐௜ > 0,
𝛼௜ = 𝑏௜ − 𝛾௜𝛽௜ିଵ = 𝑏௜ − 𝑎௜𝛽௜ିଵ ≤ 𝑏௜ + 𝑎௜𝛽௜ିଵ < 𝑏௜ + 𝑎௜

𝛼௡ > 𝑏௡ − 𝑎௡ > 0



分解后系数的性质（续）

 总结上述讨论，有以下定理

 定理7.9 设有三对角方程组 ，其中
满足对角占优条件，则 为非奇异矩阵且分
解后的系数 ௜ 、 ௜ 和 ௜ 满足௜ ௜௜௜ ௜ ௜ ௜ ௜ ௜

௡ ௡ ௡ ௡ ௡ଵ ଵ



追赶法

 得到 的分解之后，求解 等价
于解两个三角方程组

1. 计算 ௜ 的递推公式

2. 解

𝛽ଵ = 𝑐ଵ𝑏ଵ , 𝛽௜ = 𝑐௜𝑏௜ − 𝑎௜𝛽௜ିଵ ,  𝑖 = 2,3, … , 𝑛 − 1
𝑳 = 𝛼ଵ𝛾ଶ 𝛼ଶ𝛾ଷ 𝛼ଷ⋱ ⋱𝛾௡ 𝛼௡

𝑦ଵ = 𝑓ଵ𝛼ଵ = 𝑓ଵ𝑏ଵ𝑦௜ = 𝑓௜ − 𝛾௜𝑦௜ିଵ𝛼௜ = 𝑓௜ − 𝑎௜𝑦௜ିଵ𝑏௜ − 𝑎௜𝛽௜ିଵ ,  



追赶法（续）

3. 解

 将计算系数 ଵ ଶ ௡ିଵ及 ଵଶ ௡的过程称为追的过程

 将计算方程组的解 ௡ ௡ିଵ ଵ的过
程称为赶的过程

𝑼 = 1 𝛽ଵ1 𝛽ଶ1 ⋱⋱ 𝛽௡ିଵ1
𝑥௡ = 𝑦௡𝑥௜ = 𝑦௜ − 𝛽௜𝑥௜ାଵ,  𝑖 = 𝑛 − 1, 𝑛 − 2, … , 1



追赶法（续）

3. 解

 定理7.9表明，追赶法计算公式中不会出现
中间结果数量级的巨大增长和舍入误差的严
重累积

 因此，追赶法是一个数值稳定的方法

𝑼 = 1 𝛽ଵ1 𝛽ଶ1 ⋱⋱ 𝛽௡ିଵ1
𝑥௡ = 𝑦௡𝑥௜ = 𝑦௜ − 𝛽௜𝑥௜ାଵ,  𝑖 = 𝑛 − 1, 𝑛 − 2, … , 1



时空复杂度

 追赶法公式实际上就是把Gauss消去法用到求
解三对角方程组上的结果

 由于 特别简单，因此使得求解的计算公式也
非常简单，计算量仅为 次乘除法运算

 另外增加解一个方程组 ଶ仅需增加
次乘除运算，易见追赶法的计算量比较小

 在用计算机计算时，只需用三个一维数组分别
存储 的三条对角线元素 ௜ ， ௜ 和 ௜ ，此
外还需要用两组存储单元保存 ௜ ， ௜ 或 ௜


