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引言

 物理、力学和工程技术中的很多问题在数学
上都归结为求矩阵特征值的问题

 振动问题（桥梁的振动、机械的振动、电磁振
荡、地震引起的建筑物的振动等）

 物理学中某些临界值的确定问题

 理论物理中的一些问题

 矩阵特征值

 已知 ，要求代数方程

的根， 称为 的特征多项式

𝜑 𝜆 det 𝜆𝑰 𝑨 0 9.1.1



引言（续）

 式展开即有

一般 有 个零点，称为 的特征值

 矩阵特征向量

 设 为 的特征值，要求相应的齐次方程组

的非零解（即求 的非零解）

 上式的非零解 称为矩阵 的对应于 的特征向量

𝜑 𝜆 𝜆 𝑐 𝜆 ⋯ 𝑐 0

𝜆𝑰 𝑨 𝒙 0



特征值的性质

 定理9.1 如果 是矩阵 的特征
值，则有

 定理9.2 设 与 为相似矩阵（即存在非奇
异阵 使 ），则

与 有相同的特征值

若 是 的一个特征向量，则 是 的特征向量

𝜆 𝑎 tr 𝑨



特征值的性质（续）

 定理9.3（戈氏Gerschgorin’s定理） 设
，则 的每一个特征值必属于下述某个

圆盘之中：

 设 为 的任意一个特征值， 为对应的特征向量，
即

 记 及 ,

𝜆𝑰 𝑨 𝒙 0



定理9.3的证明

 从 的第 个方程

及 ，

 这说明 属于复平面上以 为圆心、 为

半径的一个圆盘

 证明过程表明：若一个特征向量的第 个分量最
大，则对应的特征值一定属于第 个圆盘中

𝜆 𝑎 𝑥 𝑎 𝑥

𝜆 𝑎 𝑎
𝑥
𝑥 𝑎

得



特征值的性质（续）

 定义9.1 设 为 阶实对称矩阵，对于任一非零

向量 ，
𝑨𝒙,𝒙
𝒙,𝒙

为对应于 的Rayleigh商

 定理9.4 设 为对称矩阵（特征值记作
，对应的特征向量

组成规范化正交组，即 ），则

𝜆 max
 𝒙∈𝐑
 𝒙

𝑨𝒙, 𝒙
𝒙, 𝒙 , 𝜆 min

 𝒙∈𝐑
 𝒙

𝑨𝒙, 𝒙
𝒙, 𝒙

𝜆
𝑨𝒙, 𝒙
𝒙, 𝒙 𝜆 （对于任何非零𝒙 ∈ 𝐑 ）



定理9.4的证明

 仅证明结论1。设 为 中任一向量，则有
展开式

 因此

 显然

𝒙 𝑎 𝒙 ,  𝒙, 𝒙 𝑎 0

𝑨𝒙, 𝒙
𝒙, 𝒙

∑ 𝑎 𝑨𝒙 , 𝒙
𝒙, 𝒙

∑ 𝑎 𝜆 𝒙 , 𝒙
𝒙, 𝒙

∑ 𝑎 𝜆 𝒙 , ∑ 𝑎 𝒙
𝒙, 𝒙

∑ 𝑎 𝜆
∑ 𝑎

𝜆
∑ 𝑎 𝜆

∑ 𝑎
𝑨𝒙, 𝒙
𝒙, 𝒙

∑ 𝑎 𝜆
∑ 𝑎

𝜆



数值算法

 关于计算矩阵 的特征值问题

 当 时，还可按行列式展开的办法求
的根

 但当 较大时，如果按展开行列式的办法，首先求
出 的系数，再求 的根，工作量就非常大
了，用这种办法求矩阵特征值是不切实际的

 需要研究求 的特征值及特征向量的数值方法

 本章将介绍计算机上常用的两类方法

 一类是幂法及反幂法（迭代法）

 另一类是正交相似变换的方法（变换法）
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研究动机

 在一些工程、物理问题中，通常只需要求出
矩阵的按模最大的特征值（称为 的主特征
值）和相应的特征向量，对于解这种特征值
问题，应用幂法是合适的

 幂法是一种计算实矩阵 的主特征值的一种
迭代法

 最大的优点是方法简单，对于稀疏矩阵较合适

 但有时收敛速度很慢



幂法

 设实矩阵 有一个完全的特征向

量组，其特征值为 ，相应的特
征向量为

 已知的主特征值是实根，且满足条件

 幂法的基本思想是任取一个非零的初始向量
，由矩阵 构造一向量序列

𝜆 𝜆 𝜆 ⋯ 𝜆

𝒗 𝑨𝒗                          
𝒗 𝑨𝒗 𝑨 𝒗          

⋮
𝒗 𝑨𝒗 𝑨 𝒗

               9.2.2



幂法（续）

 上述迭代值被称为迭代向量

 有一个完全的特征向量组，因此

 容易得到

其中

𝒗 𝑎 𝒙 𝑎 𝒙 ⋯ 𝑎 𝒙     设𝑎 0

𝒗 𝑨𝒗 𝑨 𝒗

𝑎 𝜆 𝒙 𝑎 𝜆 𝒙 ⋯ 𝑎 𝜆 𝒙

 𝜆 𝑎 𝒙 𝑎
𝜆
𝜆 𝒙

𝜆 𝑎 𝒙 𝜺



幂法（续）

 由假设 ，故

 从而

 这说明序列
𝒗

越来越接近 的对应于 的特征向

量 ，或者说当 充分大时

即迭代向量 为 的近似向量（除一个因子外）

𝜺 𝑎
𝜆
𝜆 𝒙 → 𝟎 𝑘 → ∞

𝑎 𝒙

𝒗 𝑎 𝜆 𝒙 9.2.5

lim
→

𝒗
𝜆

𝜆 𝑎 𝒙 𝜺
𝜆

𝑎 𝒙 𝜺



幂法（续）

 下面再考虑主特征值 的计算

 用 表示 的第 个分量，则

 由于 ，得

即两相邻迭代向量分量的比值收敛到主特征值

𝒗
𝒗

𝜆 𝑎 𝒙 𝜺
𝜆 𝑎 𝒙 𝜺

𝜆
𝑎 𝒙 𝜺

𝑎 𝒙 𝜺

𝒗 𝜆 𝑎 𝒙 𝜺

lim
→

𝒗
𝒗 9.2.7

9.2.6

𝜆
𝑎 𝒙
𝑎 𝒙 𝜆



幂法（续）

 这种由已知非零向量 及矩阵 的乘幂 构
造向量序列 以计算 的主特征值 及相
应特征向量 的方法称为幂法

 根据 ， 的收敛速度
由比值 来确定， 越小收敛越快，
但当 1时收敛可能就很慢

𝒗 𝑎 𝜆 𝒙 9.2.5

lim
→

𝒗
𝒗 𝜆

𝑎 𝒙
𝑎 𝒙 𝜆 9.2.7

𝒗
𝒗 𝜆

𝑎 𝒙 𝜺
𝑎 𝒙 𝜺 9.2.6

𝜺 𝑎
𝜆
𝜆 𝒙



幂法的收敛性

 定理9.5 设 有 个线性无关的特征向
量，主特征值 满足

则对于任何非零初始向量 ，

→
𝒗

、
→

𝒗
𝒗

成立

 当 的主特征值是实的重根时，定理9.5的结
论还是正确的

 设 的主特征值为实重根，即 ，
且



幂法的收敛性（续）

 设 有 个线性无关的特征向量， 对应的 个线
性无关特征向量

 重复 的推导，易得

 因此，当

𝒗 𝑨 𝒗 𝜆 𝑎 𝒙 𝑎
𝜆
𝜆 𝒙

lim
→

𝒗
𝜆

𝑎 𝒙 𝑎
𝜆
𝜆 𝒙 𝑎 𝒙



幂法的不足

 应用幂法计算 的主特征值 及对应的特征
向量时，如果 （或 ），迭代
向量 的各个不等于零的分量将随 而
趋于无穷（或趋于零），这样在用计算机计
算时就可能“溢出”

 为了克服该缺点， 需要将迭代向量规范化

 设有一向量 ，将其规范化得到向量
𝒗

𝒗
，其中 表示向量 的绝对值最大的

分量

𝒗  𝑎 𝜆 𝒙 𝑎 𝜆 𝒙 ⋯ 𝑎 𝜆 𝒙



规范化幂法

 任取一初始向量 构造向量序列

 根据前面的推导，

𝒗 𝑨𝒖 𝑨𝒗 , 𝒖
𝒗

max 𝒗
𝑨𝒗

max 𝑨𝒗 ,

𝒗 𝑨𝒖
𝑨 𝒗

max 𝑨𝒗 , 𝒖
𝒗

max 𝒗
𝑨 𝒗

max 𝑨 𝒗 ,

𝒗
𝑨 𝒗

max 𝑨 𝒗 , 𝒖
𝒗

max 𝒗
𝑨 𝒗

max 𝑨 𝒗 ,

𝑨 𝒗 𝑎 𝜆 𝒙 𝜆 𝑎 𝒙 𝑎
𝜆
𝜆 𝒙



规范化幂法（续）

 可得

 由假设

𝒖
𝑨 𝒗

max 𝑨 𝒗

𝜆 𝑎 𝒙 ∑ 𝑎 𝜆
𝜆 𝒙

max 𝜆 𝑎 𝒙 ∑ 𝑎 𝜆
𝜆 𝒙

𝑎 𝒙 ∑ 𝑎 𝜆
𝜆 𝒙

max 𝑎 𝒙 ∑ 𝑎 𝜆
𝜆 𝒙

𝒖 →
𝒙

max 𝒙   𝑘 → ∞



规范化幂法（续）

 因此，规范化向量序列收敛到主特征值对应的
特征向量

 同理，可得到

收敛速度由比值 确定

𝒗
𝑨 𝒗

max 𝑨 𝒗

𝜆 𝑎 𝒙 ∑ 𝑎 𝜆
𝜆 𝒙

𝜆  max 𝑎 𝒙 ∑ 𝑎 𝜆
𝜆 𝒙

max 𝒗
𝜆 max 𝑎 𝒙 ∑ 𝑎 𝜆

𝜆 𝒙

max 𝑎 𝒙 ∑ 𝑎 𝜆
𝜆 𝒙

→ 𝜆   𝑘 → ∞



规范化幂法的收敛性

 定理9.6 设 有 个线性无关的特征
向量，主特征值 满足

，则对于任何非零初始向量
，按下述方法构造的向量

序列

有

lim
→

𝒖
𝒙

max 𝒙𝟏
, lim

→
max 𝒗 𝜆

𝒖 𝒗 𝟎,
𝒗 𝑨𝒖 ,
𝒖 𝒗

𝒗

𝑘 1,2, ⋯     9.2.9



例9.1

 用幂法计算 的主特征

值和相应的特征向量

 下一页的结果是用 位浮点数字进行运算得到的
， 的分量值是舍入值

 于是得到

及相应特征向量

 和相应的特征向量真值（ 位数字）为

𝜆 2. 5365323

𝜆  2. 5365258, 𝒙  0.74822116, 0. 64966116, 1



例9.1（续）

𝑘 𝒖 （规范化向量） max 𝒗
0 1,1,1
1 0. 909 1, 0. 818 2, 1 2. 750 000 0
5 0. 765 1, 0. 667 4, 1 2. 558 791 8

10 0. 749 4, 0. 650 8, 1 2. 538 002 9
15 0. 748 3, 0. 649 7, 1 2. 536 625 6
16 0. 748 3, 0. 649 7, 1 2. 536 584 0
17 0. 748 2, 0. 649 7, 1 2. 536 559 8
18 0. 748 2, 0. 649 7, 1 2. 536 545 6
19 0. 748 2, 0. 649 7, 1 2. 536 537 4
20 0. 748 2, 0. 649 7, 1 2. 536 532 3



加速方法

 由前面讨论知道，应用幂法计算 的主特征
值时，其收敛速度主要由比值 来决
定，但当 接近于1时，收敛可能很慢

 一个补救的办法是采用加速收敛的方法

1. 原点平移法

2. Rayleigh商加速法

𝜺 𝑎
𝜆
𝜆 𝒙



原点平移法

 引进矩阵 ，其中 为选择参数

 设 的特征值为 ，则 的相应特征值为
，而且 的特征向量相同

 如果需要计算 的主特征值 ，就要选择适当
的 使 仍然是 的主特征值，且使

 对 应用幂法，使得在计算 的主特征值 的过
程中得到加速，这种方法通常称为原点平移法

 对于 的特征值的某种分布，它是十分有效的

𝜆 𝑝
𝜆 𝑝

𝜆
𝜆



例9.2

 设 有特征值

，比值

 作变换

则 的特征值为

 应用幂法计算 的主特征值 的收敛速度的比值
为

𝑩 𝑨 𝑝𝑰 𝑝 12

𝜇
𝜇

𝜆 𝑝
𝜆 𝑝

1
2

𝜆
𝜆 0.9



最优的 值

 虽然常常能够选择有利的 值，使幂法得到
加速，但设计一个自动选择适当参数 的过
程是困难的

 下面考虑当 的特征值是实数时，怎样选择
使用幂法计算 以得到加速

 设 的特征值满足

则不管 如何选择， 的主特征值
为 或

， 9.2.10



最优的 值（续）

 当希望计算 及 时，应选择 使
，且使收敛速度比值尽可能小

 和 之间必然有一个是次大的

 显然，当 ∗时

最小，这时收敛速度的比值为

𝜔 max
𝜆 𝑝
𝜆 𝑝 ,

𝜆 𝑝
𝜆 𝑝

𝜆 𝑝∗

𝜆 𝑝∗
𝜆 𝑝∗

𝜆 𝑝∗ ≡
𝜆 𝜆

2𝜆 𝜆 𝜆



最优的 值（续）

 因此，当 的特征值满足
且 , 能初步估计时，就能确定

∗的近似值

 当希望计算 时，应选择 ∗，

使得应用幂法计算 得到加速

𝑝∗ 𝜆 𝜆
2



例9.3

 计算例9.1矩阵 的主特征值

 作变换 ，取 ，则

 对 应用幂法，计算结果如下一页所示

 迭代 次得 的主特征值 ， 的
主特征值

𝑨
1.0 1.0 0.5
1.0 1.0 0.25
0.5 0.25 2.0

𝑩
0.25 1 0.5

1 0.25 0.25
0.5 0.25 1.25

𝜆 𝜇 0.75 2. 5365914



例9.3（续）

 上述结果比例 迭代 次得到的结果还要好

 若迭代 次， 相应的
，所有数值均准确

𝑘 𝒖 （规范化向量） max 𝒗
0 1,1,1
5 0.7516,0.6522,1 1.7914011
6 0.7491,0.6511,1 1.7888443
7 0.7488,0.6501,1 1.7873300
8 0.7484,0.6499,1 1.7869152
9 0.7483,0.6497,1 1.7866587

10 0.7482,0.6497,1 1.7865914



加速方法讨论

 原点位移的加速方法，是一个矩阵变换方法
 这种变换容易计算，又不破坏矩阵 的稀疏性

 但 的选择依赖于对 的特征值分布的大致了解

 由定理9.4知，对称矩阵 的 及 可用
Rayleigh商的极值来表示


𝑨𝒙,𝒙
𝒙,𝒙

为对应于 的Rayleigh商


 下面把Rayleigh商应用到用幂法计算实对称矩阵

的主特征值的加速收敛上来



Rayleigh商加速法

 定理9.7 设 为对称阵，特征值满足
，对应的特征

向量 ，应用幂法计算 的主特征

值 ，则规范化向量 的Rayleigh商给出
的较好的近似，即

 幂法 𝒖 𝒗 𝟎,
𝒗 𝑨𝒖 ,
𝒖 𝒗

𝒗

𝑘 1,2, ⋯            9.2.9



定理9.7的证明

 根据

 可得

 最后一步推导利用 的一阶展开

𝑨 𝒖 𝑨 𝒗 𝑎 𝜆 𝒙

𝒖
𝑨 𝒖

max 𝑨 𝒖

𝑨𝒖 , 𝒖
𝒖 , 𝒖

𝑨 𝒖 , 𝑨 𝒖
𝑨 𝒖 , 𝑨 𝒖

∑ 𝛼 𝜆
∑ 𝛼 𝜆

𝜆 𝑂
𝜆
𝜆

𝜆
1 ∑ 𝛼 /𝛼 𝜆 /𝜆

1 ∑ 𝛼 /𝛼 𝜆 /𝜆
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反幂法

1. 计算矩阵按模最小的特征值及其特征向量

 设 为非奇异矩阵， 的特征值次序记作
，相应的特征向量为

，则 的特征值为

，对应的特征向量为

 因此，计算 的按模最小的特征值 的问题就是
计算 的按模最大的特征值问题

2. 计算对应于一个给定近似特征值的特征向量



反幂法（续）

 对 应用幂法迭代法（称为反幂法），可
求得矩阵 的主特征值 ，从而求得
的按模最小的特征值

 反幂法迭代公式为任取初始向量
，构造向量序列

 迭代向量 可以通过解方程组 求得



反幂法的收敛性

 定理9.8 设

有 个线性无关的特征向量

为非奇异矩阵且其特征值满足

则对任何初始非零向量 ，由
反幂法构造的向量序列 满足

收敛速度的比值为

→
，

→



反幂法的加速

 在反幂法中也可以用原点平移法来加速迭代过
程或求其他特征值及特征向量

 如果矩阵 存在，显然其特征值为

，对应的特征向量仍然是

 对 应用幂法，得到加速反幂法的迭代公
式

𝒗 𝒖 𝟎 初始向量

𝒗 𝑨 𝑝𝑰 𝒖      

𝒖
𝒗

max 𝒗                   
𝑘 1,2, ⋯      9.2.12



反幂法的加速（续）

 如果 是 的特征值 的一个近似值，且

，即 是 的主特征值

，可用反幂法式 计算其特征量及特征向组

 设 有 个线性无关的特征向量
，则

其中

𝒖 𝑎 𝒙 𝑎 0  

𝒗
𝑨 𝑝𝑰 𝒖

max 𝑨 𝑝𝑰 𝒖
𝒖

𝑨 𝑝𝑰 𝒖
max 𝑨 𝑝𝑰 𝒖



加速反幂法的收敛性

 定理9.9 设

有 个线性无关的特征向量， 的
特征值及对应的特征向量记作 及

是 的特征值 的近似值， 存

在，且

为给定的初始向量

则由反幂法迭代公式 构造的向量序列
满足



加速反幂法的收敛性（续）

且收敛速度由比值 确定

 对 ( 应用反幂法，可计算特征向量

 只要选择的 是 的一个较好的近似且特征值分离

情况较好，一般 很小，常常只要迭代一两次就可
完成特征向量的计算

→
（当 ）

→

即



反幂法的计算加速

 反幂法迭代公式中的 是通过解方程组
求得的

 为了节省工作量，可以先将 进行三角分
解，即

其中 为某个置换矩阵

 求 相当于解两个三角形方程组

𝑷 𝑨 𝑝𝑰 𝑳𝑼

𝑳𝒚 𝑷𝒖

𝑼𝒗 𝒚



反幂法的计算加速（续）

 反幂法迭代公式可写为

 实验表明，按下述方法 是较好的：
选 使

 用回代求解式 即得 ，然后再按式
迭代，因此并不需要计算

𝑳𝒚 𝑷𝒖    
𝑼𝒗 𝒚           

𝒖
𝒗

max 𝒗

    𝑘 1,2, ⋯       9.2.13

𝑼𝒗 𝒚 𝑳 𝑷𝒖 1,1, ⋯ , 1 9.2.14



例9.4

 用反幂法求

的对应计算特征值 （精确特征值

为 ）的特征向量（用 位浮点数
进行运算）

 用部分选主元的三角分解将 （其中
）分解为 𝑷 𝑨 𝑝𝑰 𝑳𝑼

𝑳
1 0 0
0 1 0

0.7321 0.26807 1
𝑷

0 1 0
0 0 1
1 0 0



例9.4（续）

 由 ,得

进而

 由 𝟐 𝟏,得

 对应的特征向量是

𝑼
1 1.7321 1
0 1 2.7321
0 0 0.29405 10

𝒗 12692, 9290.3, 3400.8

𝒖 1, 0.73198, 0.26795

𝒗 20404, 14937, 5467. 4

𝒖 1, 0. 73206, 0. 26796

𝒙 1, 1 3，2 3 1, 0. 73205, 0.26795

非常
接近
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研究动机

 前面几节讨论的是求解矩阵最大（小）特征
值及其对应特征向量的方法

 若要求求出所有特征值及其特征向量，应该
用什么方法呢？

 下面将讨论的以正交相似变换为基础的一类
方法即是解决这类问题的方法

 首先，讨论对于一般实矩阵 利用正
交相似变换约化到什么程度的问题



正交相似变换

 定理9.10 设 ，则存在一个正交阵
，使

其中对角块为一阶或二阶矩阵

 每一个一阶对角块即为 的实特征值

 每一个二阶对角块的两个特征值是 的一对共轭复
特征值

 参考Golub和Loan的《Matrix Computations》



上Hessenberg（海森堡）阵

 定义9.2 一方阵 ，如果当 时有
，则称 为上Hessenberg阵，即

 本节讨论如下两个问题

用正交相似变换约化一般实矩阵为上
Hessenberg阵
用正交相似变换约化对称阵为对称三对角阵

 这样，就变成求转换后矩阵的特征值问题

,



初等反射阵

 定义9.3 设向量 满足 ，矩阵
称为初等反射阵，记作 ，即

其中，

 定理9.11 初等反射阵 是对称阵
、正交阵 和对合阵

𝑯 𝒘

1 2𝑤 2𝑤 𝑤 ⋯ 2𝑤 𝑤
2𝑤 𝑤 1 2𝑤 ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 2𝑤 𝑤
2𝑤 𝑤 ⋯ 2𝑤 𝑤 1 2𝑤



Householder方法

 初等反射阵在计算上的意义是它能用来约化
矩阵，例如设向量 ，可选择一初等反
射阵 使 ，这种约化矩阵的方法称
为Householder方法

 推论设向量 ， ，
且 𝟏，则存在一个初等反射阵

使 𝟏 𝟏



用正交相似变换约化矩阵

 设

 步 ：不妨设 ，否则这一步不需约化，

选择初等反射阵 使

 根据钱、前一页的推论，上述思路可行

𝑨

𝑎 𝑎 ⋯ 𝑎
𝑎 𝑎 ⋯ 𝑎

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎 𝑎 ⋯ 𝑎

≡
𝑎 𝑨
𝒂 𝑨



用正交相似变换约化矩阵（续）

 令 ，则

其中

𝑨 𝑼 𝑨 𝑼
𝑎 𝑨 𝑹

𝑹 𝒂 𝑹 𝑨 𝑹

𝑨 𝒂 𝑨
𝑶 𝒂 𝑨

𝑨 ∈ 𝐑 ,      𝒂 ∈ 𝐑 ,    𝑨 ∈ 𝐑



用正交相似变换约化矩阵（续）

 步 ：设对𝑨已进行了第 步正交相似约化，
即 有形式

𝑨 𝑼 𝑨 𝑼

𝑎 𝑎 ⋯ 𝑎 𝑎 , ⋯ 𝑎

𝜎 𝑎 ⋯ 𝑎 𝑎 , ⋯ 𝑎
⋱ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

𝜎 𝑎 𝑎 , ⋯ 𝑎 ,

𝑎 , 𝑎 , ⋯ 𝑎 ,
⋮ ⋮ ⋮

𝑎 𝑎 , ⋯  𝑎



用正交相似变换约化矩阵（续）

 步 ：设对𝑨已进行了第 步正交相似约化，
即 有形式

其中

 设 ，选择初等反射阵 ，使

𝑨 𝑼 𝑨 𝑼
𝑨 𝒂 𝑨

𝑶 𝒂 𝑨

𝑨 ∈ 𝐑 ，𝒂 ∈ 𝐑 ，𝑨 ∈ 𝐑



用正交相似变换约化矩阵（续）

 设 ，则

 由上式知， 的左上角 阶子阵为上
Hessenberg阵，从而约化又进了一步

𝑨 𝑼 𝑨 𝑼
𝑨 𝒂 𝑨 𝑹

𝑶 𝑹 𝒂 𝑹 𝑨 𝑹

 
𝑨 𝒂 𝑨 𝑹

𝑶 𝜎 𝒆 𝑹 𝑨 𝑹



用正交相似变换约化矩阵（续）

 重复这过程，直到

𝑨 𝑼 ⋯ 𝑼 𝑼 𝑨𝑼 𝑼 ⋯ 𝑼

=

𝑎 ⋯
𝜎 𝑎 ⋯

𝜎 𝑎 ⋱ ⋮
⋱ ⋱

𝜎 𝑎



用正交相似变换约化矩阵（续）

 定理9.13 设 ，则存在初等反射阵
使

在 的进一步约化中，

需要计算 和 ，

 用初等反射阵正交相似约化 为上

Hessenberg阵，大约需要 次乘法运算

（上 阵）

𝑨 𝑼 𝑨 𝑼
𝑨 𝒂 𝑨 𝑹

𝑶 𝜎 𝒆 𝑹 𝑨 𝑹



特征值求解

 由于 𝒌都是正交阵，所以 𝟏 𝟐
，求 的特征值问题，就转化为求上

Hessenberg阵 的特征值问题

 由定理9.13，记 则

 是 的对应特征值 的特征向量，则 为 的
对应特征值 的特征向量

𝑷𝑨𝑷 𝑪



总结

 引言

 特征多项式、特征值、特征向量

 幂法

 幂法的流程、幂法的收敛性

 规范化幂法、原点平移法、Rayleigh商加速法

 反幂法

 反法的流程、反幂法的收敛性、反幂法的加速

 Householder方法

 正交相似变换、上Hessenberg阵
 初等反射阵、Householder方法


