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时间序列预测竞赛

Rob J.Hyndman. A brief history of forecasting competitions. International Journal of Forecasting. 36(1), page 7-14. 2020.

古希腊，占卜竞争

【1974】Paul Newbold和Clive 
Granger将不同方法在106个时序数据
集上进行对比，讨论最精确的方法

【1707】【英】Francis 
Galton发现融合多个预测
模型将提升预测性能

【英】Maurice Priestley

时间序列分析本身是为了找到最能够反
应时序数据特性的单一模型，而预测任
务的目标为找到这一模型。如果时间序
列满足Box-Jenkins模型（ARIMA）的假
设，则使用ARMIA就是最优的选择



时间序列预测竞赛

Spyros Makridakis Michèle Hibon

【1979】整合了111个时间序列，比

较了多个时序预测方法，验证了模型

融合在时间序列预测中的优势

是否模型配制等原因导致ARIMA效果不佳？

模型会过拟合，简单的分解方法效果
较好，预测能力和分析能力不同，关
注自动选择模型

最佳方法为Theta方法，直接在测试
集调参，时间序列分布未能较好描述

【M1】收集了涉及人口、经济、工

业、长度9-132的1001个时间序列

【M2】1993年收集29个包含丰富上

下文的数据

【M3】1998年进行 “final attempt”

涉及更多领域的3003个序列



时间序列数据集M4

Spyros Makridakis, Evangelos Spiliotis, Vassilios Assimakopoulos, The M4 Competition: 100,000 time series and 61 forecasting methods. International 
Journal of Forecasting. 2020,

2018年，Spyros Makridakis等人开展M4竞赛，其中包含100,000个涉及更多领域的时

间序列预测任务



时间序列数据集M4



M4竞赛的（部分）重要发现

集成（combination）的统计方法或

机器学习方法能够获得更好的时间序

列预测性能（这一点和之前的一些观

测一样）；

混合（hybrid）统计和机器学习方法

具有优势。如Uber的Slawek Smyl结

合统计方法指数平滑以及RNN，获得

了极好的预测效果；

更复杂的方法可能可以获

得更高的预测性能（和以

往M竞赛结论不一致）；

通过综合多个时间序列的信息

（information from aggregates of 

series）提升目标时间序列的预测能力；

单纯的机器学习方法无法取得较好的预

测性能。



其他竞赛

Kaggle：
Rossmann store sales

Kaggle：
Wikipedia traffic forecast

KDD Cup：
Spatial Dynamic Wind 

Power Forecasting



其他相关数据集

▪ ETT (Electricity Transformer Temperature)：包含两个子集，分别含有2个小时级别（ETTh）记录的和15分钟级（ETTm）
别记录的数据集。 每一个数据集包含2016-2018年的7个油和附在特征。https://github.com/zhouhaoyi/ETDataset

▪ Traffic：包含小时级别记录的旧金山2015-2016交通数据。http://pems.dot.ca.gov/

▪ Electricity：包含2012-2014年321个客户的小时级别电力消耗数据。
https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/ElectricityLoadDiagrams20112014 

▪ Exchange-Rate: 包含1990-2016年8个国家的 collects the 汇率。https://github.com/laiguokun/multivariate-time-series-data

▪ Weather：包含2020年德国的每10分钟记录的天气数据，共21个特征，如温度、湿度等。https://www.bgc-
jena.mpg.de/wetter/

▪ ILI7: 记录2002-2021美国疾控中心每周流感流感症状疾病患者以及患者总数的比例。
https://gis.cdc.gov/grasp/fluview/fluportaldashboard.html
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▪ Naïve1：常数预测模型。使用最后一个观察值对后续样本进行预测；相当于给时间序列构建一个
随机游走模型。

▪ 均值预测：给定时间序列𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … ,𝑦𝑦𝑛𝑛

𝑦𝑦𝑛𝑛+ℎ =
1
𝑛𝑛
�
𝑡𝑡=1

𝑛𝑛

𝑦𝑦𝑡𝑡

Baseline方法

历史数据 待预测数据



Baseline方法

▪ NaïveS：对于周期性时间序列，使用上一个周期同期的观察值作为当前时刻的预测值。这一方法
充分考虑了周期性，因此需要给定算法的记录粒度（granularity）。

▪ 给定时间序列𝑦𝑦1,𝑦𝑦2, … ,𝑦𝑦𝑛𝑛，其周期为𝑚𝑚，则
�𝑦𝑦𝑛𝑛+ℎ = 𝑦𝑦𝑛𝑛+ℎ−𝑚𝑚 𝑘𝑘+1

   其中，𝑘𝑘是ℎ−1
𝑚𝑚

的整数部分，索引到最近一个周期中同一位置处的取值。

历史数据 待预测数据



Baseline方法

▪ Drift方法：充分考虑到时间序列前后的变化。每两个相邻的时间序列可以计算变化值的均值，即

ℎ
𝑛𝑛 − 1

�
𝑡𝑡=2

𝑛𝑛

𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝑦𝑦𝑡𝑡−1

▪ 因此，可用这一变化值指导后续的预测

�𝑦𝑦𝑛𝑛+ℎ = 𝑦𝑦𝑛𝑛 +
ℎ

𝑛𝑛 − 1
�
𝑡𝑡=2

𝑛𝑛

𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝑦𝑦𝑡𝑡−1

= 𝑦𝑦𝑇𝑇 + ℎ
𝑦𝑦𝑛𝑛 − 𝑦𝑦1
𝑛𝑛 − 1



线性回归（Linear Regression）

▪ 线性模型假设
𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝒙𝒙𝑡𝑡𝑇𝑇𝒘𝒘 + 𝜀𝜀𝑡𝑡

𝜀𝜀𝑡𝑡 均值为0，方差为𝜎𝜎2的随机变量

▪ 𝒙𝒙𝑡𝑡如何构造？

▪ 一元序列 𝑦𝑦𝑡𝑡 ，使用历史序列样本𝒙𝒙𝑡𝑡 = 𝑦𝑦𝑡𝑡−1,𝑦𝑦𝑡𝑡−2, …

▪ 多元序列，使用上下文属性

▪ 优化方式：最小二乘 Ordinary Least Square 估计

�𝒘𝒘 = argmin
𝒘𝒘

�
𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝒙𝒙𝑡𝑡𝑇𝑇𝒘𝒘 2

▪ 拓展：广义线性模型



𝒌𝒌近邻（𝒌𝒌 Nearest Neighbor）

▪ 机器学习中的𝑘𝑘近邻方法（非线性）

▪ 扩展到时间序列任务

▪ 如何做“回归”？

▪ 在什么特征空间寻找近邻（Embedding怎么构建）

▪ Embedding构建方式：Delay reconstruction, 𝑚𝑚-
dimensional

𝒚𝒚𝑛𝑛 = 𝑦𝑦𝑛𝑛−(𝑚𝑚−1)𝜏𝜏,𝑦𝑦𝑛𝑛−(𝑚𝑚−2)𝜏𝜏, … , 𝑦𝑦𝑛𝑛−𝜏𝜏,𝑦𝑦𝑛𝑛

▪ 时序间隔𝜏𝜏称为lag或delay time

▪ Embedding质量衡量：

▪ 如果𝑚𝑚 > 2 × box counting dimension

▪ 实际应用中确定𝑚𝑚和𝜏𝜏

▪ false nearest neighbors [Brown and Abarbanel, 1992]



近邻方法

▪ 关键性质：unknown but continuous 𝐹𝐹 , 预测 𝑧𝑧𝑛𝑛+1 ，
可通过寻找𝑧𝑧𝑛𝑛的历史的近邻𝑧𝑧𝑛𝑛0 ，基于𝑧𝑧𝑛𝑛0+1 进行预
测（Lorenz's method of analogues）[Lorenz, 1969]

▪ 拓展到𝑦𝑦𝑛𝑛：基于delay reconstruction找近邻

�𝑦𝑦𝑛𝑛+Δ𝑛𝑛 =
1

𝒰𝒰𝜖𝜖 𝒚𝒚𝑛𝑛
�

𝒚𝒚𝑡𝑡∈𝒰𝒰𝜖𝜖 𝐬𝐬𝑛𝑛

𝑦𝑦𝑡𝑡+Δ𝑛𝑛.

Holger Kantz and Thomas Schreiber. Nonlinear Time Series Analysis. 2004.

非线性预测



相似性（距离）的作用

▪ 预测

▪ 用于寻找相似片段

▪ 分类

▪ 使用基于近邻的方法

▪ 聚类

Lock-Step

Sliding

𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 ,

Elastic

Kernel

Embedding

John Paparrizos et al. Debunking Four Long-Standing Misconceptions of Time-Series Distance Measures. SIGMOD. 2020. 



面向时间序列的距离度量

▪ 𝐿𝐿𝑝𝑝-norm (Lock-Step)

Dist(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = �
𝑡𝑡=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑡𝑡 − 𝑦𝑦𝑡𝑡 𝑝𝑝

1/𝑝𝑝

▪ 递归计算
𝑀𝑀 𝒙𝒙𝑡𝑡 ,𝒚𝒚𝑡𝑡 = 𝑥𝑥𝑡𝑡 − 𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝑀𝑀 𝒙𝒙𝑡𝑡−1,𝒚𝒚𝑡𝑡−1

在变换域进行距离计算

▪ 时间规整（Time Warping）



Dynamic Time Warping

▪ 如何计算不同长度时间序列的距离？

▪ 进行多对一的映射

▪ 令𝒙𝒙 ∈ ℝ𝑚𝑚，𝒚𝒚 ∈ ℝ𝑛𝑛，定义

𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑖𝑖, 𝑗𝑗) = distance 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗 + min�
𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑖𝑖, 𝑗𝑗 − 1) repeat 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑖𝑖 − 1, 𝑗𝑗) repeat 𝑦𝑦𝑗𝑗
𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑖𝑖 − 1, 𝑗𝑗 − 1) repeat neither

▪ 初始化：

▪ 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 0,0 = 0

▪ 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 0, 𝑗𝑗 = ∞ , 𝑗𝑗 = 1 …𝑛𝑛

▪ 𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 𝑖𝑖, 0 = ∞, 𝑖𝑖 = 1 …𝑚𝑚

▪ 复杂度 𝑂𝑂 𝑚𝑚𝑚𝑚

限制搜索范围



其他距离形式

▪ 参数化距离

▪针对时间序列学习AR模型，再通过
AR模型的参数计算距离[Piccolo, 1990]，
将时间序列的距离转化为参数空间的
参数距离

▪ 分布距离

▪将时间序列片段视为i.i.d.分布，利用
分布距离（如Kernel，Wasserstein）
表示序列之间的距离

▪ Edit Distance on Real sequences [Chen et al., 2005]

𝐷𝐷𝑖𝑖,𝑗𝑗 = �
𝐷𝐷𝑖𝑖−1,𝑗𝑗−1 if 𝑚𝑚 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗 = 1

1 + 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝐷𝐷𝑖𝑖,𝑗𝑗−1,𝐷𝐷𝑖𝑖−1,𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝑖𝑖−1,𝑗𝑗−1 if 𝑚𝑚 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗 = 0

𝑚𝑚 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗 = Θ 𝜀𝜀 − 𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑦𝑦𝑗𝑗

▪ 扩展：Time-warped edit distance [Marteau, 2009]

▪ Minimum jump costs dissimilarity [Serra and Arcos, 2012]

Joan Serra, Josep Ll. Arcos. An Empirical Evaluation of Similarity Measures for Time Series Classification. Knowledge-based Systems. 2014. 
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评估方式

▪ 划分出一段数据作为测试集（hold-out）

训练数据 测试数据

预测结果

真实数据



评估方式

▪ 交叉验证（Cross-Validation）



评估方式

▪ 循环验证（rolling），基于历史数据验证backtesting



评估方式

▪ 𝐿𝐿 − 𝐻𝐻评测

▪ 基于长度为𝐿𝐿的历史数据，预测长度为𝐻𝐻的后续数据

▪ 在时间序列中，抽取出类似的𝐿𝐿 − 𝐻𝐻对，将时间序列预测问题进行变化为一般的“机器学习”子任务

𝐿𝐿 𝐻𝐻



预测评价指标

▪ MAE (Mean Absolute Error)

MAE =
1
𝐻𝐻�

𝑖𝑖=1

𝐻𝐻

𝑦𝑦𝑛𝑛+𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑛𝑛+𝑖𝑖

▪ MSE (Mean Square Error)

MSE =
1
𝐻𝐻�

𝑡𝑡=1

𝐻𝐻

𝑦𝑦𝑛𝑛+𝑡𝑡 − �𝑦𝑦𝑛𝑛+𝑡𝑡 2



预测评价指标

▪ MAPE (Mean Absolute Percentage Error)

MAPE =
100
𝐻𝐻

�
𝑖𝑖=1

𝐻𝐻
𝑦𝑦𝑇𝑇+𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑇𝑇+𝑖𝑖

𝑦𝑦𝑇𝑇+𝑖𝑖

▪ sMAPE (symmetric MAPE)

SMAPE =
200
𝐻𝐻

�
𝑖𝑖=1

𝐻𝐻
𝑦𝑦𝑇𝑇+𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑇𝑇+𝑖𝑖
𝑦𝑦𝑇𝑇+𝑖𝑖 + �𝑦𝑦𝑇𝑇+𝑖𝑖

▪ MASE (Mean Absolute Scaled Error)

MASE =
1
𝐻𝐻
�
𝑖𝑖=1

𝐻𝐻
𝑦𝑦𝑇𝑇+𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑇𝑇+𝑖𝑖

1
𝑇𝑇 + 𝐻𝐻 −𝑚𝑚∑𝑗𝑗=𝑚𝑚+1

𝑇𝑇+𝐻𝐻 𝑦𝑦𝑗𝑗 − 𝑦𝑦𝑗𝑗−𝑚𝑚

▪ OWA (overall weighted average)

OWA =
1
2

SMAPE
SMAPENaïve2

+
MASE

MASENaïve2

▪ �𝑦𝑦 为𝑦𝑦的预测值，𝑚𝑚为数据周期（如按月统计的数据有𝑚𝑚 = 12）
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应对缺失值和噪声

▪ 处理缺失数据：基于上下文进行补全

▪ 线性（内）插值（linear interpolation）：假设𝑖𝑖
< 𝑗𝑗，𝑡𝑡 ∈ 𝑡𝑡𝑖𝑖 , 𝑡𝑡𝑗𝑗 ，则

𝑦𝑦 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 +
𝑡𝑡 − 𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑡𝑡𝑗𝑗 − 𝑡𝑡𝑖𝑖

⋅ 𝑦𝑦𝑗𝑗 − 𝑦𝑦𝑖𝑖

插值过程中也可以使用更复杂的方法进行拟合

▪ 处理时序数据噪声

▪ 一般用于去除短时间内的数据扰动（short-term 
fluctuations）

▪ 装箱（Binning）

▪ 将时间序列按照一定间隔分组（如间隔𝑘𝑘），使
用均值代替原始的𝑘𝑘个值

▪ 移动平均（Moving-Average）
𝑡𝑡𝑗𝑗𝑡𝑡𝑖𝑖

𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑦𝑦𝑗𝑗

𝑡𝑡𝑖𝑖+𝑘𝑘𝑡𝑡𝑖𝑖

𝑦𝑦′



时间序列的归一化

▪ 时序数据尺度（scale）变化

▪ 时序数据平移（translation）变化

▪ 目标：

▪ 对于任意尺度常数𝑎𝑎和平移常数𝑏𝑏，时间序列
的线性变换𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏不影响其相似度的计算

▪ 归一化（normalization）：将时序数据取值限
制在 0,1

𝑦𝑦𝑡𝑡′ =
𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

▪ 标准化（Standardization）/ Z-Score：将时序
数据变换为0均值以及标准方差

𝑧𝑧𝑡𝑡 =
𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎

▪ 平均归一化（Mean Normalization）

𝑦𝑦𝑡𝑡′ =
𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝜇𝜇

𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚



其他的时间序列预处理方法

▪ 时间序列的分解

▪相加分解（additive decomposition）
𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝑆𝑆𝑡𝑡 + 𝑇𝑇𝑡𝑡 + 𝑅𝑅𝑡𝑡

▪相乘分解（multiplicative decomposition）
𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝑆𝑆𝑡𝑡 × 𝑇𝑇𝑡𝑡 × 𝑅𝑅𝑡𝑡

▪𝑆𝑆𝑡𝑡：季节项（seasonal component），刻画时间序列的周期性变换

▪𝑇𝑇𝑡𝑡：趋势项（trend-cycle component），刻画序列的整体变化趋势

▪𝑅𝑅𝑡𝑡：剩余项（remainder component）



针对序列的变换

▪ 对数变换

▪ 针对变化程度建模

▪ Make highly skewed distributions less skewed

∇log 𝑦𝑦𝑡𝑡 = log
𝑦𝑦𝑡𝑡
𝑦𝑦𝑡𝑡−1

= log 1 +
∇𝑦𝑦𝑡𝑡
𝑦𝑦𝑡𝑡−1

≃
∇𝑦𝑦𝑡𝑡
𝑦𝑦𝑡𝑡−1

∇𝑦𝑦𝑡𝑡
𝑦𝑦𝑡𝑡−1

反应了相对变化（上述近似要求相对变化不能过大）

▪ 变换之后的均值相当于原始的几何平均

均值1几何平均 1 × 10 × 100 1/3 = 10



Box-Cox变换

▪ Box-Cox变换（1964）
▪ 数据值域较大

▪ 数据呈现季节性变换

𝑦𝑦𝑡𝑡
(𝜆𝜆) = �

𝑦𝑦𝑡𝑡𝜆𝜆 − 1
𝜆𝜆

λ ≠ 0

log𝑦𝑦𝑡𝑡 λ = 0

▪ 𝑦𝑦𝑡𝑡 = 1有𝑦𝑦𝑡𝑡
(𝜆𝜆) = 0

Box, G. E. P. and Cox, D. R. (1964). An analysis of transformations, Journal of the Royal Statistical Society, Series B, 26, 211-252.

𝑦𝑦𝑡𝑡
(𝜆𝜆)

− log(𝑥𝑥)

𝑦𝑦𝑡𝑡
(𝜆𝜆)

− 𝑥𝑥
𝜆𝜆 = −2

𝜆𝜆 = 3



Box-Cox变换

▪ Box-Cox变换用于分布“正态”程度矫正

𝑦𝑦𝑡𝑡
(𝜆𝜆) = �

𝑦𝑦𝑡𝑡𝜆𝜆 − 1
𝜆𝜆

λ ≠ 0

log𝑦𝑦𝑡𝑡 λ = 0

1973 British income data

𝜆𝜆 = 0.21 𝜆𝜆 = 0

Φ−1 𝑖𝑖 − 0.5
𝑛𝑛

,𝑦𝑦𝑡𝑡



Box-Cox变换

▪ 在回归/时序任务中

min
𝜃𝜃
�
𝑖𝑖

𝑁𝑁

𝑦𝑦𝑖𝑖 − �𝑦𝑦𝑖𝑖 2

▪ 变换之后尺度有影响如何处理？
𝑦𝑦𝑡𝑡

(𝜆𝜆) = �
𝑦𝑦𝑡𝑡𝜆𝜆 − 1
𝜆𝜆𝑦̇𝑦𝜆𝜆−1

λ ≠ 0

𝑦̇𝑦 log𝑦𝑦𝑡𝑡 λ = 0

𝑦̇𝑦为𝑦𝑦𝑡𝑡序列的几何平均



如何处理负值序列？

▪ 修正的Box-Cox变换（Bickel & Doksum）

𝑦𝑦𝑡𝑡
(𝜆𝜆) = �

log 𝑦𝑦𝑡𝑡 if 𝜆𝜆 = 0
sign 𝑦𝑦𝑡𝑡 𝑦𝑦𝑡𝑡 𝜆𝜆 − 1 /𝜆𝜆 otherwise.

𝜆𝜆 = 1时，数据形状不变，但向下平移

Bickel, P. J., & Doksum, K. A. (1981). An analysis of transformations revisited. Journal of the American Statistical Association, 76(374), 296–311

▪ Box-Cox变换只针对取值非负的序列，如何处理取值可能为负值的序列？

▪ 二参数Box-Cox变换

▪ （two-parameter Box-Cox）

𝑦𝑦𝑡𝑡
(𝜆𝜆) = �

𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝜆𝜆2 𝜆𝜆1 − 1
𝜆𝜆1

if 𝜆𝜆1 ≠ 0

ln 𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝜆𝜆2 if 𝜆𝜆1 = 0

▪允许𝑦𝑦𝑡𝑡 > −𝜆𝜆2



如何处理负值序列？

▪ Yeo–Johnson变换

𝑦𝑦𝑡𝑡
(𝜆𝜆) =

𝑦𝑦𝑡𝑡 + 1 𝜆𝜆 − 1 /𝜆𝜆 if 𝜆𝜆 ≠ 0,𝑦𝑦 ≥ 0
log 𝑦𝑦𝑡𝑡 + 1 if 𝜆𝜆 = 0,𝑦𝑦 ≥ 0
− −𝑦𝑦𝑡𝑡 + 1 (2−𝜆𝜆) − 1 /(2 − 𝜆𝜆) if 𝜆𝜆 ≠ 2,𝑦𝑦 < 0
−log −𝑦𝑦𝑡𝑡 + 1 if 𝜆𝜆 = 2,𝑦𝑦 < 0

▪ 𝜆𝜆 = 1时为恒等变换

Yeo, In-Kwon; Johnson, Richard A. (2000). "A New Family of Power Transformations to Improve Normality or Symmetry". Biometrika. 87 (4): 954–959.

▪ Box-Cox变换只针对取值非负的序列，如何处理取值可能为负值的序列？



Box-Cox变换对时序的影响

▪ 针对Australian Quarterly Gas Production数据，使用修正的Box-Cox变换

𝜆𝜆 = 2𝜆𝜆 = 1𝜆𝜆 = 0.5

𝜆𝜆 = −0.5 𝜆𝜆 = 0 𝝀𝝀 = 𝟎𝟎.𝟏𝟏



Tukey Ladder of Powers

▪ Tukey Ladder of Powers用于将有偏的分布“矫
正”，趋向于正态分布（辅助概率化建模）

▪ 考虑如下变换，使变化后关系（𝑥𝑥𝜆𝜆或𝑦𝑦𝜆𝜆）趋于线性

𝑦𝑦 = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1𝑥𝑥𝜆𝜆

或
𝑦𝑦𝜆𝜆 = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1𝑥𝑥

▪ Tukey定义当𝜆𝜆 = 0时变换为log ⋅ 而非一个常数

The US population from 1670 - 1860. 
The Y axis on the right panel is on a log scale.𝜆𝜆 −2 −1 −1/2 0 1/2 1 2

y
1
𝑥𝑥2

1
𝑥𝑥

1
𝑥𝑥 log𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥2

一般限制𝑥𝑥 > 0



Tukey Ladder of Powers

▪ 考虑到𝜆𝜆的影响，如果𝜆𝜆 < 0很可能会改变原始
数据的变化趋势，因此，定义Tukey变换

𝑦𝑦 =
𝑥𝑥𝜆𝜆 if 𝜆𝜆 > 0
log 𝑥𝑥 if 𝜆𝜆 = 0
− 𝑥𝑥𝜆𝜆 if 𝜆𝜆 < 0

𝜆𝜆 −2 −1 −1/2 0 1/2 1 2

𝑦𝑦 −
1
𝑥𝑥2

−
1
𝑥𝑥

−
1
𝑥𝑥 log𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥2

寻找𝜆𝜆，使变化后关系（𝑦𝑦𝜆𝜆）趋于线性

原始数据

(𝑥𝑥,𝑦𝑦𝜆𝜆)的相关性和𝜆𝜆的关系



Box-Cox变换用于噪声学习

▪ CE损失（针对真实数据）

𝑅𝑅ℒ(𝑓𝑓) = 𝔼𝔼𝐷𝐷 ℒ 𝑓𝑓(𝒙𝒙;𝜽𝜽),𝑦𝑦𝒙𝒙 = −
1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

�
𝑗𝑗=1

𝑐𝑐

𝒚𝒚𝑖𝑖𝑖𝑖log𝑓𝑓𝑗𝑗 𝒙𝒙𝑖𝑖;𝜽𝜽 ,

▪ 噪声数据𝐷𝐷𝜂𝜂 = 𝒙𝒙𝑖𝑖 , �𝑦𝑦𝑖𝑖 𝑖𝑖=1
𝑛𝑛 ，假设噪声和样本、类别无关

𝑝𝑝 �𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑘𝑘 ∣ 𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑗𝑗, 𝒙𝒙𝑖𝑖 = 𝑝𝑝 �𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑘𝑘 ∣ 𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑗𝑗 = 𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1 − 𝜂𝜂 for 𝑗𝑗 = 𝑘𝑘

𝜂𝜂𝑗𝑗𝑗𝑗 =
𝜂𝜂

𝑐𝑐 − 1
for 𝑗𝑗 ≠ 𝑘𝑘

▪ 针对噪声数据优化𝑅𝑅ℒ
𝜂𝜂(𝑓𝑓) = 𝔼𝔼𝐷𝐷𝜂𝜂 ℒ 𝑓𝑓(𝒙𝒙), �𝑦𝑦𝒙𝒙

Zhilu Zhang, Mert R. Sabuncu. Generalized Cross Entropy Loss for Training Deep Neural Networks with Noisy Labels. NeurIPS 2018: 8792-8802

noise tolerant

symmetric

uniform



CE和MAE

▪ CE损失

𝑅𝑅ℒ 𝑓𝑓 = 𝔼𝔼𝐷𝐷 ℒ 𝑓𝑓 𝒙𝒙;𝜽𝜽 ,𝑦𝑦𝒙𝒙

= −
1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

�
𝑗𝑗=1

𝑐𝑐

𝒚𝒚𝑖𝑖𝑖𝑖log 𝑓𝑓𝑗𝑗 𝒙𝒙𝑖𝑖;𝜽𝜽 ,

▪ Nonsymmetric, sensitive to label noise

▪ MAE损失

ℒ𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 𝑓𝑓(𝒙𝒙), 𝑒𝑒𝑗𝑗 = 𝑒𝑒𝑗𝑗 − 𝑓𝑓(𝒙𝒙)
1

= 2 − 2𝑓𝑓𝑗𝑗(𝒙𝒙)

▪ symmetric, noise robust

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛
𝜕𝜕ℒ 𝑓𝑓 𝒙𝒙𝑖𝑖;𝜽𝜽 , 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜽𝜽
=

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

−
1

𝑓𝑓𝑦𝑦𝑖𝑖 𝒙𝒙𝑖𝑖;𝜽𝜽
∇𝜃𝜃𝑓𝑓𝑦𝑦𝑖𝑖 𝒙𝒙𝑖𝑖;𝜽𝜽 for CE

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

− ∇𝜃𝜃𝑓𝑓𝑦𝑦𝑖𝑖 𝒙𝒙𝑖𝑖;𝜽𝜽 for MAE/unhinged loss

如何综合两个损失函数？



Generalized Cross Entropy Loss 

▪ CE损失

𝑅𝑅ℒ 𝑓𝑓 = −
1
𝑛𝑛
�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

�
𝑗𝑗=1

𝑐𝑐

𝒚𝒚𝑖𝑖𝑖𝑖log𝑓𝑓𝑗𝑗 𝒙𝒙𝑖𝑖;𝜽𝜽 ,

▪ MAE损失

ℒ𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 𝑓𝑓(𝒙𝒙), 𝑒𝑒𝑗𝑗 = 𝑒𝑒𝑗𝑗 − 𝑓𝑓(𝒙𝒙)
1

= 2 − 2𝑓𝑓𝑗𝑗(𝒙𝒙)

▪ 使用Box-Cox变换

ℒ𝑞𝑞 𝑓𝑓(𝒙𝒙), 𝑒𝑒𝑗𝑗 =
1 − 𝑓𝑓𝑗𝑗(𝒙𝒙)𝑞𝑞

𝑞𝑞
其中，𝑞𝑞 ∈ 0,1

▪ 𝑞𝑞 → 0，变化为CE， 𝑞𝑞 = 1, 变化为MAE

𝜕𝜕ℒ𝑞𝑞 𝑓𝑓 𝒙𝒙𝑖𝑖;𝜽𝜽 ,𝑦𝑦𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜽𝜽

= 𝑓𝑓𝑦𝑦𝑖𝑖 𝒙𝒙𝑖𝑖;𝜽𝜽
𝑞𝑞 −

1
𝑓𝑓𝑦𝑦𝑖𝑖 𝒙𝒙𝑖𝑖;𝜽𝜽

∇𝜃𝜃𝑓𝑓𝑦𝑦𝑖𝑖 𝒙𝒙𝑖𝑖;𝜽𝜽 = −𝑓𝑓𝑦𝑦𝑖𝑖 𝒙𝒙𝑖𝑖;𝜽𝜽
𝑞𝑞−1∇𝜃𝜃𝑓𝑓𝑦𝑦𝑖𝑖 𝒙𝒙𝑖𝑖;𝜽𝜽 ,



Tukey变换用于小样本学习

Shuo Yang, Lu Liu, Min Xu. Free Lunch for Few-shot Learning: Distribution Calibration. ICLR 2021
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