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04 时间序列的随机过程视角
时间序列的“平稳”性



时间序列的概率化定义

▪ 随机序列: 按时间顺序排列的一组

随机变量

⋯ ,𝑌𝑌1,𝑌𝑌2,⋯ ,𝑌𝑌𝑡𝑡 ,⋯

▪ 随机序列和观察值序列的关系

▪ 观察值序列是随机序列的一个实现

▪ 目的是想揭示随机时序的性质

▪ 通过分析观察值序列的性质，由观

察值序列的性质来推断随机序列的

性质

▪ 观察值序列：序列长度为𝑛𝑛的观察值序列（一般以
时间为单位）

𝑦𝑦1,𝑦𝑦2,⋯ ,𝑦𝑦𝑛𝑛
和一般概率分布的区别是什么？



分析的基本思路

随机序列: 按时间顺序排列的一组随机变量

⋯ ,𝑌𝑌1,𝑌𝑌2,⋯ ,𝑌𝑌𝑡𝑡 ,⋯
观察值序列：序列长度为𝑛𝑛的观察值序列（一般以时间为单位）

𝑦𝑦1,𝑦𝑦2,⋯ ,𝑦𝑦𝑛𝑛

𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2,⋯ ,𝑦𝑦𝑛𝑛

模型 / 系统

估计 𝑌𝑌𝑡𝑡 的性质

分析 / 预测



直接建模概率分布的难点

▪ 随机变量族的统计特性完全由它们的联合分布函数族𝑓𝑓𝑌𝑌 𝑡𝑡1 ,…,𝑌𝑌 𝑡𝑡𝑛𝑛 𝑦𝑦1, … ,𝑦𝑦𝑛𝑛 ,𝑛𝑛 = 1,2, …决定，需要

通过有限分布估计概率分布族的性质

▪ 传统统计分析：有限个变量，每个变量有多个观察值

▪ 时间序列：可列多个随机变量（对应不同时刻），而每个变量只有一个样本观察

𝑌𝑌1 … 𝑌𝑌𝑚𝑚
1 𝑦𝑦11 … 𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚
2 𝑦𝑦12 … 𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚
… … … …
𝑛𝑛 𝑦𝑦1𝑛𝑛 … 𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑌𝑌1 … 𝑌𝑌𝑡𝑡
1 𝑦𝑦1 … 𝑦𝑦𝑡𝑡

估计每个时刻的

概率分布（或统计量）

非常困难



概要

2. 时间序列的统计量：

通过哪些统计量刻画时间序列？

1. 平稳序列的定义：

使基于有限数据的建模可行

3. 时间序列分析化简：

时间序列初步建模思路



分析“平稳”的时间序列

▪ 严平稳（Strongly Stationary）

▪∀𝑛𝑛,∀ 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, … , 𝑡𝑡𝑛𝑛 ,∀ℎ，有

𝑓𝑓𝑌𝑌 𝑡𝑡1 ,⋯,𝑌𝑌 𝑡𝑡𝑛𝑛 𝑦𝑦1,⋯ ,𝑦𝑦𝑛𝑛 = 𝑓𝑓𝑌𝑌 𝑡𝑡1+ℎ ,⋯,𝑌𝑌 𝑡𝑡𝑛𝑛+ℎ 𝑦𝑦1,⋯ ,𝑦𝑦𝑛𝑛

▪严平稳是一种条件比较苛刻的平稳性定义，它认为只有当序列所有的统计性质都不会随着时间

的推移而发生变化时，该序列才能被认为平稳。

▪实际中大多难以实现严平稳的要求，因此需要放松对不同时刻随机变量关系的约束

随机过程涉及的所有有限维

联合概率分布不随时间变化



如何描述一个随机过程

▪ 传统的统计量

▪均值

𝜇𝜇 = 𝐸𝐸 𝑌𝑌 = �
−∞

∞
𝑦𝑦 𝑓𝑓 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑦𝑦

▪协方差

Cov 𝑌𝑌,𝑋𝑋

= 𝐸𝐸 𝑌𝑌 − 𝜇𝜇𝑌𝑌 𝑋𝑋 − 𝜇𝜇𝑋𝑋

▪方差

𝑉𝑉 𝑌𝑌 = 𝐸𝐸(𝑌𝑌 − 𝜇𝜇)2

▪ 时间序列的统计量

▪均值（序列）

𝜇𝜇(𝑡𝑡) = 𝐸𝐸[𝑌𝑌(𝑡𝑡)] = �
−∞

∞
𝑦𝑦𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑡𝑡)(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑

▪自协方差（Autocovariance）

𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2 = 𝛾𝛾 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2 = Cov 𝑌𝑌 𝑡𝑡1 ,𝑌𝑌 𝑡𝑡2

= 𝐸𝐸 𝑌𝑌 𝑡𝑡1 − 𝜇𝜇 𝑡𝑡1 𝑌𝑌 𝑡𝑡2 − 𝜇𝜇 𝑡𝑡2

▪方差（序列）

𝜎𝜎2 𝑡𝑡 = 𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑡𝑡, 𝑡𝑡

= 𝑉𝑉[𝑌𝑌(𝑡𝑡)] = 𝐸𝐸 (𝑌𝑌(𝑡𝑡) − 𝜇𝜇(𝑡𝑡))2



自协方差系数以及自相关系数

▪ 在严平稳条件下，分布𝑓𝑓𝑌𝑌 𝑡𝑡1 ,𝑌𝑌 𝑡𝑡2 𝑦𝑦1,𝑦𝑦2 对于不

同的𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2保持不变，因此，对具有𝑘𝑘个时间间隔

（lag k）的𝑌𝑌𝑡𝑡,𝑌𝑌𝑡𝑡+𝑘𝑘，其协方差保持不变

𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑘𝑘 = Cov 𝑌𝑌𝑡𝑡,𝑌𝑌𝑡𝑡+𝑘𝑘 = 𝐸𝐸 𝑌𝑌𝑡𝑡 − 𝜇𝜇𝑌𝑌 𝑌𝑌𝑡𝑡+𝑘𝑘 − 𝜇𝜇𝑌𝑌

▪ 自相关系数

𝜌𝜌𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑘𝑘 =
𝐸𝐸 𝑌𝑌𝑡𝑡 − 𝜇𝜇𝑌𝑌 𝑌𝑌𝑡𝑡+𝑘𝑘 − 𝜇𝜇𝑌𝑌

𝐸𝐸 𝑌𝑌𝑡𝑡 − 𝜇𝜇𝑌𝑌 2]𝐸𝐸[ 𝑌𝑌𝑡𝑡+𝑘𝑘 − 𝜇𝜇𝑌𝑌 2

=
𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑘𝑘
𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌 0

=
𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑘𝑘
𝜎𝜎𝑌𝑌2

𝑌𝑌𝑡𝑡𝑌𝑌𝑡𝑡

𝑌𝑌 𝑡𝑡
+
1

𝑌𝑌 𝑡𝑡
+
2



弱化“平稳”性条件

▪ 实际中大多难以实现严平稳的要求，因此需要放松对不同时刻随机变量关系的约束

▪ 𝒌𝒌阶宽平稳（weakly stationary of order 𝒌𝒌）：随机过程的前𝑘𝑘阶矩不随时间变化

▪ （二阶）宽平稳：1-2阶矩不随时间变化

𝜇𝜇 𝑡𝑡 = 𝜇𝜇, 𝜎𝜎2 𝑡𝑡 = 𝜎𝜎2, 𝛾𝛾 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2 = 𝛾𝛾 𝑡𝑡1 − 𝑡𝑡2

联合概率分布不
随时间变化

统计量
不随时间变化

▪ 通常情况下，严平稳能推出宽平稳成立，反之不一定成立



随机过程和时间序列

随机过程定义为函数𝑌𝑌 𝑡𝑡,𝜔𝜔

▪时间：𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇，𝑇𝑇为索引集（Index Set）

▪实现： 𝜔𝜔 ∈ Ω，Ω为 样本空间（Ensemble）

固定时间索引

𝑌𝑌 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡0,⋅

是一个随机变量

一个实现（realization）

𝑌𝑌 ⋅,𝜔𝜔

是一个时间序列

𝑓𝑓𝑌𝑌 𝑡𝑡1 ,…,𝑌𝑌 𝑡𝑡𝑛𝑛 𝑦𝑦1, … ,𝑦𝑦𝑛𝑛 为𝑛𝑛维概率分布，针对𝑛𝑛 = 1,2,3 …及

所有时间长度的概率分布族刻画了随机过程的性质



特殊的随机过程

▪ 确定性过程（Deterministic processes）

▪可基于历史观测进行确定性地预测（without 
uncertainty）

▪如𝑋𝑋𝑡𝑡 = 𝐴𝐴1 cos 𝜔𝜔𝜔𝜔 + 𝐴𝐴2 sin 𝜔𝜔𝜔𝜔

▪ 纯随机过程（Pure stochastic processes）

▪可写为（无穷）多个无关随机变量的线性组
合

𝑌𝑌𝑡𝑡 = 𝜀𝜀𝑡𝑡 + 𝜓𝜓1𝜀𝜀𝑡𝑡−1 + 𝜓𝜓2𝜀𝜀𝑡𝑡−2 + ⋯

𝐸𝐸 𝜀𝜀𝑡𝑡 = 0, V 𝜀𝜀𝑡𝑡 = 𝜎𝜎2,∑𝑖𝑖=1∞ 𝜓𝜓𝑖𝑖2 < ∞

▪ 高斯过程（Normal Process）：所有有

限维度的分布均为多元高斯分布

▪ 马尔科夫过程（Markov Process）：条

件分布只依赖于随机过程最近的状态

P 𝑌𝑌 𝑡𝑡𝑛𝑛 ≤ 𝑦𝑦 ∣ 𝑌𝑌 𝑡𝑡𝑛𝑛−1 ,⋯ ,𝑌𝑌 𝑡𝑡1
= P 𝑌𝑌 𝑡𝑡𝑛𝑛 ≤ 𝑦𝑦 ∣ 𝑌𝑌 𝑡𝑡𝑛𝑛−1



纯随机序列（白噪声）

▪ 纯随机序列，也称为白噪声 (White Noise) 序列

𝑌𝑌𝑡𝑡~𝑊𝑊𝑊𝑊(0, 𝜎𝜎2) 
𝐸𝐸 𝑌𝑌𝑡𝑡 = 0,𝑉𝑉 𝑌𝑌𝑡𝑡 = 𝜎𝜎2

𝛾𝛾 𝑘𝑘 = �𝜎𝜎
2, 𝑘𝑘 = 0

0, 𝑘𝑘 ≠ 0

𝜌𝜌 𝑘𝑘 = �1, 𝑘𝑘 = 0
0, 𝑘𝑘 ≠ 0

▪ 白噪声序列一定是平稳序列, 而且是最简单的平稳序列。

若给定时间序列是白噪声序列，则无需预测



概要

2. 时间序列的统计量：

通过哪些统计量刻画时间序列？

1. 平稳序列的定义：

使基于有限数据的建模可行

3. 时间序列分析化简：

时间序列初步建模思路



自协方差函数以及自相关函数

▪ 自协方差函数（Autocovariance function）

▪自协方差系数𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑘𝑘 = Cov 𝑌𝑌𝑡𝑡,𝑌𝑌𝑡𝑡+𝑘𝑘 和𝑘𝑘有关

▪ 𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑘𝑘 随𝑘𝑘的变化即为自协方差函数，

▪类似地， 𝜌𝜌𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑘𝑘 为自相关函数

（Autocorrelation function, ACF）



AR(1)过程

▪ 𝜀𝜀𝑡𝑡 为白噪声，𝑉𝑉 𝜀𝜀𝑡𝑡 = 𝜎𝜎2，𝐴𝐴𝐴𝐴(1)过程定义为𝑌𝑌𝑡𝑡 = 𝜙𝜙𝑌𝑌𝑡𝑡−1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡，展开为
𝑌𝑌𝑡𝑡 = 𝜀𝜀𝑡𝑡 + 𝜙𝜙𝜀𝜀𝑡𝑡−1 + 𝜙𝜙2𝜀𝜀𝑡𝑡−2 + ⋯+ 𝜙𝜙𝑖𝑖𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑖𝑖 + ⋯

▪ 统计性质（均值、方差）

𝜇𝜇𝑌𝑌 = 𝐸𝐸 𝑌𝑌𝑡𝑡 = 0，𝜎𝜎𝑌𝑌2 = 𝑉𝑉 𝑌𝑌𝑡𝑡 = 1 + 𝜙𝜙2 + ⋯+ 𝜙𝜙2𝑖𝑖 + ⋯ 𝜎𝜎2 = 𝜎𝜎2

1−𝜙𝜙2

若 𝜙𝜙 < 1则方差收敛，否则方差无界

▪ 统计性质（自协方差）

▪若𝑡𝑡1 > 𝑡𝑡2
𝛾𝛾 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2 = Cov 𝑌𝑌𝑡𝑡1 ,𝑌𝑌𝑡𝑡2 = Cov 𝜀𝜀𝑡𝑡1 + 𝜙𝜙𝜀𝜀𝑡𝑡1−1 + ⋯+ 𝜙𝜙𝑡𝑡1−𝑡𝑡2𝜀𝜀𝑡𝑡2 + ⋯ , 𝜀𝜀𝑡𝑡2 + 𝜙𝜙𝜀𝜀𝑡𝑡2−1 + ⋯

= 𝜙𝜙𝑡𝑡1−𝑡𝑡2 1 + 𝜙𝜙2 + 𝜙𝜙4 + ⋯ 𝜎𝜎2

= 𝜙𝜙𝑡𝑡1−𝑡𝑡2𝜎𝜎𝑌𝑌2

▪若𝑡𝑡1 < 𝑡𝑡2，𝛾𝛾 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2 = 𝜙𝜙𝑡𝑡2−𝑡𝑡1𝜎𝜎𝑌𝑌2

▪综上， 𝛾𝛾 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2 = 𝜙𝜙 𝑡𝑡1−𝑡𝑡2 𝜎𝜎𝑌𝑌2 𝜙𝜙 < 1时时间序列 𝑌𝑌𝑡𝑡 为宽平稳



宽平稳条件下的随机过程统计量

▪ 自协方差函数（Autocovariance function）

𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2 = 𝛾𝛾 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2
= Cov 𝑌𝑌 𝑡𝑡1 ,𝑌𝑌 𝑡𝑡2

▪ 自相关函数（Autocorrelation function, ACF）

𝜌𝜌𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2 = 𝜌𝜌 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2

=
𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2
𝜎𝜎2 𝑡𝑡1 𝜎𝜎2 𝑡𝑡2

一般情况下 宽平稳情况下

▪ 自协方差函数（Autocovariance function）

𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑘𝑘 = Cov 𝑌𝑌 𝑡𝑡 ,𝑌𝑌 𝑡𝑡 + 𝑘𝑘

只和时间间隔（延迟）𝑘𝑘有关

▪ 自相关函数（Autocorrelation function, ACF）

𝜌𝜌𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑘𝑘 =
𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑘𝑘
𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌 0

=
𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑘𝑘
𝜎𝜎𝑌𝑌2

𝜌𝜌𝑌𝑌𝑌𝑌 0 = 1



平稳条件下自协方差函数的性质

▪ 平稳随机过程 𝑌𝑌 𝑡𝑡 自协方差函数𝛾𝛾 𝑘𝑘 的性质

▪【对称性】𝛾𝛾 𝑘𝑘 = 𝛾𝛾 −𝑘𝑘

𝛾𝛾 𝑘𝑘 = Cov 𝑌𝑌 𝑡𝑡 ,𝑌𝑌 𝑡𝑡 + 𝑘𝑘 = Cov 𝑌𝑌 𝑡𝑡 + 𝑘𝑘 ,𝑌𝑌 𝑡𝑡 = Cov 𝑌𝑌 𝑡𝑡 ,𝑌𝑌 𝑡𝑡 − 𝑘𝑘 = 𝛾𝛾 −𝑘𝑘

▪【规范性】 𝛾𝛾 𝑘𝑘 ≤ 𝛾𝛾 0

由于V 𝜆𝜆1𝑌𝑌(𝑡𝑡) + 𝜆𝜆2𝑌𝑌(𝑡𝑡 + 𝑘𝑘) ≥ 0，因此

𝜆𝜆12 + 𝜆𝜆22 𝛾𝛾(0) + 2𝜆𝜆1𝜆𝜆2𝛾𝛾(𝑘𝑘) ≥ 0

若𝜆𝜆1 = 𝜆𝜆2 = 1，有𝛾𝛾 𝑘𝑘 ≥ −𝛾𝛾 0 ，若𝜆𝜆1 = 1, 𝜆𝜆2 = −1，则𝛾𝛾 𝑘𝑘 ≤ 𝛾𝛾 0

▪【非负定性】∀𝑦𝑦,𝑛𝑛, 𝑡𝑡，二次型∑𝑖𝑖=1𝑛𝑛 ∑𝑗𝑗=1𝑛𝑛 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑦𝑦𝑗𝑗𝛾𝛾 𝑡𝑡𝑖𝑖 − 𝑡𝑡𝑗𝑗 ≥ 0

▪【连续性】若𝛾𝛾 𝑘𝑘 在𝑘𝑘 = 0处连续则𝛾𝛾 𝑘𝑘 对任意𝑘𝑘连续



平稳条件下自相关函数的性质

▪ 平稳随机过程 𝑌𝑌 𝑡𝑡 自相关函数𝜌𝜌 𝑘𝑘 的性质

▪【对称性】𝜌𝜌 𝑘𝑘 = 𝜌𝜌 −𝑘𝑘

▪【规范性】 𝜌𝜌 𝑘𝑘 ≤ 1

▪【非负定性】∀𝑛𝑛，矩阵为非负定阵

𝜌𝜌 0 𝜌𝜌 1 ⋯ 𝜌𝜌 𝑛𝑛 − 1
𝜌𝜌 1 𝜌𝜌 0 ⋯ 𝜌𝜌 𝑛𝑛 − 2
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

𝜌𝜌 𝑛𝑛 − 1 𝜌𝜌 𝑛𝑛 − 2 ⋯ 𝜌𝜌 0

▪【非唯一性】一个平稳时间序列一定唯一决定了它的自相关函数，但一个自相关函数未必唯一

对应着一个平稳时间序列



宽平稳条件下的随机过程统计量

▪ 考虑随机过程 𝑋𝑋 𝑡𝑡 和 𝑌𝑌 𝑡𝑡

▪ 协方差函数（cross-covariance function）

𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2 = Cov 𝑌𝑌 𝑡𝑡1 ,𝑋𝑋 𝑡𝑡2

= E 𝑌𝑌 𝑡𝑡1 − 𝜇𝜇𝑌𝑌 𝑡𝑡1 𝑋𝑋 𝑡𝑡2 − 𝜇𝜇𝑋𝑋 𝑡𝑡2

▪ 相关函数（cross-correlation function, CCF）

𝜌𝜌𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2 =
𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2
𝜎𝜎𝑌𝑌2 𝑡𝑡1 𝜎𝜎𝑋𝑋2 𝑡𝑡2

一般情况下 宽平稳情况下

▪ 考虑随机过程 𝑌𝑌 𝑡𝑡 和 𝑋𝑋 𝑡𝑡

▪ 协方差函数（cross-covariance function）

𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌(𝑘𝑘) = Cov[𝑌𝑌(𝑡𝑡),𝑋𝑋(𝑡𝑡 + 𝑘𝑘)]

▪ 相关函数（cross-correlation function, CCF）

𝜌𝜌𝑌𝑌𝑌𝑌(𝑘𝑘) =
𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌(𝑘𝑘)

𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌(0)𝛾𝛾𝑋𝑋𝑋𝑋(0)
=
𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌(𝑘𝑘)
𝜎𝜎𝑌𝑌𝜎𝜎𝑋𝑋



AR(1)过程的自相关函数

▪ 𝜀𝜀𝑡𝑡 为白噪声，𝑉𝑉 𝜀𝜀𝑡𝑡 = 𝜎𝜎2，𝐴𝐴𝐴𝐴(1)过程为

𝑌𝑌𝑡𝑡 = 𝜙𝜙𝑌𝑌𝑡𝑡−1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 = 𝜀𝜀𝑡𝑡 + 𝜙𝜙𝜀𝜀𝑡𝑡−1 + 𝜙𝜙2𝜀𝜀𝑡𝑡−2 + ⋯+ 𝜙𝜙𝑖𝑖𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑖𝑖 + ⋯

▪ 统计性质（自协方差）

𝛾𝛾(𝑘𝑘) = 𝛾𝛾(−𝑘𝑘) = Cov 𝑌𝑌𝑡𝑡 ,𝑌𝑌𝑡𝑡−𝑘𝑘 = Cov 𝜙𝜙𝑌𝑌𝑡𝑡−1 + 𝜀𝜀𝑡𝑡 ,𝑌𝑌𝑡𝑡−𝑘𝑘
= 𝜙𝜙 Cov 𝑌𝑌𝑡𝑡−1,𝑌𝑌𝑡𝑡−𝑘𝑘 = 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑘𝑘 − 1 = 𝜙𝜙2𝛾𝛾 𝑘𝑘 − 2 = ⋯

因此𝛾𝛾 𝑘𝑘 = 𝜙𝜙 𝑘𝑘 𝛾𝛾 0 , 自相关函数为

𝜌𝜌 𝑘𝑘 = 𝜙𝜙 𝑘𝑘 , 𝜙𝜙 < 1

𝜙𝜙表示时间序列的记忆性



平稳条件下统计量的估计

▪ 常数均值

𝜇𝜇 𝑡𝑡 = 𝐸𝐸 𝑌𝑌 𝑡𝑡 = �
−∞

∞
𝑦𝑦𝑓𝑓𝑌𝑌 𝑡𝑡 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑦𝑦

= 𝜇𝜇

▪ 均值估计

�𝜇𝜇 =
1
𝑛𝑛
�
𝑡𝑡=1

𝑛𝑛

𝑦𝑦𝑡𝑡

▪ 无偏性
𝐸𝐸 �𝜇𝜇 = 𝜇𝜇

▪ 计算 �𝜇𝜇的精确程度（方差）

var �𝜇𝜇 =
1
𝑛𝑛2
�
𝑡𝑡=1

𝑛𝑛

�
𝑠𝑠=1

𝑛𝑛

𝛾𝛾 𝑡𝑡 − 𝑠𝑠

=
𝛾𝛾 0
𝑛𝑛

1 + 2 �
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛−1

1 −
𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝜌𝜌 𝑘𝑘

≈
𝛾𝛾 0
𝑛𝑛

1 + 2 �
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛−1

𝜌𝜌 𝑘𝑘 𝑛𝑛较大

独立同分布序列
均值估计的方差



平稳条件下统计量的估计

▪ 时间序列的统计量（真实值）

▪均值（序列）

𝜇𝜇(𝑡𝑡) = 𝐸𝐸[𝑌𝑌(𝑡𝑡)] = �
−∞

∞
𝑦𝑦𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑡𝑡)(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑

▪自协方差

𝛾𝛾𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2 = 𝛾𝛾 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2 = Cov 𝑌𝑌 𝑡𝑡1 ,𝑌𝑌 𝑡𝑡2

= 𝐸𝐸 𝑌𝑌 𝑡𝑡1 − 𝜇𝜇 𝑡𝑡1 𝑌𝑌 𝑡𝑡2 − 𝜇𝜇 𝑡𝑡2
𝛾𝛾 𝑘𝑘 = 𝛾𝛾 𝑡𝑡, 𝑡𝑡 + 𝑘𝑘

▪ 时间序列的统计量（估计值）

▪均值（序列）

�𝜇𝜇 =
1
𝑛𝑛
�
𝑡𝑡=1

𝑛𝑛

𝑦𝑦𝑡𝑡

▪延迟𝑘𝑘自协方差函数

�𝛾𝛾 𝑘𝑘 =
1
𝑛𝑛
�
𝑡𝑡=1

𝑛𝑛−𝑘𝑘

𝑦𝑦𝑡𝑡 − �𝜇𝜇 𝑦𝑦𝑡𝑡+𝑘𝑘 − �𝜇𝜇 , 0 < 𝑘𝑘 < 𝑛𝑛

▪方差 𝑘𝑘 = 0

�𝛾𝛾 0 =
1
𝑛𝑛
�
𝑡𝑡=1

𝑛𝑛

𝑦𝑦𝑡𝑡 − �𝜇𝜇 2
平稳性的意义：极大减少随机变量的个数，增加待估变量的样本量



自协方差函数估计

原始数据

ACF估计值
ACF图

ACF估计值随lag增大而减小

�𝜌𝜌𝑘𝑘 �𝜌𝜌𝑘𝑘 �𝜌𝜌𝑘𝑘



自协方差函数估计的标准差

▪ （当lag较大时）对所估计的ACF进行（是否是0的）检测。Bartlett [1946]给出对于平稳的高斯过
程估计自相关系数的方差

𝑉𝑉 �𝜌𝜌𝑘𝑘 ≃
1
𝑁𝑁

�
𝑣𝑣=−∞

∞

𝜌𝜌𝑣𝑣2 + 𝜌𝜌𝑣𝑣+𝑘𝑘𝜌𝜌𝑣𝑣−𝑘𝑘 − 4𝜌𝜌𝑘𝑘𝜌𝜌𝑣𝑣𝜌𝜌𝑣𝑣−𝑘𝑘 + 2𝜌𝜌𝑣𝑣2𝜌𝜌𝑘𝑘2

▪ 若𝜌𝜌𝑘𝑘 = 𝜙𝜙 𝑘𝑘 ,−1 < 𝜙𝜙 < 1，自相关函数ACF指数衰减

𝑉𝑉 �𝜌𝜌𝑘𝑘 ≃
1
𝑁𝑁

1 + 𝜙𝜙2 1 − 𝜙𝜙2𝑘𝑘

1 − 𝜙𝜙2 − 2𝑘𝑘𝜙𝜙2𝑘𝑘

且

var �𝜌𝜌1 ≃
1
𝑁𝑁

1 − 𝜙𝜙2

▪ 若当𝑣𝑣 > 𝑞𝑞有𝜌𝜌𝑣𝑣 = 0，则

𝑉𝑉 �𝜌𝜌𝑘𝑘 ≃
1
𝑁𝑁

1 + 2�
𝑣𝑣=1

𝑞𝑞

𝜌𝜌𝑣𝑣2 , 𝑘𝑘 > 𝑞𝑞
large-lag standard error



自协方差函数估计的标准差

▪ 针对𝑛𝑛 = 200的序列，已知𝜌𝜌1 = −0.4,𝜌𝜌𝑘𝑘 = 0 𝑘𝑘 ≥ 2 ，计算
出自相关系数估计值

▪ 假设序列为白噪声序列，𝑞𝑞 = 0，则

var �𝜌𝜌𝑘𝑘 ≃
1
𝑛𝑛

=
1

200
= 0.005, 𝑘𝑘 > 0

标准差约0.07. 

▪ 𝜌𝜌1 ≠ 0，当𝑘𝑘 ≥ 2时， �𝜌𝜌𝑘𝑘是否为0？

▪ 𝑞𝑞 = 1代入 �𝜌𝜌1和𝜌𝜌1，large-lag variance为

var �𝜌𝜌𝑘𝑘 ≃
1

200
1 + 2(−0.38)2 = 0.0064, 𝑘𝑘 > 1

标准差为0.08, 𝑘𝑘 > 1所估计的自相关系数相比于该标准差较
小，因此认为𝜌𝜌1 ≠ 0，𝜌𝜌𝑘𝑘 = 0 𝑘𝑘 ≥ 2

大于5倍标准差，显著非0

�𝜌𝜌𝑘𝑘 �𝜌𝜌𝑘𝑘



概要

2. 时间序列的统计量：

通过哪些统计量刻画时间序列？

1. 平稳序列的定义：

使基于有限数据的建模可行

3. 时间序列分析化简：

时间序列初步建模思路



Wold分解定理

平稳序列分解定理：任意离散平稳时间序列 𝑌𝑌𝑡𝑡 都可以分解为两个不相关的平稳序

列之和，记 𝑉𝑉𝑡𝑡 为确定性 (deterministic) 平稳序列， 𝜉𝜉𝑡𝑡  为随机性 (stochastic) 

平稳序列，则𝑌𝑌𝑡𝑡 = 𝑉𝑉𝑡𝑡 + 𝜉𝜉𝑡𝑡Herman Wold
1938

▪ Wold证明 𝑉𝑉𝑡𝑡 可以等价表达为历史序列值的
线性函数

𝑉𝑉𝑡𝑡 = �
𝑗𝑗=1

∞

𝜙𝜙𝑗𝑗𝑌𝑌𝑡𝑡−𝑗𝑗

▪ 确定性序列 𝑉𝑉𝑡𝑡 是序列中当期波动可以由其历
史序列值解读的部分。

▪ Wold证明随机序列 𝜉𝜉𝑡𝑡 可以等价表达为

𝜉𝜉𝑡𝑡 = �
𝑗𝑗=0

∞

𝜓𝜓𝑗𝑗𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑗𝑗

式中： 𝜀𝜀𝑡𝑡 称为新息过程（innovation process），
是每个时期加入的新的随机信息，相互无关，不可
预测。通常假定𝜀𝜀𝑡𝑡~𝑊𝑊𝑁𝑁(0,𝜎𝜎𝜀𝜀2)，∀𝑡𝑡 ≥ 0。且有𝜓𝜓0
= 1，∑𝑗𝑗=0∞ 𝜓𝜓𝑗𝑗2 < ∞。



Cramer分解定理

任何一个序列的波动都可以视为同时受到了确定性影响和随机性影响的综合作用：

𝑌𝑌𝑡𝑡 = �
𝑗𝑗=1

𝑑𝑑

𝛽𝛽𝑗𝑗𝑡𝑡𝑗𝑗 + �
𝑗𝑗=0

∞

𝜃𝜃𝑗𝑗𝜀𝜀𝑡𝑡−𝑗𝑗

Harald Cramer
瑞典统计学家和保

险精算学家

通过差分使序列平稳

▪ Cramer分解定理在理论上保证了适当阶数的差分一定可以充分提取
确定性信息

∇𝑑𝑑�
𝑗𝑗=0

𝑑𝑑

𝛽𝛽𝑗𝑗𝑡𝑡𝑗𝑗 = 𝑐𝑐

𝑐𝑐为某一常数。差分运算的实质是使用自回归的方式提取确定性信息 

∇𝑑𝑑𝑌𝑌𝑡𝑡 = (1 − 𝐵𝐵)𝑑𝑑𝑌𝑌𝑡𝑡 = �
𝑖𝑖=0

𝑑𝑑

(−1)𝑖𝑖𝐶𝐶𝑑𝑑𝑖𝑖 𝑌𝑌𝑡𝑡−𝑖𝑖

▪ 一阶差分
∇𝑌𝑌𝑡𝑡 = 𝑌𝑌𝑡𝑡 − 𝑌𝑌𝑡𝑡−1

▪ 𝑝𝑝阶差分
∇𝑝𝑝𝑌𝑌𝑡𝑡 = ∇𝑝𝑝−1𝑌𝑌𝑡𝑡 − ∇𝑝𝑝−1𝑌𝑌𝑡𝑡−1

▪ 𝑘𝑘步差分
∇𝑘𝑘𝑌𝑌𝑡𝑡 = 𝑌𝑌𝑡𝑡 − 𝑌𝑌𝑡𝑡−𝑘𝑘



延迟算子

▪ 延迟算子类似于一个时间指针，当前序列值乘

以一个延迟算子，就相当于把当前序列值的时

间向过去拨了一个时刻

▪ 记𝐁𝐁为延迟算子，有 

𝑌𝑌𝑡𝑡−1 = 𝐁𝐁𝑌𝑌𝑡𝑡
𝑌𝑌𝑡𝑡−2 = 𝐁𝐁2𝑌𝑌𝑡𝑡
⋮

𝑌𝑌𝑡𝑡−𝑝𝑝 = 𝐁𝐁𝑝𝑝𝑌𝑌𝑡𝑡,∀𝑝𝑝 ≥ 1

▪ 𝐁𝐁−1使序列向未来移动

▪ 𝐁𝐁0 = 1

▪ 𝐁𝐁(𝑐𝑐 ⋅ 𝑌𝑌𝑡𝑡) = 𝑐𝑐 ⋅ 𝐁𝐁(𝑌𝑌𝑡𝑡) = 𝑐𝑐 ⋅ 𝑌𝑌𝑡𝑡−1, 𝑐𝑐为任意常数

▪ 𝐁𝐁(𝑌𝑌𝑡𝑡 ± 𝑌𝑌𝑡𝑡) = 𝑌𝑌𝑡𝑡−1 ± 𝑌𝑌𝑡𝑡−1

▪ 𝐁𝐁𝑛𝑛𝑌𝑌𝑡𝑡 = 𝑌𝑌𝑡𝑡−𝑛𝑛

▪ (1 − 𝐁𝐁)𝑛𝑛 = ∑𝑖𝑖=0𝑛𝑛 (−1)𝑖𝑖𝐶𝐶𝑛𝑛𝑖𝑖 𝐁𝐁𝑖𝑖， 其中

𝐶𝐶𝑛𝑛𝑖𝑖 = 𝑛𝑛!
𝑖𝑖!(𝑛𝑛−𝑖𝑖)!



差分方式的选择

▪ 序列蕴含着显著的线性趋势，通常一阶
差分就可以实现趋势平稳

▪ 序列蕴含着曲线趋势，通常低阶（二阶
或三阶）差分就可以提取出曲线趋势的
影响 

▪ 对于蕴含着固定周期的序列，进行步长
为周期长度的差分运算，通常可以较好
地提取周期信息 

提取1964-1999年中国纱年产量序列中的确定性信息



差分提取时间序列中确定性信息

1阶差分后序列呈现出非常平稳的波动特
征，这说明１阶差分运算非常成功地从原
序列中提取出线性趋势。

1964-1999年中国纱年产量序列

中国纱产量序列蕴涵着显著的线性递增趋势。
对该序列进行１阶差分提取线性趋势信息



差分提取时间序列中确定性信息

1950—1999年北京市民用车辆拥有量序列 1阶差分没有
实现趋势平稳

2阶差分实现趋
势平稳，但随
机波动不平稳



差分提取时间序列中确定性信息

1962年1月至1975年12月平均每
头奶牛的月产奶量序列 １阶差分后线性

递增信息被提取， 
残留稳定的季节
波动和随机波动

1阶12步差分：
周期差分可以提
取周期信息



过差分

▪ 虽然足够多次的差分运算可以充分地提取原序列中的非平稳确定性信息，但每次差分都会有信息
的损失，应当避免过度差分的现象 。

▪ 时间序列
𝑌𝑌𝑡𝑡 = 𝛽𝛽0 + 𝛽𝛽1𝑡𝑡 + 𝑎𝑎𝑡𝑡

𝐸𝐸 𝑎𝑎𝑡𝑡 = 0,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 𝑎𝑎𝑡𝑡 = 𝜎𝜎2,𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑎𝑎𝑡𝑡 ,𝑎𝑎𝑡𝑡−𝑖𝑖) = 0,∀𝑖𝑖 ≥ 1

▪ 一阶差分

▪ 平稳
∇𝑌𝑌𝑡𝑡 = 𝑌𝑌𝑡𝑡 − 𝑌𝑌𝑡𝑡−1 = 𝛽𝛽1 + 𝑎𝑎𝑡𝑡 − 𝑎𝑎𝑡𝑡−1

▪ 方差小
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(∇𝑌𝑌𝑡𝑡) = 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑎𝑎𝑡𝑡 − 𝑎𝑎𝑡𝑡−1) = 2𝜎𝜎2

▪ 二阶差分（过差分）

平稳
∇2𝑌𝑌𝑡𝑡 = ∇𝑌𝑌𝑡𝑡 − ∇𝑌𝑌𝑡𝑡−1 = 𝑎𝑎𝑡𝑡 − 2𝑎𝑎𝑡𝑡−1 + 𝑎𝑎𝑡𝑡−2

方差大

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(∇2𝑌𝑌𝑡𝑡) = 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑎𝑎𝑡𝑡 − 2𝑎𝑎𝑡𝑡−1 + 𝑎𝑎𝑡𝑡−2) = 6𝜎𝜎2
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