
时间序列分析-2023秋季课程

07 有季节效应的非平稳序列分析
如何处理时间序列中的周期变化



概要

1. 时间序列因素分解：

因素分解理论和模型

2. 应对季节性的一些方案：

ARIMA的季节因素扩展



确定性因素分解

▪ 因素分解方法（Time Series Decomposition）由英国统计学家W.M. Persons于1919年在他的论文

“商业环境的指标（Indices of Business Conditions）”中首次使用，要素如下：

 长期趋势（Trend）：序列呈现出明显的长期递增或递减的变化趋势;

 循环波动（Circle）：序列呈现出从低到高再由高到低的反复循环波动。循环周期可长可短，不

一定是固定的（not of a fixed frequency）;

 季节性变化（Season）：序列呈现出和季节变化相关的稳定周期性波动，后来季节性变化的周

期拓展到任意稳定周期（frequency is unchanging and associated with some aspect of the 

calendar）;

 随机波动(Immediate)：除了长期趋势、循环波动和季节性变化之外，其他不能用确定性因素解

释的序列波动，都属于随机波动。



时间序列分解

 Trend：不明显

 Season：每年内存在

 Circle：存在，6-10年循环波动

 Trend：下降趋势

 Season：不明显

 Circle：不明显



时间序列分解

 Trend：上升趋势

 Season：存在

 Circle：不存在

 Trend：不存在

 Season：不明显

 Circle：不存在



因素分解模型以及遇到的难题

▪ 假设时间序列可以用这四个因
素的某个函数进行拟合

𝑌𝑌𝑡𝑡 = 𝑓𝑓(𝑇𝑇𝑡𝑡,𝐶𝐶𝑡𝑡, 𝑆𝑆𝑡𝑡 , 𝐼𝐼𝑡𝑡)

▪ 常用模型

▪加法模型：
𝑌𝑌𝑡𝑡 = 𝑇𝑇𝑡𝑡 + 𝐶𝐶𝑡𝑡 + 𝑆𝑆𝑡𝑡 + 𝐼𝐼𝑡𝑡

▪乘法模型：
𝑌𝑌𝑡𝑡 = 𝑇𝑇𝑡𝑡 × 𝐶𝐶𝑡𝑡 × 𝑆𝑆𝑡𝑡 × 𝐼𝐼𝑡𝑡

▪ 如果观察时期不够长，人们将
循环因素（Circle）改为特殊交
易日因素（Day）

随着趋势的递增，每个
季节的振幅维持相对稳
定 ，说明季节效应没有
受到趋势的影响，通常
选择加法模型

1981-1990年澳大利亚政府季度消费支出序列

1993-2000年中国社会消费品零售总额序列

随着趋势的递增，每个
季节的振幅也在增大 ，
说明季节效应受到趋势
的影响，通常选择乘法
模型



季节效应（Season）的提取

加法模型季节效应的提取步骤

1. 消除趋势效应 𝑦𝑦𝑡𝑡 = 𝑌𝑌𝑡𝑡 − 𝑇𝑇𝑡𝑡

2. 计算序列总均值 𝑦̄𝑦 =
∑𝑖𝑖=1𝑘𝑘 ∑𝑗𝑗=1𝑚𝑚 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑘𝑘𝑘𝑘

3. 计算季度均值 𝑦̄𝑦𝑗𝑗 =
∑𝑖𝑖=1𝑘𝑘 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑘𝑘
,

𝑗𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑘𝑘

4. 季度均值减总均值，

得到季节指数
𝑆𝑆𝑗𝑗 = 𝑦̄𝑦𝑗𝑗 − 𝑦̄𝑦

乘法模型季节效应的提取步骤

1. 消除趋势效应 𝑦𝑦𝑡𝑡 =
𝑌𝑌𝑡𝑡
𝑇𝑇𝑡𝑡

2.计算序列总均值 𝑦̄𝑦 =
∑𝑖𝑖=1𝑘𝑘 ∑𝑗𝑗=1𝑚𝑚 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑘𝑘𝑘𝑘

3.计算季度均值 𝑦̄𝑦𝑗𝑗 =
∑𝑖𝑖=1𝑘𝑘 𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑘𝑘
,

𝑗𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑘𝑘

4. 季度均值减总均值，

得到季节指数
𝑆𝑆𝑗𝑗 =

𝑦̄𝑦𝑗𝑗
𝑦̄𝑦



加法季节效应的提取

年 Q1 Q2 Q3 Q4

1981 . . 38.13 160.00 
1982 -709.13 631.00 -384.25 194.88 
1983 -174.38 291.25 -300.88 285.63 
1984 -476.38 416.00 -82.00 104.50 
1985 -522.00 582.63 -246.88 319.63 
1986 -685.75 585.25 -45.00 194.13 
1987 -653.13 514.50 -259.13 280.38 
1988 -429.88 440.75 -128.63 166.88 
1989 -714.25 665.25 -160.75 144.00 
1990 -490.75 410.25 . .
𝑦̄𝑦𝑗𝑗 -539.51 504.10 -174.38 205.56 
𝑦̄𝑦 -1.06

𝑆𝑆𝑗𝑗 = 𝑦̄𝑦𝑗𝑗 − 𝑦̄𝑦 -538.45 505.16 -173.32 206.61 

提取澳大利亚政府季度消费支出序列的季节效应 ▪ 澳大利亚政府季度消费支出每年都是2季度最高，1季

度最低。不同季节之间平均季节指数的差值就是季节

效应造成的差异大小。

▪ 从原序列中剔除趋势效应和季节效应，残留随机效应



Ｘ11季节调节模型

1954年，第一个版本面世，

随后经过10多年的发展不断

完善，陆续推出了新的测试

版本X-1，X-2，…，X10

二战后，美国人口普查

局委托统计学家探索基

于计算机自动时间序列

因素分解方法

1965年，统计学家Shiskin，

Young和Musgrave共同研发X11。

X11引入两种移动平均方法以补

足简单移动平均方法的不足

1975年，加拿大统计局

将ARIMA模型引入

X11模型

1998年，美国人口普查局开

发了X12-ARIMA模型。

将干预分析引入X11模型

2006年美国人口普查局再次推出

X13-ARIMA-Seats，在X12的基

础上，增加SEATS季节调整方法



X11中的两种加权平均

▪ 简单移动平均提取二次以上曲线趋势信息不充分

▪ X11模型引入Henderson加权移动平均：

�
𝑖𝑖=−𝑘𝑘

𝑘𝑘

𝜃𝜃𝑖𝑖 = 1， �
𝑖𝑖=−𝑘𝑘

𝑘𝑘

𝑖𝑖𝜃𝜃𝑖𝑖=0

约束下，使下式达到最小的系数即为Henderson
加权移动平均系数

𝑆𝑆 = �
𝑖𝑖=−𝑘𝑘

𝑘𝑘

(∇3𝜃𝜃𝑖𝑖)2

其中𝑆𝑆等于移动平均系数的三阶差分的平方和，等
价于最小化三次多项式光滑指标，使趋势接近三
次曲线

▪ 对于中心移动平均，假如移动平均期数为2𝑘𝑘 + 1，那么序列
最前面的𝑘𝑘期和最后面的𝑘𝑘期经过移动平均拟合后，信息就
缺失了

▪ 1964年，统计学家Musgrave针对这个问题构造了Musgrave
非对称移动平均方法，专门对最后𝒌𝒌期数据进行补充平滑拟
合。

▪ Musgrave非对称移动平均的构造思想是：已知一组中心移
动平均系数，满足系数和为1 、方差最小、光滑度最优等前
提约束。另寻找一组非中心移动平均系数，也满足系数和为
1且它的拟合值能无限接近中心移动平均的拟合值，即对中
心移动平均现有估计值做出的修正最小

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝐸𝐸 �
𝑖𝑖=−𝑘𝑘

𝑘𝑘

𝜃𝜃𝑖𝑖𝑌𝑌𝑡𝑡−𝑖𝑖 − �
𝑖𝑖=−(𝑘𝑘−𝑑𝑑)

𝑘𝑘

𝜙𝜙𝑖𝑖𝑌𝑌𝑡𝑡−𝑖𝑖

2

,𝑑𝑑 ⩽ 𝑘𝑘

式中，𝑑𝑑为补充平滑的项数。



X11模型分析步骤

▪ 1. 进行𝑀𝑀2×12复合移动平均，剔除周期

效应，得到趋势效应的初始估计值

𝑇𝑇𝑡𝑡
1 = 𝑀𝑀2×12 𝑋𝑋𝑡𝑡

▪ 2. 从原序列 𝑌𝑌𝑡𝑡 中剔除趋势效应，得到

季节-不规则成分

𝑌𝑌𝑡𝑡
1 = 𝑆𝑆𝑡𝑡

1 × 𝐼𝐼𝑡𝑡
1 =

𝑋𝑋𝑡𝑡
𝑇𝑇𝑡𝑡

1

▪ 3. 计算𝑌𝑌𝑡𝑡
1 季节指数

𝑆𝑆𝑡𝑡
(1) =

𝑌𝑌𝑡𝑡
(1)

�𝑌𝑌𝑡𝑡
(1) =

𝑀𝑀3×3 𝑌𝑌𝑡𝑡
(1)

𝑀𝑀2×12 𝑌𝑌𝑡𝑡
(1)

▪ 4. 从原序列剔除季节成分，得趋势-不
规则成分

𝑌𝑌𝑡𝑡
2 = 𝑇𝑇𝑡𝑡 × 𝐼𝐼𝑡𝑡 =

𝑋𝑋𝑡𝑡
𝑆𝑆𝑡𝑡

(1)

▪ 5. 用13期Henderson移动平均，使用

Musgrave移动平均得趋势效应估计

𝑇𝑇𝑡𝑡
2 = 𝐻𝐻13 𝑋𝑋𝑡𝑡

2

▪ 6. 从𝑌𝑌𝑡𝑡
2 中剔除趋势效应，得季节-不

规则成分

𝑌𝑌𝑡𝑡
(2) = 𝑆𝑆𝑡𝑡

(2) × 𝐼𝐼𝑡𝑡
(2) =

𝑋𝑋𝑡𝑡
(2)

𝑇𝑇𝑡𝑡
(2)

▪ 7. 计算𝑌𝑌𝑡𝑡
2 的季节指数

𝑆𝑆𝑡𝑡
(2) =

𝑌𝑌𝑡𝑡
(2)

�𝑌𝑌𝑡𝑡
(2) =

𝑀𝑀3×3 𝑌𝑌𝑡𝑡
(2)

𝑀𝑀2×12 𝑌𝑌𝑡𝑡
(2)

▪ 8. 从𝑋𝑋𝑡𝑡
2 中提出季节效应

𝑋𝑋𝑡𝑡
(3) = 𝑇𝑇𝑡𝑡 × 𝐼𝐼𝑡𝑡 =

𝑋𝑋𝑡𝑡
(2)

𝑆𝑆𝑡𝑡
(2)

▪ 9. 根据𝑋𝑋𝑡𝑡
(3)

波动性大小，选

择适当期数Henderson移动

平均，结合Musgrave非对

称移动平均

𝑇𝑇𝑡𝑡
(3) = 𝐻𝐻2𝑘𝑘+1 𝑋𝑋𝑡𝑡

(3)

▪ 10. 从𝑋𝑋𝑡𝑡
(3)

提出趋势效应，

得随机波动

𝐼𝐼𝑡𝑡
(3) =

𝑥𝑥𝑡𝑡
(3)

𝑇𝑇𝑡𝑡
(3)



X11季节模型因素分解

季节效应 趋势效应 随机效应

最终因素分解结果为

𝑋𝑋𝑡𝑡 = 𝑆𝑆𝑡𝑡
(2) × 𝑇𝑇𝑡𝑡

(3) × 𝐼𝐼𝑡𝑡
(3)

中国社会消费品零售总额序列



其他分解方法

▪ SEATS: Seasonal Extraction in ARIMA Time Series ▪ STL: Seasonal-trend decomposition using LOESS 
LOESS: Locally Estimated scatterplot smoothing: local regression

[Cleveland et al., 1990]



STL分解

▪ STL: Seasonal-trend decomposition using LOESS, 𝑌𝑌 = 𝑇𝑇 + 𝑆𝑆 + 𝑅𝑅

▪ LOESS: Locally Estimated scatterplot smoothing: local regression

▪ STL: Inner loop + Outer Loop迭代

▪ Inner Loop: seasonal and trend components are updated

▪Outer Loop: inner loop followed by a computation of robustness weights

An initial pass of the outer loop is carried out with all robustness weights equal to 1

▪ cycle-subseries：假设周期内的样本数量固定为𝑝𝑝个（如按月收集的数据𝑝𝑝 = 12）

Robert B. Cleveland, William S. Cleveland, Jean E. McRae, and Irma Terpenning. STL: A Seasonal-Trend Decomposition Procedure Based on Loess. Journal of Official Statistics. 1990 6(1): 3-73.



LOWESS (locally weighted scatterplot smoothing)

▪ 关键：局部样本加权做线性回归
▪ 难点：如何确定样本权重？
▪ 思路：难拟合的样本可能是噪声

Willian S. Cleveland. Robust Locally Weighted Regression and Smoothing 
Scatterplots. Journal of the American Statistical Association. 1979.

原始数据 𝑓𝑓 = 0.5 𝑓𝑓 = 0.2

▪ 拓展：LOESS (locally estimated scatterplot smoothing) 
[Cleveland and Devlin, 1988]，用于Detrend

▪ 1. 对每个样本𝑥𝑥𝑡𝑡进行Least Square估计 �𝜃𝜃𝑗𝑗 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑗𝑗=0
𝑑𝑑

min
𝜽𝜽

�
𝑘𝑘=1

𝑛𝑛

𝑤𝑤𝑘𝑘 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝜃𝜃0 − 𝜃𝜃1𝑥𝑥𝑘𝑘 − ⋯− 𝜃𝜃𝑑𝑑𝑥𝑥𝑘𝑘𝑑𝑑
2
 

其中， 𝑤𝑤𝑘𝑘 𝑥𝑥𝑡𝑡 = 𝑊𝑊 ℎ𝑡𝑡−1 𝑥𝑥𝑘𝑘 − 𝑥𝑥𝑡𝑡 ，ℎ是 𝑥𝑥𝑘𝑘 − 𝑥𝑥𝑡𝑡 中

第 𝑓𝑓𝑓𝑓 小的值
2. 对𝑦𝑦𝑡𝑡预测

�𝑦𝑦𝑡𝑡 = �
𝑗𝑗=0

𝑑𝑑

�𝜃𝜃𝑗𝑗 𝑥𝑥𝑡𝑡 𝑥𝑥𝑡𝑡
𝑗𝑗

3. 根据预测残差计算（更新）各样本权重

𝑒𝑒𝑘𝑘 = 𝑦𝑦𝑘𝑘 − �𝑦𝑦𝑘𝑘
𝛿𝛿𝑘𝑘 = 𝐵𝐵 𝑒𝑒𝑘𝑘/6𝑠𝑠

其中，𝑠𝑠是 𝑒𝑒𝑘𝑘 的中位数，𝐵𝐵是加权函数
4. 将权重𝑤𝑤𝑘𝑘 𝑥𝑥𝑡𝑡 替换为𝛿𝛿𝑘𝑘𝑤𝑤𝑘𝑘 𝑥𝑥𝑡𝑡 并重复多次



STL分解

▪ Inner Loop

▪ 1. Detrending：获取𝑌𝑌 − 𝑇𝑇

▪ 2. Cycle-subseries Smoothing：使用loess平滑detrend后的cycle-
subseries，获得季节性序列𝐶𝐶

▪ 3. Low-Pass Filtering of Smoothed Cycle-Subseries：对𝐶𝐶做多次
moving average以及loess，获得序列𝐿𝐿

▪ 4. Detrending of Smoothed Cycle-Subseries：季节性成分𝑆𝑆 = 𝐶𝐶 − 𝐿𝐿

▪ 5. Deseasonalizing：获取𝑌𝑌 − 𝑆𝑆

▪ 6. Trend Smoothing：对𝑌𝑌 − 𝑆𝑆用loess平滑，更新𝑇𝑇

seasonal-smoothing

trend-smoothing



STL分解

▪ Outer Loop：𝑅𝑅 = 𝑌𝑌 − 𝑇𝑇 − 𝑆𝑆

▪Robustness weights reflect how 
extreme 𝑅𝑅𝑣𝑣 is

▪ ℎ = 6 median 𝑅𝑅𝑣𝑣

▪定义
𝜌𝜌𝑣𝑣 = 𝐵𝐵 𝑅𝑅𝑣𝑣 /ℎ

𝐵𝐵(𝑢𝑢) = � 1 − 𝑢𝑢2 2
for 0 ⩽ 𝑢𝑢 < 1

0 for 𝑢𝑢 > 1

更新𝜌𝜌𝑣𝑣

▪ Inner Loop

▪ 1. Detrending

▪ 2. Cycle-subseries Smoothing

▪ 3. Low-Pass Filtering of Smoothed Cycle-
Subseries

▪ 4. Detrending of Smoothed Cycle-Subseries

▪ 5. Deseasonalizing

▪ 6. Trend Smoothing

Robustness weights 𝜌𝜌𝑣𝑣 影响inner loop smoothing中neighborhood的计算



概要

1. 时间序列因素分解：

2. 因素分解理论和模型

2. 应对季节性的一些方案：

ARIMA的季节因素扩展



Seasonal ARIMA

▪ 季节加法模型：序列中的季节效应和其它效应之间是加
法关系

𝑌𝑌𝑡𝑡 = 𝑆𝑆𝑡𝑡 + 𝑇𝑇𝑡𝑡 + 𝐼𝐼𝑡𝑡

▪ 简单季节模型假设趋势差分、季节差分之后序列即可转
化为平稳，模型结构如下

∇𝑆𝑆∇𝑑𝑑𝑌𝑌𝑡𝑡 =
𝜃𝜃(𝐵𝐵)
𝜙𝜙(𝐵𝐵)

𝜀𝜀𝑡𝑡

▪ 𝑆𝑆为周期，𝑑𝑑为提取趋势信息所用差分阶数

▪ 𝜀𝜀𝑡𝑡 为白噪声序列，𝐸𝐸 𝜀𝜀𝑡𝑡 = 0,𝑉𝑉 𝜀𝜀𝑡𝑡 = 𝜎𝜎𝜀𝜀2

▪ 𝜃𝜃(𝐵𝐵) = 1 − 𝜃𝜃1𝐵𝐵 −⋯− 𝜃𝜃𝑞𝑞𝐵𝐵𝑞𝑞为𝑞𝑞阶移动平均系数多项式

▪𝜙𝜙(𝐵𝐵) = 1 − 𝜙𝜙1𝐵𝐵 −⋯− 𝜙𝜙𝑝𝑝𝐵𝐵𝑝𝑝为𝑝𝑝阶自回归系数多项式

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑝𝑝,𝑑𝑑, 𝑞𝑞 𝑃𝑃,𝐷𝐷,𝑄𝑄 𝑆𝑆

非季节性部分

季节性部分

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 1,1,1 1,1,1 4

1 − 𝜙𝜙1𝐁𝐁 1 −Φ1𝐁𝐁4 1 − 𝐁𝐁 1 − 𝐁𝐁4 𝑦𝑦𝑡𝑡
= 1 + 𝜃𝜃1𝐁𝐁 1 + Θ1𝐁𝐁4 𝜀𝜀𝑡𝑡



ARIMA季节加法模型

▪ 通过ACF、PACF观察季节模型的特征

做季节差分∇12 不平稳，进一步差分

𝑀𝑀𝑀𝑀 2

seasonal 𝑀𝑀𝑀𝑀 1 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 0,1,2 0,1,1 12
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 2,1,0 0,1,1 12



Prophet方法

Sean J. Taylor, Benjamin Letham. Forecasting at Scale. PeerJ Prepr. 5: e3190 (2017)

▪ Facebook时间数据

▪multiple strong seasonalities

▪ Trend changes

▪ outliers

▪Holiday effects



Prophet - 复杂序列预测

基于历史3天的数据进行预测



Prophet - 趋势建模

▪ 序列分解

𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑔𝑔(𝑡𝑡) + 𝑠𝑠(𝑡𝑡) + ℎ(𝑡𝑡) + 𝜖𝜖𝑡𝑡

▪ 𝑔𝑔(𝑡𝑡)刻画（非线性）趋势（logistic 

growth model）

𝑔𝑔(𝑡𝑡) =
𝐶𝐶 𝑡𝑡

1 + exp(−𝑘𝑘(𝑡𝑡 − 𝑚𝑚))

▪ 𝐶𝐶: carrying capacity (not constant)

▪ 𝑘𝑘: the growth rate (not constant)

▪ 假设有𝑠𝑠𝑗𝑗 , 𝑗𝑗 = 1, … , 𝑆𝑆个变化点，基础变化率为𝑘𝑘, 𝛿𝛿𝑗𝑗为
在𝑗𝑗处的变化率。定义

𝑎𝑎𝑗𝑗(𝑡𝑡) = �
1, if 𝑡𝑡 ≥ 𝑠𝑠𝑗𝑗
0, otherwise

▪ 时刻𝑡𝑡的增长率为𝑘𝑘 + 𝐚𝐚 𝑡𝑡 ⊤𝜹𝜹

▪ 设置偏移

𝛾𝛾𝑗𝑗 = 𝑠𝑠𝑗𝑗 − 𝑚𝑚 −�
𝑙𝑙<𝑗𝑗

𝛾𝛾𝑙𝑙 1 −
𝑘𝑘 + ∑𝑙𝑙<𝑗𝑗 𝛿𝛿𝑙𝑙
𝑘𝑘 + ∑𝑙𝑙≤𝑗𝑗 𝛿𝛿𝑙𝑙

▪ 分段线性增长率融入趋势模型

𝑔𝑔(𝑡𝑡) =
𝐶𝐶(𝑡𝑡)

1 + exp − 𝑘𝑘 + 𝐚𝐚(𝑡𝑡)⊤𝜹𝜹 𝑡𝑡 − 𝑚𝑚 + 𝐚𝐚(𝑡𝑡)⊤𝜸𝜸



Prophet - 季节和假日建模

▪ 序列分解

𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑔𝑔(𝑡𝑡) + 𝑠𝑠(𝑡𝑡) + ℎ(𝑡𝑡) + 𝜖𝜖𝑡𝑡

▪ 𝑠𝑠(𝑡𝑡)刻画周期性，利用傅里叶级数建模，模

拟任意周期序列

𝑠𝑠(𝑡𝑡) = �
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝑎𝑎𝑛𝑛cos
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑃𝑃

+ 𝑏𝑏𝑛𝑛sin
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑃𝑃

▪ 𝑃𝑃为序列周期，定义𝛽𝛽 = 𝑎𝑎1, 𝑏𝑏1, … ,𝑎𝑎𝑁𝑁, 𝑏𝑏𝑁𝑁 ⊤

𝑋𝑋(𝑡𝑡) = cos
2𝜋𝜋(1)𝑡𝑡
365.25

, … , sin
2𝜋𝜋(10)𝑡𝑡
365.25

则𝑠𝑠(𝑡𝑡) = 𝑋𝑋(𝑡𝑡)𝜷𝜷

▪ 维护节假日列表，使用历史节假日的序列值辅助

▪ 确定是否节假日
𝑍𝑍(𝑡𝑡) = 𝟏𝟏 𝑡𝑡 ∈ 𝐷𝐷1 , … ,𝟏𝟏 𝑡𝑡 ∈ 𝐷𝐷𝐿𝐿

▪ 预测
ℎ(𝑡𝑡) = 𝑍𝑍(𝑡𝑡)𝜿𝜿



Prophet - 复杂序列预测
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