
数字信号处理-2021秋季课程

05 信号的傅里叶变换
傅里叶分析方法如何适用于一般的连续信号



傅里叶变换计算

求图示延时矩形脉冲信号𝑥𝑥1(𝑡𝑡)的频谱函数𝑋𝑋1 𝑗𝑗𝜔𝜔
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傅里叶变换计算

求图示延时矩形脉冲信号𝑥𝑥1(𝑡𝑡)的频谱函数𝑋𝑋1 𝑗𝑗𝜔𝜔

▪ 无延时且宽度为𝜏𝜏的矩形脉冲信号𝑥𝑥(𝑡𝑡)如右图，其对应的频谱函数为

𝑋𝑋(j𝜔𝜔) = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ⋅ Sa(
𝜔𝜔𝜔𝜔
2 )

▪ 因为𝑥𝑥1 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 𝑡𝑡 − 𝑇𝑇 ，由延时特性可得

𝑋𝑋1(j𝜔𝜔) = 𝑋𝑋(j𝜔𝜔)e−j𝜔𝜔𝜔𝜔 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ⋅ Sa(
𝜔𝜔𝜔𝜔
2 )e−j𝜔𝜔𝜔𝜔
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时域卷积特性

求如图所示信号的频谱 x(t)
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时域卷积特性

求如图所示信号的频谱

▪ 已知
𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑝𝑝2(𝑡𝑡) ∗ 𝑝𝑝2(𝑡𝑡)

𝑝𝑝2(𝑡𝑡) 2Sa(𝜔𝜔)

▪ 由于

𝑥𝑥1 𝑡𝑡 ∗ 𝑥𝑥2 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋1 𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑋𝑋2 𝑗𝑗𝑗𝑗

▪ 因此
𝑋𝑋(j𝜔𝜔) = 4Sa2(𝜔𝜔)
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时域积分特性

▪ 求图示信号𝑥𝑥(𝑡𝑡)的频谱函数
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时域积分特性

▪ 若𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 ，则∫−∞

𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝜏𝜏 𝑑𝑑𝑑𝑑↔
ℱ 𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑗𝑗𝑗𝑗
+ 𝜋𝜋𝜋𝜋 0 𝛿𝛿 𝜔𝜔

▪ 求图示信号𝑥𝑥(𝑡𝑡)的频谱函数

𝑥𝑥(𝑡𝑡) = �
−∞

𝑡𝑡
𝑝𝑝(𝑡𝑡 − 0.5) d𝑡𝑡 = �

−∞

𝑡𝑡
𝑦𝑦(𝑡𝑡) d𝑡𝑡

▪ 由于 𝑝𝑝 𝑡𝑡 − 0.5 ↔
ℱ
𝑌𝑌 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑆𝑆𝑆𝑆 0.5𝜔𝜔 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗.5𝜔𝜔

▪ 利用时域积分特性，可得

𝑋𝑋(j𝜔𝜔) =
1

j𝜔𝜔𝑌𝑌(j𝜔𝜔) + π𝑌𝑌(0)𝛿𝛿(𝜔𝜔)

=
1

j𝜔𝜔 Sa(0.5𝜔𝜔)e−j0.5𝜔𝜔 + π𝛿𝛿(𝜔𝜔)
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时域积分特性

▪ 若𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 ，则∫−∞

𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝜏𝜏 𝑑𝑑𝑑𝑑↔
ℱ 𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑗𝑗𝑗𝑗
+ 𝜋𝜋𝜋𝜋 0 𝛿𝛿 𝜔𝜔

▪ 求图示信号𝑥𝑥(𝑡𝑡)的频谱函数

▪ 将𝑥𝑥(𝑡𝑡)表示为𝑥𝑥1(𝑡𝑡) + 𝑥𝑥2(𝑡𝑡)

▪ 即

𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 1 + �
−∞

𝑡𝑡
𝑝𝑝(𝑡𝑡 − 0.5) d𝑡𝑡

𝑋𝑋(j𝜔𝜔) =
1

j𝜔𝜔 Sa(0.5𝜔𝜔)e−j0.5𝜔𝜔 + 3π𝛿𝛿(𝜔𝜔)
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时域微分特性

▪ 若𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 ，则d𝑛𝑛𝑥𝑥 t

d𝑡𝑡𝑛𝑛
↔
ℱ

𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑛𝑛 ⋅ 𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗

▪ 求矩形脉冲信号的频谱函数

▪ 由于𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑡𝑡 + 𝜏𝜏
2
) − 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏

2
)

▪ 由上式利用时域微分特性，得

ℱ[𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡)] = 𝐴𝐴ej𝜔𝜔
𝜏𝜏
2 − 𝐴𝐴e−j𝜔𝜔

𝜏𝜏
2 = 𝐴𝐴 ⋅ 2j sin(𝜔𝜔

𝜏𝜏
2

)

ℱ[𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡)] = (j𝜔𝜔)𝑋𝑋(j𝜔𝜔) = 𝐴𝐴 ⋅ 2j sin(𝜔𝜔
𝜏𝜏
2)

▪ 因此𝑋𝑋(j𝜔𝜔) = 2𝐴𝐴
𝜔𝜔

sin(𝜔𝜔 𝜏𝜏
2
) = 𝐴𝐴𝐴𝐴Sa(𝜔𝜔𝜔𝜔
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时域微分特性

▪ 若𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 ，则d𝑛𝑛𝑥𝑥 t

d𝑡𝑡𝑛𝑛
↔
ℱ

𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑛𝑛 ⋅ 𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗

▪ 求矩形脉冲信号的频谱函数

▪ 由于

𝑥𝑥′ 𝑡𝑡 = 𝑝𝑝 𝑡𝑡 − 0.5 ↔
ℱ 1
𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑆𝑆𝑆𝑆 0.5𝜔𝜔 𝑒𝑒−0.5𝜔𝜔

▪ 由上式利用时域微分特性，得

𝑋𝑋(j𝜔𝜔) =
1

j𝜔𝜔
Sa(0.5𝜔𝜔)e−j0.5𝜔𝜔 ≠

1
j𝜔𝜔

Sa(0.5𝜔𝜔)e−j0.5𝜔𝜔 + 3π𝛿𝛿(𝜔𝜔)

▪ 信号的时域微分，使信号中的直流分量丢失
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（修正的）时域微分特性

▪ 若𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(𝑡𝑡)，且𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 ， 𝑥𝑥1 𝑡𝑡 ↔

ℱ
𝑋𝑋1 𝑗𝑗𝑗𝑗 ，则

𝑋𝑋(j𝜔𝜔) = π[𝑥𝑥(∞) + 𝑥𝑥(−∞)]𝛿𝛿(𝜔𝜔) +
𝑋𝑋1(j𝜔𝜔)

j𝜔𝜔

▪ 求矩形脉冲信号的频谱函数𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑝𝑝(𝑡𝑡 − 0.5) = 𝑥𝑥1(𝑡𝑡)

▪ 由于

𝑥𝑥′ 𝑡𝑡 = 𝑝𝑝 𝑡𝑡 − 0.5 = 𝑥𝑥1 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋1 𝑗𝑗𝑗𝑗 =

1
𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑆𝑆𝑆𝑆 0.5𝜔𝜔 𝑒𝑒−0.5𝜔𝜔

▪ 利用修正的微分特性，可得

𝑋𝑋(j𝜔𝜔) = π[𝑥𝑥(∞) + 𝑥𝑥(−∞)]𝛿𝛿(𝜔𝜔) +
𝑋𝑋1(j𝜔𝜔)

j𝜔𝜔 = 3π𝛿𝛿(𝜔𝜔) +
1

j𝜔𝜔 Sa(
𝜔𝜔
2)e−j

𝜔𝜔
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时域卷积特性

计算𝑦𝑦(𝑡𝑡) = ∫−2
𝑡𝑡 e−2𝜏𝜏 ⋅ e−5(𝑡𝑡−𝜏𝜏)d𝜏𝜏, (𝑡𝑡 > −2)的频谱𝑌𝑌(𝑗𝑗𝜔𝜔)



时域卷积特性

计算𝑦𝑦(𝑡𝑡) = ∫−2
𝑡𝑡 e−2𝜏𝜏 ⋅ e−5(𝑡𝑡−𝜏𝜏)d𝜏𝜏, (𝑡𝑡 > −2)的频谱𝑌𝑌(𝑗𝑗𝜔𝜔)

▪ 由于

𝑦𝑦(𝑡𝑡) = �
−2

𝑡𝑡
e−2𝜏𝜏 ⋅ e−5(𝑡𝑡−𝜏𝜏)d𝜏𝜏 = e−2𝑡𝑡𝑢𝑢(𝑡𝑡 + 2) ∗ e−5𝑡𝑡𝑢𝑢(𝑡𝑡)

▪ 利用卷积特性可得

𝑌𝑌(j𝜔𝜔) = ℱ[e−2𝑡𝑡𝑢𝑢(𝑡𝑡 + 2)]ℱ[e−5𝑡𝑡𝑢𝑢(𝑡𝑡)]

=
e4ej2𝜔𝜔

j𝜔𝜔 + 2
1

j𝜔𝜔 + 5 =
ej2𝜔𝜔+4

(j𝜔𝜔)2 + 7j𝜔𝜔 + 10



非周期信号的能量谱密度

计算∫−∞
∞ (sin𝑡𝑡

𝑡𝑡
)2d𝑡𝑡



非周期信号的能量谱密度

计算∫−∞
∞ (sin𝑡𝑡

𝑡𝑡
)2d𝑡𝑡

▪ 由于

ℱ{
sin 𝑡𝑡
𝑡𝑡

} = π𝑝𝑝2(𝜔𝜔)

▪ 根据Parseval能量守恒定律，可得

�
−∞

∞
(
sin𝑡𝑡
𝑡𝑡 )2 d𝑡𝑡 =

1
2π�−∞

∞
|π𝑝𝑝2(𝜔𝜔)|2d𝜔𝜔 =

1
2π�−1

1
π2d𝜔𝜔 = π
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