
数字信号处理-2021秋季课程

05 信号的傅里叶变换
傅里叶分析方法如何适用于一般的连续信号



傅里叶级数

▪ 针对连续周期信号

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = �
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑋𝑋𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

其中

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
𝑥𝑥, 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

⟨𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗⟩
=

1
𝑇𝑇1
�
𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡

▪ 如何推广到（一般的）非周期信号？



离散频谱特性

▪ 增大周期𝑇𝑇 → ∞

▪ 信号近似非周期信号，谱线间隔𝜔𝜔 → 0，离散频谱趋于连续频谱

▪ 𝑋𝑋𝑛𝑛 → 0

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑇𝑇
𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2
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频谱密度

▪ 傅里叶级数

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = �
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑋𝑋 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑋𝑋 𝑛𝑛𝑗𝑗𝜔𝜔 =
1
𝑇𝑇
�
−𝑇𝑇/2

𝑇𝑇/2
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡

▪ 两边乘𝑇𝑇

𝑇𝑇𝑋𝑋 𝑛𝑛𝑗𝑗𝜔𝜔 =
𝑋𝑋 𝑛𝑛𝑗𝑗𝜔𝜔 2𝜋𝜋

𝜔𝜔 = �
−𝑇𝑇/2

𝑇𝑇/2
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡

▪ 𝑇𝑇 → ∞时𝑇𝑇𝑋𝑋 𝑛𝑛𝑗𝑗𝜔𝜔 = 𝑋𝑋 𝑛𝑛𝑗𝑗𝜔𝜔 2𝜋𝜋
𝜔𝜔

趋于有限值

▪ 定义频谱密度函数

𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 = lim
𝑇𝑇→∞

𝑋𝑋 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑇𝑇 = lim
𝜔𝜔→0

𝑋𝑋 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 2𝜋𝜋
𝜔𝜔

𝑋𝑋𝑛𝑛 ▪ 𝑋𝑋 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝜔𝜔

表示单位频带的频谱值，即频谱密度

𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 = lim
𝑇𝑇→∞

�
−𝑇𝑇/2

𝑇𝑇/2
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡 = �

−∞

∞
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡

▪ 谱线间隔Δ 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝜔𝜔

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = �
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑋𝑋 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 = �
𝑛𝑛=−∞

∞
𝑋𝑋 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝜔𝜔 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ Δ 𝑛𝑛𝑛𝑛

▪ 可得

𝑥𝑥 𝑡𝑡 =
1

2𝜋𝜋�−∞

∞
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗d𝜔𝜔

d𝜔𝜔𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗
2𝜋𝜋



傅里叶变换

▪ 傅里叶变换

𝑋𝑋 𝑗𝑗𝜔𝜔 = ℱ 𝑥𝑥 𝑡𝑡 = �
−∞

∞
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡

▪ 傅里叶逆变换

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = ℱ−1 𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 =
1

2𝜋𝜋
�
−∞

∞
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝜔𝜔 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗d𝜔𝜔

𝑋𝑋 𝜔𝜔 / 𝑋𝑋 𝑗𝑗𝜔𝜔 称为非周期信号的

频谱，其是单位频率所具有的信

号频谱，也称为非周期信号的频

谱密度函数。（连续频谱）

非周期信号可以分解为无数个

频率为𝜔𝜔，复振幅为
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗
2𝜋𝜋𝜋𝜋

ω的

虚指数信号𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗的线性组合。

𝑋𝑋(𝑗𝑗𝑗𝑗)一般是复函数，

𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗 𝜔𝜔

𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝜔𝜔曲线为幅度频谱

𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗 𝜔𝜔 − 𝜔𝜔 曲线为相位频谱



傅里叶变换

▪ 对于实信号𝑥𝑥 𝑡𝑡 ，有

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = ℱ−1 𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 =
1

2𝜋𝜋
�
−∞

∞
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝜔𝜔 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗d𝜔𝜔

=
1

2𝜋𝜋
�
−∞

∞
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗 𝜔𝜔 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗d𝜔𝜔

=
1

2𝜋𝜋
�
−∞

∞
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 cos 𝜔𝜔𝜔𝜔 + 𝜑𝜑 𝜔𝜔 d𝜔𝜔 +

𝑗𝑗
2𝜋𝜋

�
−∞

∞
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 sin 𝜔𝜔𝜔𝜔 + 𝜑𝜑 𝜔𝜔 d𝜔𝜔

=
1
𝜋𝜋
�
0

∞
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 cos 𝜔𝜔𝜔𝜔 + 𝜑𝜑 𝜔𝜔 d𝜔𝜔

▪ 傅里叶变换的正弦/余弦分量表示，包含从0到无穷大的正弦分量



收敛条件（类比傅里叶级数的收敛条件）

▪ 能量条件

▪ 波形条件

▪ 非周期信号在无限区间上绝对可积

▪ 在任意有限区间内，信号只有有限个最大值和最小值

▪ 在任意有限区间内，信号仅有有限个不连续点，且这些点必须是有限值

▪ 是充分条件，但不是必要条件

�
−∞

∞
𝑥𝑥(𝑡𝑡) d𝑡𝑡 < ∞



傅里叶变换与傅里叶级数

▪ �𝑥𝑥 𝑡𝑡 为周期信号，𝑥𝑥 𝑡𝑡 为有限持续信号，信号的值为�𝑥𝑥 𝑡𝑡 在一个周期𝑇𝑇内的值，在周期外的值为0

▪ 𝑥𝑥 𝑡𝑡 的傅里叶变换

𝑋𝑋 𝑗𝑗𝜔𝜔 = �
−∞

∞
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡

▪ �𝑥𝑥 𝑡𝑡 的傅里叶级数

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
1
𝑇𝑇
�
𝑇𝑇/2

𝑇𝑇/2
�𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗d𝑡𝑡 =

1
𝑇𝑇
�
𝑇𝑇/2

𝑇𝑇/2
𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗d𝑡𝑡

=
1
𝑇𝑇
�
−∞

∞
𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗d𝑡𝑡 =

1
𝑇𝑇
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 �

𝜔𝜔=𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑥𝑥 𝑡𝑡 在−𝑇𝑇
2
∼ 𝑇𝑇

2
之外值为0



傅里叶变换与傅里叶级数

计算周期矩形脉冲信号的傅里叶级数

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
1
𝑇𝑇�−𝑇𝑇/2

𝑇𝑇/2
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡

=
1
𝑇𝑇�−𝜏𝜏/2

𝜏𝜏/2
𝐴𝐴 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡 =

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑇𝑇 Sa

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2

▪傅里叶级数

𝑥𝑥 𝑡𝑡 =
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑇𝑇 �

𝑛𝑛=−∞

∞

Sa
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

2 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

A

t

)(~ tx

T0-T0 0 τ/2−τ/2

𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝜔𝜔 =
2𝜋𝜋
𝑇𝑇

求图示非周期矩形脉冲信号的频谱函数。

𝑥𝑥(𝑡𝑡) = �𝐴𝐴， |𝑡𝑡| ≤ 𝜏𝜏/2
0， |𝑡𝑡| > 𝜏𝜏/2

▪ 由傅里叶变换定义式，可得

𝑋𝑋(j𝜔𝜔) = �
−∞

∞
𝑥𝑥(𝑡𝑡)e−j𝜔𝜔𝜔𝜔 d𝑡𝑡 = �

−𝜏𝜏2

𝜏𝜏
2
𝐴𝐴 ⋅ e−j𝜔𝜔𝜔𝜔 d𝑡𝑡 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ⋅ Sa(

𝜔𝜔𝜔𝜔
2 )

2
τ

2
τ

−
t

A

)(tx

τ
π2

τ
π2

−
ω

Aτ
)j( ωX

幅度谱： 𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝜔𝜔𝜔𝜔
2

相位谱：𝜑𝜑 𝜔𝜔 = �
0, 4𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏
< 𝜔𝜔 < 2 2𝑛𝑛+1 𝜋𝜋

𝜏𝜏

𝜋𝜋, 2 2𝑛𝑛+1 𝜋𝜋
𝜏𝜏

< 𝜔𝜔 < 4 𝑛𝑛+1 𝜋𝜋
𝜏𝜏



傅里叶变换的特点

▪ 非周期矩形脉冲信号的频谱是连续频谱，其形状
与周期矩形脉冲信号离散频谱的包络线相似

▪ 周期信号的离散频谱可以通过对非周期信号的连
续频谱等间隔抽样求得

2
τ

2
τ

−
t

A

)(tx

τ
π2

τ
π2

−
ω

Aτ
)j( ωX

▪ 信号在时域有限，则在频域将无限延续

▪ 信号的频谱分量主要集中在零频到第一
个过零点之间，工程中往往将此宽度作
为有效带宽

▪ 脉冲宽度𝜏𝜏越窄，有效带宽越宽，高频
分量越多。即信号信息量大、传输速度
快，传送信号所占用频带越宽。



概要

3.周期信号的傅里叶变换：

关联连续信号的傅里叶变换和

傅里叶级数

4. 傅里叶变换的应用：

傅里叶变换思想在AI中的应用

1. 典型信号的傅里叶变换：

傅里叶变换的定义和计算技巧

2. 傅里叶变换的性质：

对称性，尺度变换，频域卷积



概要

3.周期信号的傅里叶变换：

关联连续信号的傅里叶变换和

傅里叶级数

4. 傅里叶变换的应用：

傅里叶变换思想在AI中的应用

1. 典型信号的傅里叶变换：

傅里叶变换的定义和计算技巧

2. 傅里叶变换的性质：

对称性，尺度变换，频域卷积



单边指数信号的频谱

▪ 单边指数信号 𝑥𝑥(𝑡𝑡) = e−𝛼𝛼𝛼𝛼𝑢𝑢(𝑡𝑡)，𝛼𝛼 > 0，

▪ 根据定义

𝑋𝑋(j𝜔𝜔) = �
−∞

∞
𝑥𝑥(𝑡𝑡)e−j𝜔𝜔𝜔𝜔 d𝑡𝑡 = �

0

∞
e−𝛼𝛼𝛼𝛼 e−j𝜔𝜔𝜔𝜔d𝑡𝑡 =

e−(𝛼𝛼+j𝜔𝜔)𝑡𝑡

−(𝛼𝛼 + j𝜔𝜔) �
∞
0 =

1
𝛼𝛼 + j𝜔𝜔

t
0

1

)(tx

ω
0

α/1
)j( ωX

ω
0

)(ωϕ

2/π

2/π−

幅度谱： 𝑋𝑋(j𝜔𝜔) = 1
𝛼𝛼2+𝜔𝜔2

相位谱：𝜑𝜑(𝜔𝜔) = − arctan(𝜔𝜔
𝛼𝛼

)



双边指数信号的频谱

▪ 双边指数信号 𝑒𝑒−𝑎𝑎 𝑡𝑡

𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 = �
−∞

∞
𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗d𝑡𝑡 = �

−∞

∞
𝑒𝑒−𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗d𝑡𝑡

= �
0

∞
𝑒𝑒−𝑎𝑎𝑎𝑎𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗d𝑡𝑡 + �

−∞

0
𝑒𝑒𝑎𝑎𝑎𝑎𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗d𝑡𝑡 = 2�

0

∞
𝑒𝑒−𝑎𝑎𝑎𝑎 cos𝜔𝜔𝜔𝜔 d𝑡𝑡

= 2e−𝛼𝛼𝛼𝛼
(𝜔𝜔 sin𝜔𝜔 𝑡𝑡 − 𝛼𝛼 cos𝜔𝜔 𝑡𝑡)

𝛼𝛼2 + 𝜔𝜔2 �∞0 =
2𝛼𝛼

𝛼𝛼2 + 𝜔𝜔2

▪ 幅度谱： 𝑋𝑋(j𝜔𝜔) = 2𝛼𝛼
𝛼𝛼2+𝜔𝜔2

▪ 相位谱：𝜑𝜑(𝜔𝜔) = 0



单位冲激信号的频谱

▪ 单位冲激信号𝛿𝛿(𝑡𝑡)

▪ 由于冲激信号的抽样特性：

𝐹𝐹[𝛿𝛿(𝑡𝑡)] = �
−∞

∞
𝑥𝑥(𝑡𝑡)e−j𝜔𝜔𝜔𝜔 d𝑡𝑡 = �

−∞

∞
𝛿𝛿(𝑡𝑡)e−j𝜔𝜔𝜔𝜔 d𝑡𝑡 = 1

▪ 时域变化异常剧烈的冲激函数包含幅度相等的所有频率分量，这种频谱也称为“均匀谱”或“白色谱”

0
t

)(tδ

)1(

0
ω

1
)j( ωX



直流信号的频谱

▪ 直流信号𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 1

▪ 类比ℱ 𝛿𝛿 𝑡𝑡 = 1，由于

ℱ−1 𝛿𝛿 𝜔𝜔 =
1

2𝜋𝜋
�
−∞

∞
𝛿𝛿 𝜔𝜔 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗d𝜔𝜔 =

1
2𝜋𝜋

▪ 所以
ℱ−1 2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜔𝜔 = 1

▪ 直流信号的傅里叶变换是冲激信号

0
t

1

0
ω

)π2(

)j( ωX

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = ℱ−1 𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 =
1

2𝜋𝜋
�
−∞

∞
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝜔𝜔 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗d𝜔𝜔



直流信号的频谱

▪ 直流信号𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 1

▪ 直流信号不满足绝对可积条件，可用极限的方法求出傅里叶变换。

ℱ[1] = lim
𝜎𝜎→0

𝐹𝐹 [1 ⋅ e−𝜎𝜎| 𝑡𝑡|] = lim
𝜎𝜎→0

[
2𝜎𝜎

𝜎𝜎2 + 𝜔𝜔2] = 2π𝛿𝛿(𝜔𝜔)

lim
𝜎𝜎→0

[
2𝜎𝜎

𝜎𝜎2 + 𝜔𝜔2] = �
0 𝜔𝜔 ≠ 0
∞ 𝜔𝜔 = 0

�
−∞

∞ 2𝜎𝜎
𝜎𝜎2 + 𝜔𝜔2 d𝜔𝜔 = 2 arctan(

𝜔𝜔
𝜎𝜎

) �∞−∞ = 2π

▪ 对照冲激、直流时频曲线可看出：

▪ 时域持续越宽的信号，其频域的频谱越窄；

▪ 时域持续越窄的信号，其频域的频谱越宽。

0
t

1

0
ω

)π2(

)j( ωX



符号函数的频谱

▪ 符号函数信号

sgn( 𝑡𝑡) = �
−1 𝑡𝑡 < 0
0 𝑡𝑡 = 0
1 𝑡𝑡 > 0

▪ 根据定义

ℱ[sgn( 𝑡𝑡)e−𝜎𝜎 𝑡𝑡 ] = �
−∞

0
(−1)e𝜎𝜎𝜎𝜎e−j𝜔𝜔𝜔𝜔 d𝑡𝑡 + �

0

∞
e−𝜎𝜎𝜎𝜎e−j𝜔𝜔𝜔𝜔 d𝑡𝑡

= − �
e(𝜎𝜎−j𝜔𝜔)𝑡𝑡

𝜎𝜎 − j𝜔𝜔
𝑡𝑡=−∞

0

− �
e−(𝜎𝜎+j𝜔𝜔)𝑡𝑡

𝜎𝜎 + j𝜔𝜔
𝑡𝑡=0

∞

=
−1

𝜎𝜎 − j𝜔𝜔
+

1
𝜎𝜎 + j𝜔𝜔

ℱ[sgn( 𝑡𝑡)] = lim
𝜎𝜎→0

ℱ[sgn( 𝑡𝑡)e−𝜎𝜎 𝑡𝑡 ] =
2

j𝜔𝜔

ω

)j( ωX

0

ω

2/π

2/π−

)(ωϕ

0

𝑋𝑋 𝜔𝜔 =
2
𝜔𝜔



单位阶跃信号的频谱

▪ 单位阶跃信号𝑢𝑢(𝑡𝑡)

𝑢𝑢(𝑡𝑡) =
1
2

{𝑢𝑢(𝑡𝑡) + 𝑢𝑢(−𝑡𝑡)} +
1
2

{𝑢𝑢(𝑡𝑡) − 𝑢𝑢(−𝑡𝑡)} =
1
2

+
1
2

sgn( 𝑡𝑡)

ℱ[𝑢𝑢(𝑡𝑡)] = 𝜋𝜋𝜋𝜋(𝜔𝜔) +
1

j𝜔𝜔
▪ 由于𝑢𝑢 𝑡𝑡 含有直流分量，因此𝜔𝜔 = 0处有冲激函数

▪ 𝑢𝑢 𝑡𝑡 在𝑡𝑡 = 0时有跳变，频谱中也包含其他分量

0
t

)(tu

1

)j( ωX

0

)π(

ω

ω

2/π

2/π−

)(ωϕ

0



概要

3.周期信号的傅里叶变换：

关联连续信号的傅里叶变换和

傅里叶级数

4. 傅里叶变换的应用：

傅里叶变换思想在AI中的应用

1. 典型信号的傅里叶变换：

傅里叶变换的定义和计算技巧

2. 傅里叶变换的性质：

对称性，尺度变换，频域卷积



线性特性

▪ 傅里叶变换的线性特性：若𝑥𝑥1 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋1 𝑗𝑗𝑗𝑗 ，𝑥𝑥2 𝑡𝑡 ↔

ℱ
𝑋𝑋2 𝑗𝑗𝑗𝑗 ，

则𝑎𝑎𝑥𝑥1 𝑡𝑡 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑎𝑎𝑋𝑋1 𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑏𝑏𝑋𝑋2 𝑗𝑗𝑗𝑗 ，其中𝑎𝑎和𝑏𝑏均为常数



对称性

▪ 对称性：若𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 ，则𝑋𝑋 𝑡𝑡 ↔

ℱ
2𝜋𝜋𝜋𝜋 −𝑗𝑗𝑗𝑗 ；若𝑥𝑥 𝑡𝑡 为偶函数，则𝑋𝑋 𝑡𝑡 ↔ 2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑗𝑗𝑗𝑗

▪ 由于

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = ℱ−1 𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 =
1

2𝜋𝜋
�
−∞

∞
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝜔𝜔 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗d𝜔𝜔

𝑥𝑥 −𝑡𝑡 = ℱ−1 𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 =
1

2𝜋𝜋
�
−∞

∞
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝜔𝜔 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗d𝜔𝜔

将𝑡𝑡和𝜔𝜔互换

𝑥𝑥 −𝑗𝑗𝑗𝑗 =
1

2𝜋𝜋
�
−∞

∞
𝑋𝑋 𝑡𝑡 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝜔𝜔𝑡𝑡d𝑡𝑡 =

ℱ 𝑋𝑋 𝑡𝑡
2𝜋𝜋



傅里叶变换的对称性

▪ 对称性：若𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 ，则𝑋𝑋 𝑡𝑡 ↔

ℱ
2𝜋𝜋𝜋𝜋 −𝑗𝑗𝑗𝑗 ；若𝑥𝑥 𝑡𝑡 为偶函数，则𝑋𝑋 𝑡𝑡 ↔

ℱ
2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑗𝑗𝑗𝑗
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奇偶虚实性

▪ 𝑋𝑋(𝑗𝑗𝑗𝑗)可表示为
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗 𝜔𝜔 = 𝑋𝑋𝑅𝑅 𝜔𝜔 + 𝑗𝑗𝑋𝑋𝐼𝐼 𝜔𝜔

且有

𝑋𝑋 𝜔𝜔 = 𝑋𝑋𝑅𝑅2 𝜔𝜔 + 𝑋𝑋𝐼𝐼2 𝜔𝜔 , 𝜑𝜑 𝜔𝜔 = arctan 𝑋𝑋𝐼𝐼 𝜔𝜔
𝑋𝑋𝑅𝑅 𝜔𝜔

▪ 若𝑥𝑥 𝑡𝑡 是实函数，

𝑋𝑋 𝑗𝑗𝜔𝜔 = �
−∞

∞
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡

= �
−∞

∞
𝑥𝑥 𝑡𝑡 cos𝜔𝜔𝜔𝜔 d𝑡𝑡 − 𝑗𝑗�

−∞

∞
𝑥𝑥 𝑡𝑡 sin𝜔𝜔𝜔𝜔 d𝑡𝑡

则𝑋𝑋𝑅𝑅 𝜔𝜔 为偶函数，𝑋𝑋𝐼𝐼 𝜔𝜔 为奇函数， 𝑋𝑋 𝜔𝜔 为偶函数， 𝜑𝜑 𝜔𝜔 为奇函数，𝑋𝑋 −𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑋𝑋∗ 𝑗𝑗𝑗𝑗



奇偶虚实性

▪ 若𝑥𝑥 𝑡𝑡 是实函数，

𝑋𝑋 𝑗𝑗𝜔𝜔 = �
−∞

∞
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡 = �

−∞

∞
𝑥𝑥 𝑡𝑡 cos𝜔𝜔𝜔𝜔 d𝑡𝑡 − 𝑗𝑗�

−∞

∞
𝑥𝑥 𝑡𝑡 sin𝜔𝜔𝜔𝜔 d𝑡𝑡

▪ 若𝑥𝑥 𝑡𝑡 是实偶函数， 𝑋𝑋𝐼𝐼 𝜔𝜔 = 0

𝑋𝑋 𝑗𝑗𝜔𝜔 = 𝑋𝑋𝑅𝑅 𝜔𝜔 = 2�
0

∞
𝑥𝑥 𝑡𝑡 cos𝜔𝜔𝜔𝜔 d𝑡𝑡

▪ 若𝑥𝑥 𝑡𝑡 是实奇函数，𝑋𝑋𝑅𝑅 𝜔𝜔 = 0

𝑋𝑋 𝑗𝑗𝜔𝜔 = 𝑗𝑗𝑋𝑋𝐼𝐼 𝜔𝜔 = −2𝑗𝑗 �
0

∞
𝑥𝑥 𝑡𝑡 sin𝜔𝜔𝜔𝜔 d𝑡𝑡

𝑋𝑋𝑅𝑅 𝜔𝜔 𝑋𝑋𝐼𝐼 𝜔𝜔



尺度变换特性

▪ 若𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 ，则𝑥𝑥 𝑎𝑎𝑎𝑎 ↔

ℱ 1
𝑎𝑎
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗/𝑎𝑎

▪ 若𝑎𝑎 = −1，则𝑥𝑥 −𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋 −𝑗𝑗𝑗𝑗 ，时域翻转频域也翻转

▪ 时域压缩，则频域拉伸；拉伸时域，则频域压缩。

X(jω)

ω

1

2π
−2π

x(t)

x(t) X(jω)

ω

2

π
−πt

t0.5−0.5

1−1

1

1

0

0

0

0

▪ 证明:

ℱ[𝑥𝑥(𝑎𝑎𝑎𝑎)] = �
−∞

∞
𝑥𝑥(𝑎𝑎𝑎𝑎)e−j𝜔𝜔𝜔𝜔 d𝑡𝑡

▪ 令 𝜆𝜆 = 𝑎𝑎𝑎𝑎，则 d𝜆𝜆 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 ，

▪ 代入上式可得

ℱ 𝑥𝑥 𝑎𝑎𝑎𝑎 =
1
𝑎𝑎
�
−∞

∞
𝑥𝑥 𝜆𝜆 e−j

𝜔𝜔
𝑎𝑎𝜆𝜆 d𝜆𝜆

=
1
𝑎𝑎
𝑋𝑋(j

𝜔𝜔
𝑎𝑎

)



f (t) f (1.5t) f (0.5t)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

一段语音信号(“对了”) 。抽样频率 = 22050Hz

x(t) x(t/2)x(2t)

尺度变换后语音信号的变化



尺度变换特性

▪ 若𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 ，则𝑥𝑥 𝑎𝑎𝑎𝑎 ↔

ℱ 1
𝑎𝑎
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗/𝑎𝑎

▪ 由于𝑋𝑋 𝑗𝑗𝜔𝜔 = ∫−∞
∞ 𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡， 所以

𝑋𝑋 0 = �
−∞

∞
𝑥𝑥 𝑡𝑡 d𝑡𝑡

▪ 由于𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 1
2𝜋𝜋 ∫−∞

∞ 𝑋𝑋 𝑗𝑗𝜔𝜔 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗d𝜔𝜔，所以

2𝜋𝜋𝑥𝑥 0 = �
−∞

∞
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝜔𝜔

时域覆盖面积

频域覆盖面积

X(jω)

ω

1

2π
−2π

x(t)

x(t) X(jω)

ω

2

π
−πt

t0.5−0.5

1−1

1

1

0

0

0

0



尺度变换特性

𝑋𝑋 0 = �
−∞

∞
𝑥𝑥 𝑡𝑡 d𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 0 𝜏𝜏

2𝜋𝜋𝑥𝑥 0 = �
−∞

∞
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝜔𝜔 = 𝑋𝑋 0 𝐵𝐵

时域覆盖面积

频域覆盖面积

𝑥𝑥 0

𝑥𝑥 𝑡𝑡

𝑡𝑡
𝜏𝜏

𝑋𝑋 0

𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜔𝜔
𝐵𝐵

𝐵𝐵 =
2𝜋𝜋
𝜏𝜏

若要压缩信号的通
信时间，需占用更
大的频带宽度



时移特性

▪ 若𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 ，则𝑥𝑥 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0 ↔

ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡0

▪ 信号在时域中的时移，对应频谱函数在频域中产生的附加相移，而幅度频谱保持不变。

▪ 同理，若𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 ，则

𝑥𝑥 𝑎𝑎𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0 ↔
ℱ 1
𝑎𝑎
𝑋𝑋

𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑎𝑎

𝑒𝑒−𝑗𝑗
𝜔𝜔𝑡𝑡0
𝑎𝑎

𝑥𝑥 𝑡𝑡0 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 ↔
ℱ 1
𝑎𝑎
𝑋𝑋 −

𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑎𝑎

𝑒𝑒−𝑗𝑗
𝜔𝜔𝑡𝑡0
𝑎𝑎



频移特性（调制定理）

▪ 若𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 ，则𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑒𝑒𝑗𝑗𝜔𝜔0𝑡𝑡 ↔

ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗 𝜔𝜔 − 𝜔𝜔0 ;  𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝜔𝜔0𝑡𝑡 ↔

ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗 𝜔𝜔 + 𝜔𝜔0

▪ 频谱移动时，时域信号乘以因子𝑒𝑒𝑗𝑗𝜔𝜔0𝑡𝑡或𝑒𝑒−𝑗𝑗𝜔𝜔0𝑡𝑡

▪ 信号𝑥𝑥(𝑡𝑡)与余弦信号cos𝜔𝜔0𝑡𝑡 相乘后，其频谱是将原来信号频谱向左右搬移𝜔𝜔0，幅度减半。

ℱ[𝑥𝑥(𝑡𝑡) cos𝜔𝜔0 𝑡𝑡] =
1
2ℱ[𝑥𝑥(𝑡𝑡)ej𝜔𝜔0𝑡𝑡] +

1
2ℱ[𝑥𝑥(𝑡𝑡)e−j𝜔𝜔0𝑡𝑡 ]

=
1
2𝑋𝑋[j(𝜔𝜔 − 𝜔𝜔0)] +

1
2𝑋𝑋[j(𝜔𝜔 + 𝜔𝜔0)]

ℱ[𝑥𝑥(𝑡𝑡) sin𝜔𝜔0 𝑡𝑡] =
1
2jℱ[𝑥𝑥(𝑡𝑡)ej𝜔𝜔0𝑡𝑡]−

1
2jℱ[𝑥𝑥(𝑡𝑡)e−j𝜔𝜔0𝑡𝑡 ]

= −
j
2𝑋𝑋[j(𝜔𝜔 − 𝜔𝜔0)] +

j
2𝑋𝑋[j(𝜔𝜔 + 𝜔𝜔0)]



频移特性（调制定理）

▪ 求矩形脉冲信号𝑥𝑥(𝑡𝑡)与余弦信号cos𝜔𝜔0𝑡𝑡 相乘后

信号的频谱函数

▪ 已知宽度为𝜏𝜏的矩形脉冲信号对应的频谱函数为

𝑋𝑋(j𝜔𝜔) = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ⋅ Sa(
𝜔𝜔𝜔𝜔
2 )

ℱ[𝑥𝑥(𝑡𝑡) cos𝜔𝜔0 𝑡𝑡] =
1
2𝑋𝑋[j(𝜔𝜔 − 𝜔𝜔0)] +

1
2𝑋𝑋[j(𝜔𝜔 + 𝜔𝜔0)]

▪ 应用频移特性可得

=
𝐴𝐴𝐴𝐴
2 {Sa

(𝜔𝜔 − 𝜔𝜔0)𝜏𝜏
2 + Sa

(𝜔𝜔 + 𝜔𝜔0)𝜏𝜏
2 }

0

A

2/τ
t

2/τ−

)(tx

0 0ω0ω−
ω

)]cos()([ 0ttxF ω

Aτ/2

2/τ

A

t
2/τ−

ttx 0cos)( ω



时域积分微分特性

▪ 若𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 ，则

�
−∞

𝑡𝑡
𝑥𝑥 𝜏𝜏 𝑑𝑑𝑑𝑑↔

ℱ 𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑗𝑗𝑗𝑗

+ 𝜋𝜋𝜋𝜋 0 𝛿𝛿 𝜔𝜔

▪ 𝑋𝑋 0 为时域信号的面积，若面积∫ 𝒙𝒙 𝒕𝒕 𝐝𝐝𝒕𝒕为0，则

第二项可忽略，如𝑥𝑥 𝑡𝑡 为奇函数；𝑥𝑥 𝑡𝑡 为偶函

数的导数；𝑥𝑥 𝑡𝑡 为有限长函数的导数

𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑌𝑌 𝑗𝑗𝑗𝑗

积分

1
𝑗𝑗𝑗𝑗

▪ 若𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 ，则d𝑛𝑛𝑥𝑥 t

d𝑡𝑡𝑛𝑛
↔
ℱ

𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑛𝑛 ⋅ 𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗

▪ 时域微分，频域使用𝑗𝑗𝑗𝑗进行加权，增加高频

▪ 【修正】若𝑥𝑥′(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥1(𝑡𝑡)，且𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 ，

𝑥𝑥1 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋1 𝑗𝑗𝑗𝑗 ，则

𝑋𝑋(j𝜔𝜔) = π[𝑥𝑥(∞) + 𝑥𝑥(−∞)]𝛿𝛿(𝜔𝜔) +
𝑋𝑋1(j𝜔𝜔)

j𝜔𝜔

𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑌𝑌 𝑗𝑗𝑗𝑗

微分

|𝑗𝑗𝑗𝑗|



频域微分特性

▪ 若𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 ，则𝑡𝑡𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔

ℱ
𝑗𝑗𝑛𝑛 d𝑋𝑋𝑛𝑛 𝑗𝑗𝑗𝑗

d𝜔𝜔𝑛𝑛

▪ 求单位斜坡信号𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡)的频谱

▪ 已知单位阶跃信号傅里叶变换为

ℱ 𝑢𝑢 𝑡𝑡 = 𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜔𝜔 +
1
𝑗𝑗𝑗𝑗

▪ 故利用频域微分特性可得:

ℱ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡 = 𝑗𝑗
d

d𝜔𝜔
𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜔𝜔 +

1
𝑗𝑗𝑗𝑗

= 𝜋𝜋𝛿𝛿′ 𝜔𝜔 −
1
𝜔𝜔2



时域卷积特性

▪ 若𝑥𝑥1 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋1 𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝑥𝑥2 𝑡𝑡 ↔

ℱ
𝑋𝑋2 𝑗𝑗𝑗𝑗 , 则𝑥𝑥1 𝑡𝑡 ∗ 𝑥𝑥2 𝑡𝑡 ↔

ℱ
𝑋𝑋1 𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑋𝑋2 𝑗𝑗𝑗𝑗

ℱ 𝑥𝑥1 𝑡𝑡 ∗ 𝑥𝑥2 𝑡𝑡 = �
−∞

∞
�
−∞

∞
𝑥𝑥1 𝜏𝜏 𝑥𝑥2 𝑡𝑡 − 𝜏𝜏 d𝜏𝜏 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗d𝑡𝑡

= �
−∞

∞
𝑥𝑥1 𝜏𝜏 �

−∞

∞
𝑥𝑥2 𝑡𝑡 − 𝜏𝜏 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗d𝑡𝑡 d𝜏𝜏

= �
−∞

∞
𝑥𝑥1 𝜏𝜏 𝑋𝑋2 𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗d𝜏𝜏 = 𝑋𝑋1 𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑋𝑋2 𝑗𝑗𝑗𝑗

▪ 时域函数卷积的频谱等于各个时域信号的频谱的乘积



时域卷积特性

▪ 线性时不变系统

𝑦𝑦 𝑡𝑡 = ℎ 𝑡𝑡 ∗ 𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑌𝑌 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝐻𝐻 𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ 𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗

▪ 单位冲激响应的傅里叶变换𝐻𝐻 𝑗𝑗𝑗𝑗 控制着每一频率𝜔𝜔输入傅里叶变换复振幅的变化

▪ 通过让某一频带𝐻𝐻 𝑗𝑗𝑗𝑗 → 0，即可消除该频带能的频率分量

𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑦𝑦 𝑡𝑡

𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑦𝑦 𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑦𝑦 𝑡𝑡



频域卷积特性（调制特性）

▪ 若

𝑥𝑥1 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋1 𝑗𝑗𝑗𝑗 , 𝑥𝑥2 𝑡𝑡 ↔

ℱ
𝑋𝑋2 𝑗𝑗𝑗𝑗

▪ 则

𝑥𝑥1 𝑡𝑡 ⋅ 𝑥𝑥2 𝑡𝑡 ↔
ℱ 1
2𝜋𝜋

𝑋𝑋1 𝑗𝑗𝑗𝑗 ∗ 𝑋𝑋2 𝑗𝑗𝑗𝑗

▪ 时域信号的乘积正比于对应信号在频域的卷积（类比傅里叶变换的对称性）



非周期信号的能量谱密度

▪ Parseval能量守恒定理

�
−∞

∞
𝑥𝑥(𝑡𝑡) 2d𝑡𝑡 =

1
2π

�
−∞

∞
|𝑋𝑋(j𝜔𝜔)|2d𝜔𝜔

▪ 上式表明信号的能量也可以由|𝑋𝑋(𝑗𝑗𝜔𝜔)|2在整个频率
范围的积分乘以1/2π 来计算。

▪ 物理意义：非周期能量信号的归一化能量在时域中
与在频域中相等，保持能量守恒。

▪ 定义单位角频率的信号能量为能量频谱密度函数

𝐺𝐺(𝜔𝜔) = 1
2π

|𝑋𝑋(j𝜔𝜔)|2

𝑊𝑊 = �
−∞

∞
|𝑥𝑥(𝑡𝑡)|2d𝑡𝑡

= �
−∞

∞
𝑥𝑥(𝑡𝑡)[

1
2π

�
−∞

∞
𝑋𝑋∗(j𝜔𝜔)e−j𝜔𝜔𝜔𝜔d𝜔𝜔] d𝑡𝑡

=
1

2π
�
−∞

∞
𝑋𝑋∗(j𝜔𝜔)[�

−∞

∞
𝑥𝑥(𝑡𝑡)e−j𝜔𝜔𝜔𝜔d𝑡𝑡] d𝜔𝜔

=
1

2π
�
−∞

∞
𝑋𝑋∗(j𝜔𝜔) ⋅ 𝑋𝑋(j𝜔𝜔)d𝜔𝜔

=
1

2π
�
−∞

∞
|𝑋𝑋(j𝜔𝜔)|2d𝜔𝜔



傅里叶变换性质总结
线性特性 𝑎𝑎𝑥𝑥1 𝑡𝑡 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2 𝑡𝑡 ↔

ℱ
𝑎𝑎𝑋𝑋1 𝑗𝑗𝑗𝑗 + 𝑏𝑏𝑋𝑋2 𝑗𝑗𝑗𝑗

对称特性 𝑋𝑋 𝑡𝑡 ↔
ℱ
2𝜋𝜋𝜋𝜋 −𝑗𝑗𝑗𝑗

展缩特性 𝑥𝑥 𝑎𝑎𝑎𝑎 ↔
ℱ 1
𝑎𝑎
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗/𝑎𝑎

时移特性 𝑥𝑥 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0 ↔
ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑡𝑡0

频移特性 𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑒𝑒𝑗𝑗𝜔𝜔0𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋 𝑗𝑗 𝜔𝜔 − 𝜔𝜔0

时域卷积特性 𝑥𝑥1 𝑡𝑡 ∗ 𝑥𝑥2 𝑡𝑡 ↔
ℱ
𝑋𝑋1 𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑋𝑋2 𝑗𝑗𝑗𝑗

频域卷积特性 𝑥𝑥1 𝑡𝑡 ⋅ 𝑥𝑥2 𝑡𝑡 ↔
ℱ 1
2𝜋𝜋

𝑋𝑋1 𝑗𝑗𝑗𝑗 ∗ 𝑋𝑋2 𝑗𝑗𝑗𝑗

时域微分特性 d𝑛𝑛𝑥𝑥 t
d𝑡𝑡𝑛𝑛

↔
ℱ

𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑛𝑛 ⋅ 𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗

积分特性
�
−∞

𝑡𝑡
𝑥𝑥 𝜏𝜏 𝑑𝑑𝑑𝑑↔

ℱ 𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑗𝑗𝑗𝑗

+ 𝜋𝜋𝜋𝜋 0 𝛿𝛿 𝜔𝜔

频域微分特性
𝑡𝑡𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑡𝑡 ↔

ℱ
𝑗𝑗𝑛𝑛

d𝑋𝑋𝑛𝑛 𝑗𝑗𝑗𝑗
d𝜔𝜔𝑛𝑛



概要

3.周期信号的傅里叶变换：

关联连续信号的傅里叶变换和

傅里叶级数

4. 傅里叶变换的应用：

傅里叶变换思想在AI中的应用

1. 典型信号的傅里叶变换：

傅里叶变换的定义和计算技巧

2. 傅里叶变换的性质：

对称性，尺度变换，频域卷积



连续周期信号的傅里叶变换

▪ 傅里叶级数（针对周期信号）

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
1
𝑇𝑇
�
𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡

▪ 傅里叶变换（针对非周期信号）

▪ 周期信号不满足傅里叶变换的绝对可积条件

𝑋𝑋 𝑗𝑗𝜔𝜔 = �
−∞

∞
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 d𝑡𝑡



典型周期信号

▪ 正弦、余弦信号的傅里叶变换

▪ 已知
ℱ 1 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜔𝜔

▪ 利用频移特性，有
ℱ 𝑒𝑒𝑗𝑗𝜔𝜔0𝑡𝑡 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜔𝜔 − 𝜔𝜔0
ℱ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝜔𝜔0𝑡𝑡 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜔𝜔 + 𝜔𝜔0

▪ 合并，有

ℱ cos 𝜔𝜔0𝑡𝑡 = ℱ
1
2 𝑒𝑒𝑗𝑗𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝜔𝜔0𝑡𝑡 = 𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜔𝜔 − 𝜔𝜔0 + 𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜔𝜔 + 𝜔𝜔0

ℱ sin 𝜔𝜔0𝑡𝑡 = ℱ
1
2𝑗𝑗 𝑒𝑒

𝑗𝑗𝜔𝜔0𝑡𝑡 − 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝜔𝜔0𝑡𝑡 = 𝑗𝑗𝜋𝜋 𝛿𝛿 𝜔𝜔 + 𝜔𝜔0 − 𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜔𝜔 − 𝜔𝜔0



典型周期信号

▪ 正弦、余弦信号的傅里叶变换

ℱ cos 𝜔𝜔0𝑡𝑡 = 𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜔𝜔 − 𝜔𝜔0 + 𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜔𝜔 + 𝜔𝜔0
ℱ sin 𝜔𝜔0𝑡𝑡 = 𝑗𝑗𝜋𝜋 𝛿𝛿 𝜔𝜔 + 𝜔𝜔0 − 𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜔𝜔 − 𝜔𝜔0

𝑡𝑡

cos𝜔𝜔𝜔𝜔

𝜔𝜔

𝑋𝑋 𝜔𝜔

𝜔𝜔0−𝜔𝜔0

𝑡𝑡

sin𝜔𝜔𝜔𝜔

𝜔𝜔

𝑗𝑗𝑗𝑗 𝜔𝜔

𝜔𝜔0−𝜔𝜔0

𝜋𝜋𝜋𝜋

𝜋𝜋

−𝜋𝜋



一般周期信号

▪ 设信号𝑥𝑥 𝑡𝑡 的周期为𝑇𝑇0，角频率𝜔𝜔0 = 2𝜋𝜋
𝑇𝑇0

，𝑥𝑥 𝑡𝑡 的傅里叶级数为

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = �
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑋𝑋𝑛𝑛𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝜔𝜔0𝑡𝑡

▪ 两边同时取傅里叶变换

ℱ 𝑥𝑥 𝑡𝑡 = ℱ �
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑋𝑋𝑛𝑛𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝜔𝜔0𝑡𝑡 = �
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑋𝑋𝑛𝑛ℱ 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝜔𝜔0𝑡𝑡

= 2𝜋𝜋 �
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑋𝑋𝑛𝑛𝛿𝛿(𝜔𝜔 − 𝑛𝑛𝜔𝜔0 )

= 2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜔𝜔 − 𝑛𝑛𝜔𝜔0



一般周期信号

▪ 设信号𝑥𝑥 𝑡𝑡 的周期为𝑇𝑇0，角频率𝜔𝜔0 = 2𝜋𝜋
𝑇𝑇0

，

ℱ 𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 2𝜋𝜋 �
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑋𝑋𝑛𝑛𝛿𝛿(𝜔𝜔 − 𝑛𝑛𝜔𝜔0 )

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
1
𝑇𝑇0
�
𝑡𝑡0

𝑡𝑡0+𝑇𝑇
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝜔𝜔0𝑡𝑡 d𝑡𝑡

▪ 周期信号𝑥𝑥 𝑡𝑡 的傅里叶变换有位于0, ±𝜔𝜔0, ±2𝜔𝜔0, …处的冲激信号组成，冲激信号的强度等于对应
傅里叶级数系数的2𝜋𝜋倍

▪ 傅里叶变换反应频谱密度，因此周期信号的傅里叶变换不是有限值，是冲激函数，表明在无穷小
的频带范围内取得无穷大的频谱值

▪ 周期信号的频谱是离散的



周期信号傅里叶级数与傅里叶变换的关系

▪ 设信号𝑥𝑥 𝑡𝑡 的周期为𝑇𝑇0，角频率𝜔𝜔0 = 2𝜋𝜋
𝑇𝑇0

，

▪ 傅里叶级数

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = �
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑋𝑋𝑛𝑛𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝜔𝜔0𝑡𝑡

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
1
𝑇𝑇0
�
−𝑇𝑇0/2

𝑇𝑇0/2
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝑗𝑗𝜔𝜔0𝑡𝑡 d𝑡𝑡

▪ 截取一个周期的信号，对应的傅里叶变换为

𝑋𝑋𝑇𝑇0 𝑗𝑗𝑗𝑗 = �
−𝑇𝑇0/2

𝑇𝑇0/2
𝑥𝑥 𝑡𝑡 ⋅ 𝑒𝑒−𝑗𝑗𝜔𝜔𝑡𝑡 d𝑡𝑡

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
1
𝑇𝑇0
𝑋𝑋𝑇𝑇0 𝑗𝑗𝑗𝑗 �

𝜔𝜔=𝑛𝑛𝜔𝜔0

周期脉冲序列的傅里
叶级数等于单位脉冲
傅里叶变换系数在

𝑛𝑛𝜔𝜔0点处取值乘
1
𝑇𝑇0



周期信号傅里叶变换

求周期矩形脉冲的傅里叶级数和傅里叶变换

▪ 矩形脉冲的傅里叶变换为

𝑋𝑋𝑇𝑇0 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
𝜔𝜔0𝜏𝜏

2

▪ 对应周期矩形脉冲的傅里叶级数为

𝑋𝑋𝑛𝑛 =
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑇𝑇0
𝑆𝑆𝑆𝑆

𝜔𝜔0𝜏𝜏
2 =

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑇𝑇0
𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑛𝑛𝜔𝜔0𝜏𝜏
2

A

t

)(~ tx

T0-T0 0 τ/2−τ/2

𝑥𝑥 𝑡𝑡



周期信号傅里叶变换

求周期矩形脉冲的傅里叶级数和傅里叶变换

▪ 傅里叶级数

𝑥𝑥 𝑡𝑡 =
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑇𝑇0

�
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑛𝑛𝑛𝑛0𝜏𝜏

2 𝑒𝑒𝑗𝑗𝑗𝑗𝜔𝜔0𝑡𝑡

▪ 傅里叶变换

𝑋𝑋 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝜔𝜔0 �
𝑛𝑛=−∞

∞

𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑛𝑛𝑛𝑛0𝜏𝜏

2 𝛿𝛿 𝜔𝜔 − 𝑛𝑛𝜔𝜔0

A

t

)(~ tx

T0-T0 0 τ/2−τ/2

𝑥𝑥 𝑡𝑡



概要

3.周期信号的傅里叶变换：

关联连续信号的傅里叶变换和

傅里叶级数

4. 傅里叶变换的应用：

傅里叶变换思想在AI中的应用

1. 典型信号的傅里叶变换：

傅里叶变换的定义和计算技巧

2. 傅里叶变换的性质：

对称性，尺度变换，频域卷积



傅里叶变换的应用

傅里叶变换

对复杂信号

的分解

信号的频域刻画

挖掘不同（频率）

成分的信号语义

提供了时域以外

的分析角度

通过傅里叶变换构建

时域和频域的直接关联



支持向量机

▪ 线性SVM

▪参数𝑤𝑤维度为𝑑𝑑

▪线性分类器

▪ 如何处理非线性问题？

▪特征变换（lifting function 𝜑𝜑），将𝐱𝐱𝑖𝑖映射到高维𝐱𝐱 → 𝜑𝜑 𝐱𝐱𝑖𝑖

▪Kernel Trick：𝑘𝑘 𝐱𝐱1, 𝐱𝐱2 = 𝜑𝜑 𝐱𝐱1 ,𝜑𝜑 𝐱𝐱2

▪非线性分类器

▪参数𝛼𝛼大小为𝑁𝑁

▪无需显示定义𝜑𝜑

𝑘𝑘 𝐱𝐱𝑖𝑖 , 𝐱𝐱𝑗𝑗

argmin
𝒘𝒘,𝑏𝑏

1
2 ∥ 𝒘𝒘 ∥2

s.t. 𝑦𝑦𝑖𝑖 𝒘𝒘⊤𝐱𝐱𝑖𝑖 + 𝑏𝑏 ≥ 1, 𝑖𝑖 = 1,2, … ,𝑁𝑁

max
𝜶𝜶

�
𝑖𝑖=1

𝑵𝑵

𝛼𝛼𝑖𝑖 −
1
2
�
𝑖𝑖=1

𝑵𝑵

�
𝑗𝑗=1

𝑵𝑵

𝛼𝛼𝑖𝑖𝛼𝛼𝑗𝑗𝑦𝑦𝑖𝑖𝑦𝑦𝑗𝑗𝐱𝐱𝑖𝑖T𝐱𝐱𝑗𝑗

s.t. �
𝑖𝑖=1

𝑵𝑵

𝛼𝛼𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖 = 0,𝛼𝛼𝑖𝑖 ⩾ 0, 𝑖𝑖 = 1,2, … ,𝑁𝑁



表示定理

▪ 基于表示定理和核函数𝑘𝑘 ⋅,⋅ ，可将最优模型表示为

𝑓𝑓∗(𝐱𝐱) = �
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝛼𝛼𝑛𝑛𝑘𝑘 𝐱𝐱, 𝐱𝐱𝑛𝑛 = ⟨𝐰𝐰,𝜑𝜑(𝐱𝐱)⟩𝒱𝒱



支持向量机

▪ Kernel SVM的计算问题

max
𝜶𝜶

�
𝑖𝑖=1

𝑵𝑵

𝛼𝛼𝑖𝑖 −
1
2
�
𝑖𝑖=1

𝑵𝑵

�
𝑗𝑗=1

𝑵𝑵

𝛼𝛼𝑖𝑖𝛼𝛼𝑗𝑗𝑦𝑦𝑖𝑖𝑦𝑦𝑗𝑗𝐱𝐱𝑖𝑖T𝐱𝐱𝑗𝑗

s.t. �
𝑖𝑖=1

𝑵𝑵

𝛼𝛼𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖 = 0,𝛼𝛼𝑖𝑖 ⩾ 0, 𝑖𝑖 = 1,2, … ,𝑁𝑁

▪ 需计算任意两个样本𝐱𝐱𝑖𝑖 , 𝐱𝐱𝑗𝑗之间的核函数值，训练阶段计算开销为𝑂𝑂 𝑁𝑁3 ，测试阶段计算
开销𝒪𝒪 𝑁𝑁𝑁𝑁 ，存储开销为𝑂𝑂 𝑁𝑁2

▪ Linear SVM：快，模型能力有限；

▪ Kernel SVM:  慢，模型能力强
是否有计算开销小，能力强的模型？

𝑘𝑘 𝐱𝐱𝑖𝑖 , 𝐱𝐱𝑗𝑗



“随机” 特征

▪ 基于表示定理和核函数𝑘𝑘 ⋅,⋅ ，可将最优
模型表示为

𝑓𝑓∗(𝐱𝐱) = �
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝛼𝛼𝑛𝑛𝑘𝑘 𝐱𝐱𝑛𝑛, 𝐱𝐱

= �
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝛼𝛼𝑛𝑛 𝜑𝜑 𝐱𝐱𝑛𝑛 ,𝜑𝜑(𝐱𝐱) 𝒱𝒱

≈ �
𝑛𝑛=1

𝑁𝑁

𝛼𝛼𝑛𝑛𝐳𝐳 𝐱𝐱𝑛𝑛 ⊤𝐳𝐳(𝐱𝐱)

= 𝜷𝜷⊤𝐳𝐳(𝐱𝐱)

▪ 低维显式随机投影𝑧𝑧:ℛ𝑑𝑑 → ℛ𝐷𝐷 + 线性SVM

𝑘𝑘 𝐱𝐱1, 𝐱𝐱2 = 𝜑𝜑 𝐱𝐱1 ,𝜑𝜑 𝐱𝐱2 ≈ 𝑧𝑧 𝐱𝐱1 ⊤𝑧𝑧 𝐱𝐱2

▪ 低维：𝐷𝐷 = 𝒪𝒪 𝑑𝑑𝜖𝜖−2log 1
𝜖𝜖2

▪ 随机：random projection

Ali Rahimi and Benjamin Recht. Random Features for Large-Scale Kernel Machines. NIPS 2007. （NIPS 2017 Test-of-Time Award）



高斯分布的近似

▪ 若有𝐷𝐷维高斯分布向量
𝝎𝝎 ∼ 𝒩𝒩𝐷𝐷(𝟎𝟎, 𝐈𝐈)

▪ 定义
ℎ: 𝐱𝐱 ↦ 𝑒𝑒j𝝎𝝎⊤𝐱𝐱

▪ 则有

𝔼𝔼𝝎𝝎 ℎ(𝐱𝐱)ℎ(𝐲𝐲)∗ = 𝔼𝔼𝝎𝝎 𝑒𝑒j𝝎𝝎⊤(𝐱𝐱−𝐲𝐲)

= �
ℝ
𝑝𝑝 𝝎𝝎 𝑒𝑒j𝝎𝝎⊤(𝐱𝐱−𝐲𝐲)d𝝎𝝎

= exp −
1
2

(𝐱𝐱 − 𝐲𝐲)⊤(𝐱𝐱 − 𝐲𝐲)

▪ 使用ℎ ⋅ 能够得到高斯核的近似映射



Random Fourier

▪ 对半正定核函数的傅里叶变换 ℱ 𝑘𝑘 𝚫𝚫 = 𝑝𝑝 𝝎𝝎 对应于一个概率分布

▪ 已知概率分布，定义𝜁𝜁𝝎𝝎 𝐱𝐱 = 𝑒𝑒𝑗𝑗𝝎𝝎⊤𝐱𝐱，使用傅里叶逆变换

𝑘𝑘 𝐱𝐱 − 𝐲𝐲 = �
ℛ𝑑𝑑
𝑝𝑝 𝝎𝝎 𝑒𝑒𝑗𝑗𝝎𝝎⊤ 𝐱𝐱−𝐲𝐲 d𝝎𝝎 = 𝔼𝔼𝝎𝝎 𝜁𝜁𝝎𝝎 𝐱𝐱 𝜁𝜁𝝎𝝎 𝐲𝐲 ∗

▪ 分布𝑝𝑝 𝝎𝝎 和核函数𝑘𝑘 𝚫𝚫 为实数值，因此公式中只有𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄分量
𝑒𝑒𝑗𝑗𝝎𝝎⊤ 𝐱𝐱−𝐲𝐲 → cos 𝝎𝝎⊤ 𝐱𝐱 − 𝐲𝐲 = cos 𝝎𝝎⊤𝐱𝐱 cos 𝝎𝝎⊤𝐲𝐲 + sin 𝝎𝝎⊤𝐱𝐱 sin 𝝎𝝎⊤𝐲𝐲

= cos 𝝎𝝎⊤𝐱𝐱 sin 𝝎𝝎⊤𝐱𝐱
cos 𝝎𝝎⊤𝐲𝐲
sin 𝝎𝝎⊤𝐲𝐲 𝑧𝑧𝝎𝝎 𝐲𝐲

定理【Bochner】：ℝ𝑑𝑑空间中的连续核函数𝑘𝑘 𝐱𝐱, 𝐲𝐲 = 𝑘𝑘 𝐱𝐱 − 𝐲𝐲 是正定的（positive definite）当

且仅当𝑘𝑘(𝚫𝚫)是一个非负度量（non-negative measure）的傅里叶变换



Random Fourier

▪ 定义映射𝑧𝑧𝝎𝝎 𝐱𝐱 :ℝ𝑑𝑑 → ℝ:
𝝎𝝎 ∼ 𝑝𝑝(𝝎𝝎)

𝑏𝑏 ∼ Uniform(0,2𝜋𝜋)
𝑧𝑧𝝎𝝎(𝐱𝐱) = 2cos 𝝎𝝎⊤𝐱𝐱 + 𝑏𝑏

▪ 有

𝔼𝔼𝝎𝝎 𝑧𝑧𝝎𝝎(𝐱𝐱)𝑧𝑧𝝎𝝎(𝐲𝐲)
= 𝔼𝔼𝝎𝝎 2cos 𝝎𝝎⊤𝐱𝐱 + 𝑏𝑏 2cos 𝝎𝝎⊤𝐲𝐲 + 𝑏𝑏

= 𝔼𝔼𝝎𝝎 cos 𝝎𝝎⊤(𝐱𝐱 + 𝐲𝐲) + 2𝑏𝑏 + 𝔼𝔼𝝎𝝎 cos 𝝎𝝎⊤(𝐱𝐱 − 𝐲𝐲)
= 𝔼𝔼𝝎𝝎 cos 𝝎𝝎⊤(𝐱𝐱 − 𝐲𝐲)

𝐳𝐳 𝐱𝐱 =

1
𝐷𝐷
𝑧𝑧𝝎𝝎1 𝐱𝐱

1
𝐷𝐷
𝑧𝑧𝝎𝝎2 𝐱𝐱

⋮
1
𝐷𝐷
𝑧𝑧𝝎𝝎𝐷𝐷 𝐱𝐱



Random Fourier

▪ 已知ℱ 𝑘𝑘 𝚫𝚫 = 𝑝𝑝 𝝎𝝎

𝑘𝑘 𝐱𝐱 − 𝐲𝐲 = �
ℛ𝑑𝑑
𝑝𝑝 𝝎𝝎 𝑒𝑒𝑗𝑗𝝎𝝎⊤ 𝐱𝐱−𝐲𝐲 d𝝎𝝎

= 𝔼𝔼𝝎𝝎 𝜁𝜁𝝎𝝎 𝐱𝐱 𝜁𝜁𝝎𝝎 𝐲𝐲 ∗

▪ 定义映射

𝒛𝒛𝝎𝝎 𝐱𝐱 =
1
𝐷𝐷

cos 𝝎𝝎⊤𝐱𝐱 sin 𝝎𝝎⊤𝐱𝐱

▪ 抽样估计

𝔼𝔼𝝎𝝎 𝜁𝜁𝝎𝝎 𝐱𝐱 𝜁𝜁𝝎𝝎 𝐲𝐲 ∗ = �
𝑗𝑗=1

𝐷𝐷

𝑧𝑧𝝎𝝎 𝐱𝐱 ⊤𝑧𝑧𝝎𝝎 𝐲𝐲



Random Fourier

▪ 低维显式随机投影𝑧𝑧:ℛ𝑑𝑑 → ℛ𝐷𝐷：
𝑘𝑘 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 𝜑𝜑 𝑥𝑥 ,𝜑𝜑 𝑦𝑦 ≈ 𝑧𝑧 𝑥𝑥 ⊤𝑧𝑧 𝑦𝑦

Random Feature + Linear SVM



频域的数据增广

▪ 图像的频域表示

Q. Xu, R. Zhang, Y. Zhang, et al. A Fourier-based Framework for Domain Generalization. CVPR’21.

原始图像 幅度谱
（相位置为常数）

相位谱
（幅度置为常数）



利用频域做数据增广

▪ 通过二维图像的傅里叶变换，能够实现空域和频域的互换

ℱ(𝑥𝑥)(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = �
ℎ=0

𝐻𝐻−1

�
𝑤𝑤=0

𝑊𝑊−1

𝑥𝑥(ℎ,𝑤𝑤)𝑒𝑒−𝑗𝑗2𝜋𝜋
ℎ
𝐻𝐻𝑢𝑢+

𝑤𝑤
𝑊𝑊𝑣𝑣

▪幅度

𝒜𝒜(𝑥𝑥)(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 𝑅𝑅2(𝑥𝑥)(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) + 𝐼𝐼2(𝑥𝑥)(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)
1/2

▪相位

𝒫𝒫(𝑥𝑥)(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = arctan
𝐼𝐼(𝑥𝑥)(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)
𝑅𝑅(𝑥𝑥)(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)



利用频域做数据增广

▪ 在频域上实现对图像的增广

两幅图像的幅度谱互换

幅度谱相位谱原始图像 增广后的图像

两幅图像的幅度谱混合



依赖频谱进行数据增广

▪ 基于增广后图像预测结果的一致性增强模型的泛化性能

Xu et al. A Fourier-based Framework for Domain Generalization. CVPR 2021.



高阶频域信息的使用

▪ Channel Attention的输入一般为全局平均的特征表示，只保留了最低阶的频域信息

Qin et al. FcaNet: Frequency Channel Attention Networks. ICCV 2021.



高阶频域信息的使用

▪ Channel Attention的输入一般为全局平均的特征表示，只保留了最低阶的频域信息

Qin et al. FcaNet: Frequency Channel Attention Networks. ICCV 2021.
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